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在 为 本 书 准 备 新 版 时 ,非常 遗憾 的 是 我 的 合作 者 和 朋友 E. М. ЖЖЖЖ Е, 
于 1985 年 辞世 了 . 于 是 ,我 不 得 不 独自 完成 此 项 工作 . 虽然 , 近 些 年 来 物质 凝聚 
态 理论 取得 许多 重要 进展 . 我 并 不 认为 需要 从 根本 上 改写 本 书 . 书 中 讲 到 的 理 
论 基础 及 对 其 阐述 ,似乎 是 经 住 了 时 间 的 考验 . 另 一 方面 也 要 做 些 增 补 和 修改 ， 

增补 835” 是 讲 超 流 膜 的 B. Л. Березинский (1970),J. М. Комейих, 
р. Thouless(1972) 相 变 理论 的 . 此 理论 为 二 维系 统 中 的 过 程 建立 了 现代 概念 基 
Ж. 它 极 大 丰富 了 我 们 对 相 变 本 质 的 认识 . 

讲述 磁性 的 第 七 章 做 了 重大 修改 . 特别 是 增补 $74 ,其 中 用 TT. Holstein， 
Н. Primakoff( 1940) 方 法 研究 反 铁 磁 性 . 此 方法 对 磁性 微观 理论 有 重要 意义 . 因 
此 ，, 书 中 含 此 方法 显得 至 关 重 要 . 

近年 来 ,物理 学 领域 最 重要 的 成 就 之 一 便 是 发 现 高 温 超 导体 然而 ,实验 物 
理学 家 和 理论 物理 学 家 虽然 加 们 努力 ,这 个 有 趣 现象 的 本 质 仍 有 许多 不 明之 处 . 
甚至 何 种 相互 作用 造成 向 超 导 态 的 转变 也 不 清楚 . 在 这 种 情况 下 ,对 此 问题 我 
只 好 做 些 简短 评论 . 


I. IT. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
2000 年 6 月 
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简单 说 来 ,提供 给 读者 的 这 本 《理论 物理 学 教程 》 第 九 卷 是 讨论 物质 凝聚 态 
的 量子 理论 的 . 本 卷 开始 于 对 量子 液体 一 玻 色 液体 和 费 米 液体 理论 的 详细 分 
Ж. 该 理论 是 有 .1. НЕ П.Л. 卡 皮 查 的 实验 发 现 之 后 创建 起 来 的 ,是 当今 理 
论 物 理学 的 一 个 独立 分 支 . 这 个 理论 的 重要 性 ,与 其 归 因 于 在 液态 氨 同 位 素 中 
发 生 的 那些 有 趣 现象 ,不 如 说 由 于 量子 液体 及 其 谱 的 概念 实质 上 是 宏观 物体 量 
子 描述 的 基础 . | 

例如 ,为 了 深入 理解 金属 的 性 质 ,必须 把 金属 中 的 电子 看 作 费 米 液 体 . 但 是 
电子 液体 的 性 质 因 晶 阁 的 存在 而 复杂 化 ,因而 对 均匀 且 各 向 同性 液体 这 种 较 简 
单 的 情况 进行 预备 性 研究 ,万 是 建立 理论 的 必需 步骤 . 金属 的 超 导 性 也 是 一 样 ， 
如 不 预先 了 解 较 简 单 的 至 色 液体 超 流 理论 , 便 难于 清楚 地 把 金属 的 超 导 性 理解 
为 电子 液体 的 超 流 性 . 

格林 函数 方法 ,是 现代 统计 物理 学 数学 工具 不 可 缺少 的 部 分 . 这 绝 不 仅仅 
由 于 计算 格林 函数 的 图 技术 所 带 来 的 计算 上 的 方便 . 问题 首先 在 于 ,格林 函数 
能 直接 确定 出 物体 的 元 激发 谱 , 因 此 , 它 是 最 自然 地 描述 这 些 激发 性 质 的 语言 . 
所 以 ,对 于 方法 问题 , 即 宏观 物体 的 格林 函数 理论 ,本 卷 相当 注意 . 虽然 ,方法 的 
基本 思想 对 所 有 的 系统 都 一 样 ,但 在 不 同 的 情况 ,图 技术 的 具体 形式 是 有 区 别 
М. 因此 ,自然 要 以 各 向 同性 的 量子 液体 为 例 来 发 展 这 些 方法 ,这 里 ,方法 的 实 
质 以 纯正 的 形式 表露 出 来 ,没有 空间 非 均 名 性 和 存在 儿 种 粒子 等 等 引起 的 复杂 
情况 . 

根据 同 祥 的 原因 ,我 们 用 简单 的 .具有 微弱 相互 作用 的 .各 向 同性 的 费 米 气 
体 模 型 ,来 闭 述 超 导 性 的 宏观 理论 ,而 避 开 由 于 存在 库仑 相互 作用 蝇 格 所 引起 的 
复杂 情况 . 

关于 本 书 讲述 晶 格 中 的 电子 和 磁性 理论 的 各 章节 ,我 们 再 一 次 强调 ,本 书 是 
理论 物理 学 教程 的 一 部 分 ,而 绝 无 代 替 固 体 理论 教程 的 使 命 , 按照 这 个 原则 ,这 
里 只 研究 最 一 般 性 的 问题 , 既 不 要 求 具体 实验 数据 的 利用 ,也 不 涉及 没有 明确 理 
论 基础 的 计算 方法 . 我 们 也 提醒 一 下 ,有 关 固 体 的 动 理 学 性 质 的 内 容 与 本 卷 无 


п. ЖМА 











关 ,该 部 分 拟 在 本 教程 的 下 一 卷 即 最 末 一 卷 中 研究 . 

最 后 ,在 本 书 中 也 叙述 了 实物 介质 中 的 电磁 涨 落 理论 和 流体 动力 学 涨 落 理 
№. 前 者 , 原 已 包含 在 第 八 卷 中 . 现在 把 它 移 到 本 卷 里 ,是 出 于 需要 运用 格林 函 
数 , 以 使 整个 理论 具有 简单 的 和 便于 应 用 的 形式 .此 外 ,将 电磁 涨 落 和 流体 动力 
学 涨 落 放 在 同一 卷 里 研究 ,也 显得 自然 . 

Л.Д. 庚 道 不 在 本 书 的 实际 作者 之 列 . 但 是 ,读者 容易 看 出 ,在 本 书 的 正文 
中 多 么 频繁 地 过 到 他 的 名 字 , 因 为 这 里 所 讲述 的 大 部 分 成 果 是 属于 他 个 人 的 或 
同 他 的 学 生 们 合作 取得 的 , 同 他 共事 多 年 ,我 们 有 理由 相信 ,我 们 做 到 了 上 忠实 地 
反映 出 他 对 这 些 问 题 的 观点 当然 ,也 顾及 到 从 功 惨 地 中 断 他 的 事业 那天 以 
来 的 十 五 年 间 所 增添 的 新 间 题 . | 

& ПЖЕИ А.Х. ЕЯ ЛХ (А.Ф. Андреев) И.Е. 加 洛 辛 斯 基 ( 开 .上 . 
Дзялошинский ) 和 И.М. # # Ж # (И. М. Лифшиц) # Ж, ВАЖЕ 
所 研究 的 问题 经 常 进行 讨论 .我 们 也 从 著名 的 A. A. 阿布 里 科 索 夫 (A.A. 
Абрикосов) „Л. П. Х Е # Ж (Л. П. Горьков) 和 И. Е. 加 洛 辛 斯 基 ( 开 了. 
Дзялошинский) 的 书 中 得 到 许多 益处 ,他 们 的 书 中 是 物理 学 文献 中 讲述 统计 物 
理学 新 方法 的 首 批 著作 之 一 最后, 我们 向 Л.П. 马里 科 夫 (所 . П. Topspkog) 和 和 
Ю. .克利 蒙 托 维 奇 (IO. Л. Климонтович) 致 以 谢意 ,他 们 阅读 了 本 书 的 原稿 ， 
并 提出 了 许多 意见 . 





Е.М. #Ж%,Л.П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1977 年 4 月 
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矢量 的 下 标 , 用 拉丁 字母 i,k,… 标 记 ， 自 旋 的 下 标 ,用 希腊 字母 a,B,… 标 
记 ， 所 有 两 次 重复 出 现 的 下 标 ,是 指 求 和 . 

“4 维 矢量 "( 见 46 页 的 注解 ) , 标 以 大 写字 母 丰 ,已 ,…- 

体积 元 为 dV а. | 

量 值 从 上 或 从 下 趋 近 于 零 时 的 极限 , 标 以 +0 或 -0. 

算 符 用 带 尖 角 “ 的 字母 标记 . 

Аи КИН) Я Я, Н'=Н-м^. Ж У. 

РАН у у НЯНЯ НЕ ТУВЕ 
(Matsubara) 2 р ИЯ РЧ рч, 

格林 函数 为 C,D. 温度 格林 函数 为 5,9 

热力 学 量 的 标记 同 第 五 卷 一 样 , 其 中 有 :温度 为 了 ,体积 是 了 ,压强 是 已, 化 学 
№ Я и. 

磁场 强度 和 磁 感 强度 分 别 为 百 和 百 ; 外 磁场 是 名 . 

引用 本 教程 其 它 各 卷 的 节 和 公式 ,以 罗马 数字 按 卷 别 表 为 : 工 -一 一 《力学 》， 
1988; П —(9 #0) ,1989; 下 一 一 《量子 力学 》,1989; У 一 一 《量子 电动 力学 》， 
1989; У 一 一 《统计 物理 学 [ 》,1995 ;VI 《流体 力学 》,1986; 妞 一 一 《连续 介 
质 电 动力 学 》,1982. 
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$1 费 米 型 量子 液体 的 元 激发 


当 温 度 低 到 使 液体 原子 热 运动 的 德 布 罗 意 波长 达到 与 原子 之 间 的 距离 可 比 
拟 时 ,液体 的 宏观 性 质 就 由 量子 效应 决定 . 这 类 量子 液体 的 理论 具有 重大 的 原 
则 性 意义 ,虽然 自然 界 中 只 有 两 种 这 样 的 客体 ,但 它们 才 真 正 堪 称 为 液体 ;这 就 
是 在 温度 约 为 1 ~2 К 时 液体 所 的 两 种 同位 素 ( He 和 “He). 一 切 其 它 物质 , 当 
量子 效应 在 其 中 成 为 重要 效应 之 前 ,就 早已 凝 成 固体 了 ， 在 这 方面 我 们 记得 , 根 
据 经 典 力 学 理论 ,一 切 物体 在 绝对 零度 时 都 应 当成 为 固体 ( 见 第 五 卷 §64); 而 
氨 , 由 于 它 的 原子 间 相 互 作用 极其 微弱 ,直到 量子 现象 起 作用 的 温度 时 仍 保持 为 
液态 ,并 且 在 这 温度 以 下 也 不 再 凝固 . 

计算 宏观 物体 的 各 个 热力 学 量 ,需要 知道 物体 的 能 谱 当然 ,量子 液体 是 粒 
子 间 相互 作用 很 强 的 一 种 系统 ,所 指 的 能 级 应 该 相应 于 整个 液体 的 量子 力学 定 
态 ,而 绝 非 那些 单个 原子 的 状态 . 在 足够 低 的 温度 范围 内 计算 配 分 函数 时 ,只 应 
考虑 液体 的 弱 激 发 能 级 一 一 离 基态 不 太 高 的 能 级 . 

下 述 情况 ,对 于 全 部 理论 具有 原则 性 的 意义 . 宏观 物体 的 任 一 弱 激发 态 , 在 
量子 力学 中 可 以 看 做 是 单个 元 激发 的 集合 . 这些 元 激发 的 行为 ,类 似 于 在 物体 
所 占 体积 中 运动 并 具有 确定 的 能 量 e 和 动量 p 的 一 些 准 粒子 .se(p) 关 系 的 形式 
(或 所 谓 元 激发 的 色散 律 ) 是 物体 能 谱 的 重要 特征 . 我 们 再 一 次 强调 指出 ,元 激 
发 的 概念 是 来 自 对 物体 中 原子 集体 运动 的 量子 力学 描述 方法 ,而 绝 不 能 把 准 粒 
子 与 单个 原子 或 分 子 等 同 起 来 . 

量子 液体 原则 上 可 以 县 有 不 同类 型 的 能 谱 ， 根 据 能 谱 的 不 同类 型 ,液体 将 
具有 完全 不 同 的 宏观 性 质 . 我 们 首先 研究 具有 称 之 为 费 米 型 能 谱 的 液体 ， 这 种 
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费 米 液体 的 理论 是 由 Л. Д. 朗 道 (1956 一 1958 ) 创建 的 . 在 $1 一 $40 中 叙述 的 
就 是 他 的 成 果 . 

费 米 型 量子 液体 能 谱 的 结构 ,在 某 种 意义 上 类 似 于 理想 费 米 气体 (由 自 旋 
为 172 的 粒子 组 成 ) 的 能 谱 . 后 者 的 基态 ,相当 于 费 米 球 内 的 全 部 状态 都 被 粒子 
填 满 , 费 米 球 是 动量 空间 中 半径 为 ps 的 球 ,而 ps 与 气体 密度 N/V( 单 位 体积 内 
的 粒子 数 ) 的 关系 由 下 式 决 定 : 

м _ бтр. р (1.1) 
у 3(27h) Зт Ё 

(Л У 857). читая ни — ЖАКЕ Я] р > 及 的 某 些 态 时 ,就 出 
现 了 气体 的 激发 态 . 

当然 ,液体 中 不 存在 单个 粒子 的 量子 态 . 但 是 ,作为 费 米 液体 能 谱 结构 的 出 
发 点 ,在 于 如 下 的 论断 : 当 逐 渐 “ 增 大 ”原子 间 的 相互 作用 , 即 由 气体 变 成 液体 
时 ,能 级 的 分 类 保持 不 变 . 在 这 种 分 类 中 ,气体 粒子 所 起 的 作用 转 给 了 各 元 激发 
〈 准 粒子 ) ,后 者 的 数目 等 于 原子 的 数目 ,并 遵守 费 米 统计 . 

还 应 立即 指出 ,显然 只 有 由 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 所 组 成 的 液体 才 可 能 有 这 
一 类 型 的 能 谱 ,而 玻 色 子 ( 自 旋 为 整数 的 粒子 ) 系 统 的 状态 不 能 用 遵从 费 米 统计 
法 的 准 粒 子 术 语 来 描述 . 同时 应 当 强调 ,这 种 类 型 的 能 谱 不 可 能 成 为 所 有 这 些 
液体 的 普 适 性 质 ， 能 谱 的 类 型 也 依赖 于 原子 间 相 互 作用 的 具体 性 质 ， 这 种 情 
况 ,用 简单 的 论证 即 可 明了 :如果 相 互 作用 的 结果 使 原子 结合 成 对 ,那么 在 极限 
的 情况 下 ,我 们 就 会 得 到 由 自 旋 为 整数 的 粒子 (分 子 ) 所 组 成 的 分 子 液体 ， 对 于 
后 者 ,显然 不 可 能 有 上 面 所 讨论 的 能 谱 . 

每 一 个 准 粒 子 都 有 确定 的 动量 p( 我 们 还 将 回来 讨论 这 种 说 法 何以 正确 的 
МАЙ). 设 n(p) 是 准 粒子 按 动量 的 分 布 函 数 , 其 归 一 化 条 件 为 

N а 
[%= 7, dr Ау 

(这 个 条 件 以 后 还 将 确切 说 明 ). 上 面 提 到 的 分 类 原则 ,在 于 假设 给 出 这 个 分 布 
函数 便 单 值 地 确定 了 液体 的 能 量 , 并 且 基 态 对 应 于 半径 为 p; 的 费 米 球 内 所 有 的 
态 都 被 占 满 的 分 布 函数 ,而 半径 рь 与 液体 密度 的 关系 与 理想 气体 情况 时 一 样 ， 
是 同一 个 公式 (1. 1). 

必须 强调 ,液体 的 总 能 量 E 绝 不 可 以 归结 为 准 粒 子 的 能 量 之 和 . 换 句 话说 ， 


Е 是 分 布 函 数 的 泛 函 ,不 能 归结 为 积分 | nedr( 对 于 理想 气体 正 是 如 此 ,其 中 准 











他 ”为 了 避免 误解 ,我 们 提前 说 明 所 讲 的 是 非 超 流 的 (或 所 谓 正 常 的 ) 费 米 液体 . 液 氨 同位 素 ? He 就 
是 这 样 的 液体 (附加 条 件 , 见 210 页 的 附注 ). 
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粒子 与 真实 粒子 一 样 ,彼此 间 没 有 相互 作用 ). 由 于 第 一 位 的 概念 是 ,因此 就 
出 现 了 在 考虑 准 粒 子 相 互 作用 时 如 何 确定 它们 的 能 量 的 问题 . 

为 此 ,我 们 研究 分 布 函数 作 无 限 小 改变 时 五 的 变化 . 显然 , 它 应 当 由 变 分 
5n 的 线性 表达 式 的 积分 来 决定 , 即 有 如 下 形式 : 


了 = 20р) ёпат. 


Ее 是 能 量 E 对 分 布 函 数 n 的 变 分 微 商 . 它 相 当 于 增加 一 个 动量 为 p 的 准 
粒子 时 系统 能 量 的 改变 ;也 正 是 这 个 量 ,起 着 准 粒子 在 其 它 粒 子 的 场 中 哈密 顿 函 
数 的 作用 . 它 同样 是 分 布 函 数 的 泛 函 ,就 是 说 渔 数 e(P) 的 形式 依赖 于 液体 中 全 
部 粒子 的 分 布 . 

因此 我 们 指出 :在 所 讨论 的 类 型 的 能 谱 中 ,元 激发 在 某 种 意义 上 可 以 看 成 
是 在 其 它 原子 的 自治 场 中 的 一 个 原子 . 但 是 ,这 种 自治 性 不 能 以 通常 的 量子 
力学 中 的 意义 来 理解 ,在 这 里 它 具 有 更 深刻 的 性 质 ,因为 在 原子 的 哈密 顿 量 
中 ,要 考虑 到 周围 粒子 不 仅 影响 到 势能 ,而且 也 改变 了 动能 算 符 与 动量 算 符 的 

至 今 ,我 们 撤 开 了 准 粒子 是 否 存在 自 旋 的 问题 . 因为 自 旋 是 量子 力学 的 量 ， 
对 它 不 能 作 经 典 性 讨论 ,因此 我 们 应 该 把 分 布 函 数 当 作 是 关于 自 旋 的 统计 和 矩阵 . 
而 元 激发 的 能 量 ,在 一 般 情况 下 不 仅 是 动量 的 函数 ,而 且 也 是 与 自 旋 变 量 有 关 
的 算 符 ,后 者 可 用 准 粒 子 自 旋 算 符 $ 标记. 对 于 均匀 并 各 向 同性 的 液体 (不 处 在 
磁场 中 ,本 身 也 不 是 铁 磁 性 的 ) , 算 符 $ 只 能 以 标量 售 或 ($ P) 的 形式 含 于 标量 
函数 е 中 ;但 乘积 ?' 的 一 次 震 是 不 允许 的 ,因为 自 旋 矢量 具有 轴 向 性 ,所 以 这 


个 乘积 是 一 个 寿 标 量 . 平方 =s(s+1) ,对 于 自 旋 s= 方 的 情形 ,归结 为 与 ?无 


关 的 常数 ,而 标量 (8 - р)? = руа 也 是 如 此 . 因而 ,在 这 种 情况 下 准 粒子 的 能 量 
完全 与 自 旋 算 符 无 关 , 即 准 粒子 的 一 切 能 级 都 是 二 重 简 并 的 . 

实质 上 ,说 准 粒子 有 自 旋 , 即 表明 存在 这 种 简 并 的 事实 ， 就 此 意义 可 以 断 
言 :在 这 种 类 型 的 能 谱 中 , 准 粒子 的 自 旋 恒 等 于 1/2 ,而 与 液体 中 真实 粒子 的 自 
旋 的 大 小 无 关 . 事实 上 ,对 于 任何 不 等 于 1/2 的 自 旋 s 来 讲 , 形 如 (8 . p)? 的 项 都 
将 使 (2s +1) 重 简 并 的 能 级 分 裂 成 (2; +1)/2 个 二 重 简 并 的 能 级 ， 换 名 话说 , 画 
数 e(p) 将 出 现 (2s + 1)/2 个 不 同 的 支 ,每 一 支 都 对 应 于 “ 自 旋 为 1/2 的 准 粒 
+". 

前 已 指出 ,在 考虑 准 粒子 的 自 旋 时 ,分布 函数 变 成 一 个 关于 自 旋 变 量 的 矩阵 
或 算 符 ;(P)， 把 这 个 算 符 写成 显 形式 ,就 是 厄 米 统计 矩阵 ns(p) ,其 中 ap 为 
НОЯ + 172 两 个 值 的 自 旋 矩 阵 的 下 标 .对 角 和 矩阵 元 决定 一 定 自 旋 态 中 的 准 粒 子 
Ж. 因此 , 准 粒子 分 布 函数 的 归 一 化 条 件 ,现在 应 写成 
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М Фр 
д. = =—- ат = 1.2 
т [я дт | ar у’ т лв)" (1.2) 


(符号 ТАН РЕ Н ЖЕН РАО) Ф. 
在 一 般 情况 下 , 准 粒子 的 能 量 2 也 是 算 符 , 即 以 自 旋 为 变量 的 矩阵 , 它 的 定 
义 应 写成 


学 =Tr | sshdr= | esnuar (1.3) 
如 果 分 布 函数 和 能 量 与 自 旋 无 关 时 ,就 是 说 上 ,和 ss 归结 为 单位 矩阵 
пав = пз, Ев = еб, (1.4) 
那么 在 (1.2 及 1.3) 式 中 取 迹 便 简单 地 归结 为 乘 以 因子 2: 
2 [ var =, ВИ? [edndr. (1.5) 


容易 看 出 :在 统计 平衡 中 ЖЕН ЖАНА, НЯ 
据 (1.3) 式 定义 的 量 2 起 着 能 量 的 作用 . 实际 上 ,由 于 量子 液体 和 理想 费 米 气体 
的 能 级 分 类 特性 相同 ,液体 的 粹 5 与 气体 的 情况 一 样 ( 见 第 五 卷 $55) ,同样 定 
义 成 如 下 组 合 型 的 表达 式 : 
六 = = [ама -Ain A) |а, (1.6) 
在 总 粒子 数 和 总 能 量 都 恒定 的 附加 条 件 下 ， 
В т [5147 =0, ВРЕТ, | 2847 -0， 
对 (1.6) 式 取 变 分 ,我 们 得 到 所 求 的 分 布 : 
= [es 221， (1.7) 
式 中 以为 液体 的 化 学 势 . 
当 准 粒子 能 量 与 自 旋 无 关 时 ,(1.7) 式 表明 п 两 个 量 之 间 有 同样 关系 : 
п = [e 0/7 +1]. (1.8) 
当 温度 7=0 时 ,化 学 势 与 费 米 球面 的 边界 能 量 相等 : 
м | то = ёв =2(рь). (1.9) 
我 们 强调 指出 ,虽然 (1.8) 式 与 通常 的 费 米 分 布 在 形式 上 相似 ,但 它们 并 不 相 
同 ,因为 e 本 身 是 的 泛 函 ,严格 说 来 ,(1.8) 式 是 mn 的 一 个 复杂 的 隐 函 数 定 
义 式 . 
现在 我 们 回 到 原先 的 假设 :对 每 个 准 粒 子 都 可 用 确定 的 动量 描述 . 这 个 假 
设 成 立 的 条 件 要 求 :动量 的 不 确定 度 (与 准 粒子 自由 程 的 有 限 性 有 关 ) 不 仅 小 于 
动量 本 身 , 同 时 也 小 于 分 布 的 “弥散 区 ”宽度 Ap ,在 这 个 区 域内 ,分 布 明显 地 偏 





Ф 此 后 ,下 标 重 复 两 次 照 惯 例 理解 为 求 和 . 
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ИЖ”, 
1, 4 р<рь; 
= = 1.10) 
ө(р) =9(р) о рр ( 


ЛЕН, ПУР п (р) 只 在 费 米 球面 附近 很 小 的 范围 内 有 别 于 (1, 10) 
式 , 这 个 条 件 便 得 到 满足 . 事实 上 ,由 于 泡 利 原理 , 准 粒 子 只 在 分 布 函数 的 “弥散 
区 ”内 方 能 相互 散射 ,并 且 由 于 散射 的 结果 ,它们 应 跃迁 到 同一 区 域 的 自由 态 
Е. 所 以 ,碰撞 概率 正比 于 该 区 域 宽度 的 平方 ,相应 地 , 准 粒子 能 量 以 及 动量 的 
不 确定 度 都 正比 于 (Ap) АЖ, 4 Ap 足够 小 时 ,动量 的 不 确定 度 不 仅 小 于 pi， 
也 小 于 Ap. 

可 见 , 这 里 叙述 的 方法 只 适用 于 准 粒 子 分 布 函数 所 描述 的 液体 激发 态 ,这 个 
分 布 函 数 仅 在 临近 费 米面 的 窄 域内 才 区 别 于 “ 阶 牙 ” 函数 . 特别 是 ,对 于 热力 学 
平衡 分 布 ,只 在 足够 低 的 温度 时 才能 适用 . 平衡 分 布 的 弥散 区 (能 量 ) 宽度 与 了 
是 同一 数量 级 . 而 与 碰撞 有 关 的 准 粒子 能 量 的 量子 不 确定 度 与 数值 л/т 是 同一 
数量 级 ,其 中 т 为 准 粒子 的 自由 飞行 时 间 . 因此 ,理论 适用 的 条 件 为 


ћ/т << 了. (1.11) 
同时 ,如 前 所 述 , 时 间 7 与 弥散 区 宽度 的 平方 成 反比 , 即 
了 cc 了 


所 以 , 当 7 一 0 时 显然 (1.11) 式 是 满足 的 . 对 于 粒子 间 相互 作 用 并 不 微弱 的 液 
体 , 所 有 的 能 量 参数 与 边界 能 量 s; 同 一 数量 级 ;在 此 意义 上 说 ,条 件 (1. 11) 与 条 
件 了 << 1es1 多 是 等 价 的 . 

对 于 接近 在 T=0 时 “ 阶 路 ”函数 的 分 布 ,在 一 级 近似 下 , 泛 函 s 可 用 其 在 
n(p) =9(p) 时 的 计算 值 去 代替 . 于 是 е 成 为 动量 的 确定 函数 ,而 公式 (1.7) 便 
成 为 通常 的 费 米 分 布 . 

此 时 ,在 费 米 球面 附近 [ 函数 a(p) 在 此 处 才 有 直接 的 物理 意义 ] ,可 将 se(p) 
按 差 p - рр НЕ. 我们 有 


Gers or(D -Dr), (1.12) 

де 
其 中 Vp = 一 1.13 
| ( ) 


是 费 米 面 上 准 粒 子 的 “速度 "在 理想 费 米 气体 中 , 准 粒 子 同 真实 粒子 一 样 , 有 





Ф 为 了 后 文 需要 指出 , 微 商 
0'(p) = ~ 6(p -pr), 
事实 上 , 当 对 包含 p=pr 的 p 的 任意 区 间 进 行 积分 时 ,这 个 等 式 的 两 边 给 出 相同 的 结果 ( 等 于 1). 


© 但 是 ,对 于 液态 He ,实验 指出 理论 的 定量 适用 范围 实际 上 被 限制 在 温度 7<0.1 的 范围 (此 时 
12.1 =2.5 К). 
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= = 所 ,因此 ve Е. 与 此 类 似 ,对 费 米 液体 可 引入 一 个 量 
т =р/0р, (1.14) 
称 它 为 准 粒子 的 有 效 质 量 ;并 且 这 个 量 是 正 的 ( 见 $2 未). 
用 这 样 引入 的 物理 量 的 术语 ,可 以 将 理论 的 适用 条 件 写 成 了 <<vrips ,并且 只 
有 动量 为 p 且 1p -prl <<p: 的 准 粒 子 才 有 实际 意义 . 我 们 再 一 次 强调 上 述 情 况 ， 
并 应 指出 ,这 种 情况 特别 赋予 pp 和 液体 密度 之 间 的 关系 式 (1. 1) 以 非 平 凡 的 特 
性 ,因为 它 ( 对 于 费 米 气 体 ) 的 明显 结论 是 基于 这 样 的 概念 :粒子 占 满 整 个 费 米 
球 的 各 态 ,而 不 仅 占 满 它 表面 的 邻近 区 域 0. 
特别 是 ,有 效 质量 可 以 用 来 确定 低温 下 液体 的 箭 5 和 热 容 量 С. 对 这 两 个 
物理 量 可 给 出 与 理想 气体 公式 相同 的 形式 (第 五 卷 $58) ,在 这 里 只 需 以 有 效 质 
Ж т 代替 粒子 质量 т: 
$=C=W7, v= = (1) "= (5) (1.15) 
(S 和 5C 两 个 量 ,由 于 与 7 成 线性 关系 而 相等 ). НЕ НА о А ЗЕ 
达 式 (1.6) 对 于 液体 和 气体 都 是 一 样 的 ,而 在 计算 这 个 积分 时 ,仅仅 ps 附近 的 动 
量 区 域 起 主要 作用 ,在 这 个 区 域内 液体 中 准 粒 子 的 分 布 函数 和 气体 中 粒子 的 分 
布 函数 由 同一 个 (1.8) 式 给 出 @. | 
在 将 理论 展开 之 前 ,我 们 先 作 如 下 的 说 明 . 在 费 米 液体 中 引进 与 气体 粒子 
完全 类 似 的 准 粒 子 概念 ,虽然 这 种 表述 方法 对 于 建立 系统 的 理论 最 为 方便 ,但 与 
此 相连 的 物理 图 像 却 有 缺陷 , 即 在 这 个 图 像 中 出 现 了 一 个 观察 不 到 的 被 准 粒 子 
占 满 的 费 米 球 ， 如果 用 只 在 了 7 关 0 时 才 出 现 元 激发 来 表述 , 便 可 能 消除 这 个 缺 
陷 . 在 这 种 图 像 中 , 费 米 球 外 的 准 粒 子 和 球 内 的 “ 空 穴 "都 起 着 元 激发 的 作用 ,对 
于 前 者 [ 与 公式 (1.12) 的 近似 相对 应 ] 应 将 能 量 写成 e =v(p -pr) ,而 对 于 后 者 
能 量 应 写成 e=w(pr -p). 其 中 任何 一 种 情况 的 统计 分 布 ,都 由 化 学 势 等 于 零 
的 费 米 分 布 公式 给 出 (此 时 元 激发 的 数目 不 是 常数 ,而 是 决定 于 温度 的 量 @) : 
п = [е +1]7'. (1.16) 
在 这 种 图 像 中 ,元 激发 只 能 成 对 地 出 现 或 消失 ,因此 动量 为 p>p 和 <Pr 的 元 
激发 的 总 数 恒 相 等 . 














Ф (1.1) 式 的 证 明 需 要 运用 较 复杂 的 数学 方法 ,以 后 将 在 $20 中 给 出 . 

@ ”对 于 液态 ”He( 在 零 压 时 ) :pp/ 坟 =0.8 x10 сш зт" =3.1m(?He) ;pr 根据 液体 密度 决定 ;m* 根 
据 热 容量 决定 . 

@@ ”我 们 记得 (参看 第 五 卷 $63) ,在 这 种 条 件 下 , 准 粒子 数 Ny 决定 于 热力 学 平衡 条 件 一 一 在 给 定 
温度 和 体积 下 ,作为 Ng 的 函数 的 自由 能 取 最 小 值 : (3F/6Ng ) ту =0; 但 这 个 微 商 是 “ 准 粒 子 的 化 学 
势 "( 不 要 把 它 同 液体 的 化 学 势 yy 相 混 淆 ,x 定义 为 F 对 真实 粒子 数 NN 的 微 商 )，. 





$2 准 粒子 的 相互 作用 -7 了， 





还 要 指出 ,这 样 定义 的 元 激发 ,其 能 量 一 定 是 正 的 , 因 激 发 能 级 总 是 超 
过 系统 基态 能 级 . 而 根据 (1.3) 式 定义 的 准 粒 子 能 量 则 可 以 是 正 值 ,也 可 以 
是 负 值 . 

尤其 是 ,对 于 温度 和 压强 均 为 零 的 量子 液体 ,sr = 人 的 值 显 然 是 负 的 , 因 
此 接近 于 er 的 e 值 也 是 负 的 . 这 一 点 ,根据 7T=0 和 p=0 时 -py 的 值 等 于 一 
个 正 值 便 可 以 明显 地 看 出 来 ,这 个 正 值 是 液体 汽化 一 个 粒子 所 需 热 量 的 极 
限 值 . 


$2 准 粒子 的 相互 作用 

由 于 能 量 是 准 粒 子 分 布 函 数 的 一 个 泛 函 , 故 准 粒子 的 能 量 随 分 布 函数 的 变 
化 而 变化 ， 当 分 布 函 数 对 “ 阶 路 函数 "(1.10) 有 微小 偏离 Sn 时 ,能 量 改变 应 取 
形式 

8e(p) = | /ae(PP п, (р) йт, (2.1) 
或 写成 更 符号 化 的 形式 : 
82(р) = Тг’ [fp,p')8n(p')dr’, 

式 中 Tr' 代 表 按 与 动量 p' 相 对 应 的 一 对 自 旋 下 标 取 迹 ， 函 数 广 可 称 为 准 粒 子 的 


相互 作用 函数 (在 费 米 气体 中 /=0). 按 函数 本 身 的 定义 , 它 是 量子 液体 总 能 
量 E 的 二 阶 变 分 微 商 ,因此 对 于 变量 p,p’ 及 其 相应 的 各 对 自 旋 下 标 是 对 称 的 : 


Льва (PP') = 人 se(P р). (2.2) 
考虑 到 (2.1) 的 变化 , 费 米 球面 附近 的 准 粒 子 能 量 可 用 如 下 的 和 式 表征 ， 
2(р) -er = 人 (PPr) + Т" [fpsp') 3a(p') ат. (2.3) 


特别 是 ,对 热力 学 平衡 分 布 ,公式 (2.3) 中 的 第 二 项 决定 准 粒 子 的 能 量 与 温度 的 
关系 . 偏离 值 5 章 仅 在 接近 费 米 球面 的 p' 值 的 薄 层 中 才 明 显 不 为 零 ,而 实际 准 粒 
子 的 动量 p 的 值 也 在 同样 的 薄 层 中 ， 因 此 ,实际 上 公式 (2.1) 和 (2.3) 中 的 函数 


f(p,p') 能 够 用 这 个 费 米 球面 上 的 值 来 代替 , 即 假定 p ер’ =pr, 所 以 f 仅 决定 于 
ХЕ р 和 p' 的 方向 . 


函数 /的 自 旋 关 系 既 与 相对 论 效应 ( 自 旋 - 自 旋 和 自 旋 - 轨道 的 相互 作 

用 ) 有关, 也 与 交换 相互 作用 有 关 . 而 后 者 最 为 重要 . 考虑 到 交换 相互 作用 , 淮 
粒子 的 相互 作用 函数 (在 费 米面 上 ) 取 下 列 形式 ; 

sf (pp') =Р(9) +00'6(9), (2.4) 


т 


其 中 og,o' 为 作用 在 相应 的 ( 即 对 应 于 变量 p,p' 的 ) 自 旋 下 标的 泡 利 矩阵 ,而 下 
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和 С 为 矢量 已 和 已 夹 角 9 的 两 个 函数 中 ， 这 个 表达 式 的 形式 同 交换 相互 作用 的 
特性 有 关 ; 它 与 系统 在 空间 的 总 角 动 量 的 取向 无 关 ;所 以 两 个 自 旋 算 符 只 能 以 标 
积 形式 出 现在 式 中 , 根据 (2.4) 式 定义 的 函数 己 和 C 是 量 纲 为 1 的 . 在 (2.4) 式 
左 方 为 此 引入 的 因子 是 费 米面 上 单位 能 景 间隔 内 的 准 粒子 的 状态 数 : 





_ 24т _2 х4трь Чр 
v(er) = qs А 。 (2тћ)° (55), 
2 * 
或 = Pe _ РТ + (2.5) 








т У 
因为 泡 利和 矩阵 的 迹 等 于 零 , 所 以 取 迹 Tr' 之 后 (2.4) 式 中 的 第 二 项 就 消失 
了 ,因此 Tr'f 已 经 不 依赖 于 og. 实际 上 , 当 考 虑 到 自 旋 -轨道 相互 作用 和 自 旋 - 


自 旋 相互 作用 时 ,也 同样 没有 这 样 的 依赖 关系 .问题 在 于 ,标量 函数 Tr'f 若 包 含 
自 旋 算 符 , 只 能 以 两 个 轴 矢 量 $ 和 p xp' 的 乘积 $. [p xp'] 的 形式 出 现 ($ 分 量 
平方 的 表达 式 , 可 以 不 去 研究 , 因 自 旋 为 1/2, 表 达 式 归结 为 $ 的 线性 项 和 完全 
Ж 6 的 项 )， 但 是 ,这 个 乘积 对 时 间 的 反 演 不 是 不 变 的 ,因此 不 能 包含 在 不 变 





量 Tr р. 
今后 引入 使 用 更 方便 的 记号 . 
Лу (PsP') =6„КРр,Р’), = тиў. (2.6) 
由 (2.4) 式 ,我 们 有 
Рт 9) =2РС 8), (2.7) 


准 粒子 的 相互 作用 函数 ,满足 于 由 伽利略 相对 性 原理 而 得 的 确定 的 积分 关 
Ж. 这 个 原理 的 直接 结果 是 :单位 体积 液体 的 动量 同 其 质量 通 量 密度 相等 Е 
粒子 的 速度 是 9se/6p ,因此 准 粒子 通 量 用 如 下 积分 给 出 : 


Tr Га 2а. 
因为 液体 中 的 准 粒子 数 与 真实 粒子 数 相同 ,所 以 准 粒 子 引 起 的 总 质量 迁移 显然 
可 由 准 粒子 数 通 量 与 真实 粒子 质量 m 的 乘积 得 出 . 因此 ,我 们 得 到 如 下 等 式 : 
Tr [раа Те] пора, (2.8) 


假定 ng = пб, 5. = e664 ,对 (2.8) 式 两 端 取 变 分 , 利用 (2.1) 式 和 (2.6) 式 





Ф ”用 明显 的 矩阵 形式 表 为 


кт” 
а зау ре = Fé,g6,s + Соо (2.4а) 


$2 准 粒子 的 相互 作用 “9， 





的 符号 f, 我 们 得 到 


[pandr =m [SS8ndr +п р ) зп’ тат" = 





9= дп’ 
= 一 Snrdr – ' 4т9т’, 
т рб т т [Р.Р р?" тат 


式 中 =n(p')( 在 第 二 个 积分 中 交换 变量 的 标记 并 进行 分 部 积分 )， 因为 5n 
是 任意 的 ,由 此 得 到 待 求 的 关系 








р дє _ ‚, дп(р’) 
页 = 及- ЕК (2.9) 
х} РИК ва 
п(р') =0(р’) 
АЗ опор’ НЯ 5 函数 : 
д0(р) р, _ 2 
Е 六 8(P рғ). (2.10) 


将 (1.12) 式 中 的 函数 e(p) 代 入 (2.9) 式 ,然后 处 处 用 费 米面 上 的 数值 p; = рп 
代 换 动量 p =pn, 并 用 ps 除 等 式 两 端 , 便 可 得 到 真实 粒子 质量 m 与 准 粒子 有 效 质 
量 之 间 的 如 下 关系 : 





Pr 
(2лћ)° 
А Чо’ р’ Е зоо. 如果 将 由 (2.7) 式 得 出 的 AtB) 代 入 上 式 , 则 这 
个 等 式 取 如 下 形式 : 


1 
一 = 





+ 9) сов 940’ (2.11) 


1. 
т 


= +Е(0) соз д, (2.12) 


式 中 横 线 表示 按 方向 平均 ( 即 按 ао '/4т = зіп 949/2 积分 ). 
我 们 再 来 计算 绝对 零度 时 费 米 液体 的 压缩 系数 , 即 算出 и? = ЭР/орФ 的 值 . 
液体 的 密度 p =mNAV, 所 以 


为 了 便于 算出 这 个 微 商 ,最 好 用 化 学 势 的 微 商 将 它 表达 出 来 . 注意 到 化 学 势 只 
以 比值 NAV 的 形式 依赖 于 N 和 VV, 同样 ,在 7= 常 数 =0 时 ,微分 dy = VdP/N， 
则 有 

ди _ Ү ди _ И oP 

aN Nev WN eV’ 





Ф 当 7=0 时 ,同样 S=0, 因 此 无 需 区 别 等 温 压 缩 系数 和 绝热 压缩 系数 .v 的 值 用 已 知 的 液体 中 声 
速 的 表达 式 来 确定 . 但 应 注意 ,在 7=0 时 ,实际 上 费 米 液体 中 根本 不 能 传播 普通 的 声音 一 见 $4 的 
开头 . 
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М ды 
因此 w= 3N (2.13) 


由 于 T=0 时 ,n=er, 所 以 当 粒子 数 改 变 8N 时 , 变 分 5 为 

би = ШОТ pe (2.14) 

表达 式 中 的 第 一 项 ,是 由 于 分 布 函数 的 变化 而 引起 的 能 量 &(р,) НХ. 该 

式 的 第 二 项 则 是 由 于 总 粒子 数 的 变化 改变 了 边界 动量 的 值 : 由 (1.1) 式 ,我 们 有 

SN = Урьб ps/m 入 .因为 5n' 只 在 p'~ps 时 才 明 显 地 不 等 于 零 , 所 以 在 积分 中 把 
函数 /用 它 在 费 米 面 上 的 值 代替 之 后 ,我们 可 写成 

[ана = ао’ [оп = а”, 
将 此 式 代入 (2.14) 式 ,并 根据 9e5/9ps = рь/т” 引入 т" ,我 们 得 出 | 
ди _f + пей? 








ӘМ 2У рт И (2.15) 
最 后 ,由 (2.11) 式 取 1Ит’ ,再 考虑 (1.1) 式 ,最 终 可 得 : 
а з (2) 9) - со 8)do". (2.16) 





В 0-3 А (2.7) ЖЖ 9) (2.12) АЛЕН 





и = Ре (1 +Е(9)). (2.17) 
Зтт 

函数 /应 该 满足 一 定 的 条 件 , 这 个 条 件 是 出 于 量子 液体 的 基态 具有 稳定 性 
的 要 求 . 液体 的 基态 对 应 于 准 粒子 占 满 费 米 球 内 的 全 部 状态 ,该 状态 的 能 量 对 
于 球体 任 一 微小 的 形变 都 应 是 最 小 的 这 里 ,我 们 不 进行 全 部 的 计算 ,而 只 指出 
计算 的 最 终结 果 @， 为 了 方便 地 表达 出 这 个 结果 ,将 (2.4) 式 中 的 函数 Р(9) 和 
G( 如 ) 按 勒 让 德 多 项 式 展开 , 即 给 (如 ) 和 G( 如 ) 以 如 下 形式 : 

Е(9) = У (21+1)Е,Р,(соѕ 9), 6(9) = У (21+1)6,Р,(соѕ 8) (2.18) 


(这 样 定义 系数 Е, 和 С, 时 ;它们 与 乘积 ЕР, 和 СР, 的 平均 值 相同 ). 这 时 ,稳定 
性 条 件 可 写成 不 等 式 的 形式 : 





Е, +1>0, (2.19) 
6. +1>0. (2.20) 

将 1=1 时 的 条 件 (2.19) 同 有 效 质 量 的 表达 式 (2. 12) 相 比较 ,使 我 们 确信 有 效 

质量 的 正定 性 . 1=0 时 的 条 件 (2.19) 也 保证 了 (2.17) 式 的 正定 性 . 





Ф 28и. я. Померанчук, ЖЭТФ ,35 ,524(1958). 英 译 本 :Pomeranchuk І. Уа. Soviet Physics ЈЕТР 
8,361,(1959). 
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$3 费 米 液体 的 磁化 率 


自 旋 不 等 于 零 的 准 粒子 ,一 般 说 来 也 具有 磁 矩 . 自 旋 为 1/2 的 磁 矩 的 算 符 
是 Be( 磁 矩 的 z 轴 投 影 等 于 + 上 B). 准 粒 子 的 磁 矩 与 机 械 矩 (ji2) 之 比 即 常数 


粒子 的 自 旋 时 ,这 个 比值 都 不 会 改变 . 
准 粒 子 具 有 自 旋 ,同样 会 导致 液体 具有 顺 磁 性 . 现在 我 们 来 计算 相应 的 磁 
对 于 “自由 ”" 准 粒 子 来 说 , 它 在 磁场 Н 中 获得 的 附加 能 量 的 算 符 是 Во . Н. 
但 是 ,在 费 米 液体 中 必须 考虑 这 样 一 个 事实 , 即 由 于 准 粒子 的 相互 作用 ,其 中 每 
个 准 粒 子 的 能 量 还 因 在 磁场 中 分 布 函 数 的 变化 而 再 生变 化 .因此 ,在 计算 磁化 
率 时 ,应 将 准 粒子 能 量变 化 算 符 写 成 
58 = -Be H+Tr [fai'dr’, (3.1) 


而 分 布 函数 变化 本 身 ,是 通过 52 按 式 ой = (апл де) а20 表达 出 来 的 ;因此 ,对 
于 52 我 们 得 到 方程 

38(p) = -br Н +77 [fp,p') Pe 

下 面 我 们 仅 在 费 米 球面 上 寻求 这 个 方程 的 解 ， 设 解 的 形式 为 





52(р’)9т.. (3.2) 


52 = -Fgo:H, (3.3) 
АЕ 为 常数 . 对 于 阶 跃 函数 n(p') = 69(p') 我 们 有 

ал’ , 

у= -0(2 - ер), 

de 


因此 ,对 ар’ = de'/vi 求 积分 归结 为 被 积 式 在 费 米面 上 取 值 ,将 (2.4) 式 中 的 函 
数 六 代入 后 ,并 注意 对 于 泡 利 矩 阵 有 
Trr=0，Tro о’) о" = ото" о’ =26, 
我 们 求 出 g =2 -g C(3) ,或 
g=— 
1+6(9) 
这 里 的 模 线 [与 (2. 12) 式 一 样 ] 仍 表示 按 方向 求 平均 





(3.4) 





Ф 在 计算 与 场 有 关 的 增 基 sn 时 ,可 以 不 考虑 化 学 势 的 变化 . 在 各 向 同性 的 液体 中 ,宏观 量 jx 的 变 


化 只 能 是 场 五 的 平方 (在 计算 磁化 率 时 , 它 是 很 小 的 量 ) ,而 $2 是 场 的 一 级 小 量 . ЖЕН. 由 于 液体 的 
磁化 率 是 个 小 量 ,所 以 在 这 里 可 以 不 区 分 液体 中 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 . 
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磁化 率 x 由 单位 体积 液体 的 磁 矩 表示 式 确定 : 
xH =BTr | обйат =BTr | 052 和 dr， 
вх ИТК И п(р) 的 被 积 式 求 积分 后 得 : 
ХН = -В 


Рет 
212 в 
最 后 ,将 (3.3 一 3.4) 式 代入 上 式 并 注意 Tr(oH)o = 29,4115 9] 
__Bpm _ Зи? 
Tl+C) т(1+6)' 
式 中 ”为 热 容量 线性 定律 (1.15) 中 的 系数 . x =3vB /mT ИНОМ В 的 粒子 所 组 
成 的 简 并 费 米 气体 的 磁化 率 [ 见 第 五 卷 (59.5)]. 因子 (1+C) “代表 费 米 气体 
与 费 米 液体 的 区 别 品 . 
我 们 指出 ,1=0 的 稳定 性 条 件 (2.20) 与 条 件 x >0 是 一 致 的 . 


$4 零 声 


费 米 液体 的 非 平衡 态 可 用 准 粒 子 的 分 布 函数 来 描写 ,这 个 分 布 函数 不 仅 与 
动量 有 关 而 且 也 与 坐标 和 时 间 有 关 . 函数 衣 (p ,r,t) 遵 从 如 下 的 动 理学 方程 ; 

9 =, (4.1) 
其 中 5 称 为 碰撞 积 分 , 它 决定 在 给 定 的 相 体 积 元 中 准 粒子 数 的 变化 ,这 种 变化 
是 因 准 粒子 的 相互 碰撞 造成 的 @. 

(4.1) 式 中 的 对 时 间 的 全 徽 商 , 既 顾及 到 庙 对 上 的 显 函 数 关系 ,也 考虑 到 准 
粒子 的 坐标 ,动量 和 自 旋 变 量 按 它 的 运动 方程 变化 的 隐 函 数 关系 . 费 米 液体 的 
特性 在 于 准 粒 子 的 能 量 是 分 布 函 数 的 泛 函 ,所 以 在 非 均 匀 液 体 中 间 和 6 都 依赖 
于 坐标 . 

对 于 跟 平 衡 的 分 布 函数 m 偏 离 很 小 的 分 布 ,我 们 可 写 出 

A(p,r,t) = шп (р) + A(p,r,t). (4.2) 
此 时 , 准 粒子 的 能 量 2 = so +82, Е so 相应 于 平衡 分 布 的 能 量 ,而 86 由 (2. 1) 
式 给 出 ,所 以 





Tro$é (ps ). 





Х (3.5) 


98 _ 952 и [2 ‚, 988 (Рр’) ，， 
22 - 292 _т . .3 
or or [Афр э‚ Чт (4.3) 





Ф 对 于 ?He:CG~ -2/3. 

@ 这 一 节 假 定 读者 已 熟悉 动 理学 方程 (krHergaeckoe уравнение) 的 概念 ,就 此 意义 来 说 ,本 不 属于 
本 卷 的 应 有 内 容 . 但 是 ,没有 动 理学 方程 (以 及 在 此 后 诸 节 中 的 应 用 ) 费 米 液体 理论 的 描述 将 是 不 充分 
№. 在 这 里 我 们 只 需要 无 碰撞 积分 的 方程 ,与 碰撞 积分 的 具体 形式 有 关 的 问题 将 在 本 教程 专 讲 物理 动 理 
学 的 另 一 卷 中 研究 ， 


$4 = ж 13. 





当 不 存在 外 磁场 时 ,su 和 m 都 与 自 旋 无 关 . 
й ХУ ТН] 上 的 显 函 数 关 系 ,在 dhi/di 中 给 出 一 项 
9 9 
用 外 与 坐标 及 动量 的 关系 给 出 两 项 
дп А +81 А 
or әр? ` 
准 粒 子 的 能 量 8 起 着 它 的 哈密 顿 函数 的 作用 . 根据 哈密 顿 方程 ,我们 有 
98 А дЕ 


因此 , 取 精 确 到 3# 的 一 级 项 , 则 有 

951 д, _ Это 952 

or др др ог 
最 后 ,函数 元 作为 自 旋 变量 算 符 随时 间 的 变化 ,可 按 量子 力学 的 普通 规则 由 下 面 
的 对 易 子 给 出 : 





70:0} (4.4) 
但 是 , 当 п, so 与 自 旋 无 关 时 ,在 此 对 易 子 中 不 存在 әй 的 一 级 近似 项 . 
集中 上 述 各 项 ,我 们 得 出 方程 
958 , 85% 95А _ 852 Ono 
ot др or or др 
在 开始 应 用 动 理学 方程 之 前 ,我们 先 讨 论 一 下 它 的 适用 条 件 . 利用 (坐标 和 
动量 的 ) 经 典 方程 时 ,我 们 就 假定 了 准 粒 子 的 运动 是 准 经 典 性 运动 . 这 个 假定 ， 
实质 上 正 是 用 分 布 函数 来 描述 液体 的 基础 ,该 函数 同时 依赖 于 准 粒 子 的 坐标 和 
动量 . 准 经 典 条 件 是 : 准 粒子 的 德 布 罗 意 波长 Аир, Ро п 有 显著 变化 的 特 
征 长 度 Г. 用 非 均 匀 性 “ 波 矢量 "hk - 17 代替 ,我们 可 以 把 这 个 条 件 写成 0 
hk <<р,. (4.6) 
由 给 定 的 天 所 确定 的 分 布 函数 的 变化 频率 о, ЕЖЕ о ~vik, 因 而 自然 满足 
条 件 





= $0. (4.5) 


ћо << єр. (4.7) 

ћо 与 温度 了 的 比值 可 以 是 任意 的 . 如 果 ло >> 7 了 ,那么 Во 这 个 量 就 相当 于 分 布 

函数 弥散 区 的 宽度 ;于 是 (4.7) 式 便 是 整个 理论 适用 的 必需 条 件 , 它 保证 了 准 粒 
子 能 量 ( 与 它们 的 碰撞 有 关 ) 的 量子 不 确定 性 小 于 fiw. 
现在 我 们 运用 动 理 学 方程 来 研究 费 米 液体 的 振动 . 





Ф 根据 定义 (1.1) ,ips 具有 原子 间距 的 数量 级 ,因此 条 件 (4.6) 是 很 弱 的 . 
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在 低温 但 不 等 于 零 温 的 情况 下 , 费 米 液体 中 准 粒子 发 生 相互 碰撞 ,并且 它们 
的 自由 飞行 时 间 тост, 在 液体 中 传播 的 波 , 其 性 质 主要 决定 于 乘积 wr 的 
大 小 . 
在 wr <<1( 实 际 上 等 价 于 准 粒 子 行程 1 其 小 于 波长 A 这 一 条 件 ) 时 ,在 每 个 
( 线 度 小 于 和 的) 液体 体积 元 中 ,碰撞 来 得 及 建立 起 热力 学 平衡 ,这 就 是 说 ,我 
们 遇 到 的 是 以 速度 w= V3P/6p 传 播 的 通常 的 流体 力学 声波 .在 wr <<1 的 情况 
下 ,声波 的 吸收 很 小 ,但 от 增 大 时 了 吸收 也 随 之 增 大 ,而 且 当 wr ~1 时 吸收 变 得 
很 强烈 ,以 致 声波 的 传播 成 为 不 可 能 久 . 
使 от 继续 增加 并 达到 wr >> 1 时 ,在 费 米 液体 中 波 的 传播 重新 变 为 可 能 ， 
但 是 这 种 波 具有 另外 的 物理 特性 . 在 这 些 振动 中 准 粒子 的 碰撞 不 起 作用 ,并 在 
每 个 体积 元 中 来 不 及 建立 热力 学 平衡 , 这 个 过 程 ,可 以 看 作 是 在 绝对 零度 时 发 
生 的 . 因而 将 这 些 波 称 为 零 声 . 
如 上 所 述 , 当 wy >> 1 时 ,在 动 理学 方程 中 可 以 略 去 碰撞 积分 ,于 是 
дәй 88 дп, 082 _ 
дї or op ӘР 
Ае = де/др 为 按 非 微 扰 能 量 = 计算 的 准 粒子 速度 (v ооп, Вр и р 方向 
上 的 单位 矢量 ) ;此 后 ,我们 略 去 e 的 下 标 0. 
在 7 了 =0 时 ,平衡 分 布 函 数 nm 是 一 个 阶 路 函数 9(p) , 它 在 边界 动量 p = р, 
РГ. п НТ 





(4.8) 


дп, 
9р -пё(р- рр) = -0 (е-е). 


假设 波 中 的 88 与 时 间 和 坐标 的 关系 由 因子 exp[ i(k .r+ -wt)] 给 出 ,我 们 
将 得 出 动 理学 方程 的 如 下 形式 的 解 : 


3 让 =8(e -er) Dn)e te. (4.9) 
这 时 ,根据 (4.3) 式 的 98e/9r ,方程 (4. 8) 取 如 下 形式 : 
(о -vn К)? (п) =п тетти барт" ЈУ, п')?(п')до (4.10) 


式 中 nn 和 wn' 为 p 和 p' 方 向 的 单位 矢量 ,而 积分 是 按 方向 n' 进 行 的 . 

现在 我 们 来 研究 不 涉及 液体 自 旋 特性 的 振动 ( 零 声 )， 就 是 说 ,不 仅 平衡 分 
布 函 数 ,还 有 它 的 “ 微 扰 ”5n, 都 与 自 旋 变 量 无 关 . 振动 时 ,分 布 函 数 在 这 种 波 中 
的 变化 归结 为 边界 费 米面 ( 非 微 扰 分 布 中 的 球面 ) 的 形变 ,这 时 费 米面 仍然 是 被 





Ф Чот <<1 时 , 声 的 吸收 系数 y~w? n/pw? ,其 中 了 为 液体 的 粘 汪 系数 . 按 数 量 级 , 则 有 и ор, 
т/р ~vpl~ 件 7, 这 里 w 为 准 粒子 速度 (与 温度 无 关 ) ,因此 то Т7? (И. Я. Померанчук ‚ 1950). 这 时 yu/w 


~ ото mw/ 到 ， 


$4 = я . 15. 





准 粒子 占 满 的 和 未 被 占 满 的 状态 之 间 明 显 的 边界 . 函数 (п) 是 这 个 表面 在 给 
定 的 严 方向 上 的 位 移 值 (以 能 量 为 单位 ). 


РЖ и(п’) 与 自 旋 变 量 无 关 , 所 以 (4. 10) 式 中 的 Tr' 运 算 只 应 用 在 函数 


Е. 把 六 写成 (2.4) 的 形式 ,将 有 Trf = (2m2? 让 [pm ) (9). 于 是 , 算 符 o 从 方 
程 中 完全 消除 ,现在 方程 取 如 下 形式 : 


(wk.v) vn) =k ев) (тг) 49. (4.11) 


我 们 选择 上 的 方向 作为 极 轴 ,并 以 角 Ө,ф 确定 n 的 方向 ,再 引入 波 传播 的 速 
ВЕ и =w/k 和 符号 s= uo/vr, 则 可 写 出 最 终 得 到 的 方程 


(5 – соѕ 0)v(0,9) = соѕ ө[сд),0ө',') 50. (4.12) 


这 个 积分 方程 ,原则 上 能 够 确定 波 的 传播 速度 和 波 中 的 函数 x( 忆 )， 我 们 
可 立即 看 出 ,对 于 非 阻尼 振动 (这 里 ,我 们 仅 对 这 种 情况 感 兴趣 )s 的 数值 应 大 于 
1, 即 应 有 
Uo > 0р. (4.13) 
把 (4.12) 式 重 写 为 如 下 形式 , 便 能 了 解 这 个 不 等 式 的 来 源 : 


А а 
р(0,ф) = cos ө [всө)2 в 1. 


о ЛК ^ ЖИ р = (5 – соз 0) и ЖАК и. 在 s = о/о, < 1 的 情况 
下 ,被 积 式 在 cos 0' =s 处 有 极点 ,为 了 使 积分 有 意义 ,应 在 复 变 量 cos 6' 的 平面 
上 , 按 一 定 规则 绕 过 该 极点 .这 种 环绕 给 积分 添 进 了 虚 部 ,因而 也 使 频率 w( 在 
给 定 实数 上 的 情况 下 ) 得 到 虚 部 ,而 这 表示 波 的 衰减 . 对 应 于 极点 的 等 式 cos Ө = 
wo/vr ,其 物理 意义 是 准 粒 子 零 声波 的 切 连 科 夫 (depenxkos) 辐 射 条 件 儿 . 

作为 一 个 例子 ,我们 研究 函数 (3) 变 成 常数 (用 РЕ) 的 情况 . 方程 
(4.12) 右 边 的 积分 这 时 不 依赖 于 角 6,p, 所 以 待 求 的 函数 > 具有 如 下 形式 : 


о = б х 0050 _ (4.14) 


$ – соѕ 0 
因此 , 费 米面 获得 了 沿 波 传 播 方 向 向 前 伸 长 和 沿 相 反方 向 被 压 扁 这 种 旋转 面 的 
形式 . 这 种 各 向 异性 是 每 一 体积 元 中 液体 状态 的 非 平衡 性 的 表现 ,因为 在 平衡 
条 件 下 ,液体 的 一 切 性 质 应 是 各 向 同性 的 ,因而 费 米面 应 当 是 球面 . 为 比较 起 
见 ,我 们 指出 :普通 声波 对 应 于 半径 振动 的 球形 费 米面 (边界 动量 p; 随 液体 的 密 





Ф 这 样 的 衰减 机 制 称 为 朗 道 阻尼 ,将 在 第 十 着 有 关 等 离 体 振荡 问题 中 作 详 细 研 究 ， 在 积分 中 环绕 
极点 的 规则 ,是 用 w+io 代 换 w( 即 s 一 s +io) ,这 种 代 换 的 意义 在 于 对 过 去 全 部 时 刻 ( 包 括 г ~ оо) 都 保 
证 了 扰动 的 有 限 性 , 
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度 一 起 振动 ) ,并 且 费 米面 作为 整体 而 移动 ,移动 的 大 小 与 波 内 液体 的 运动 速度 
有 关 ; 而 相应 的 函数 > 的 形式 为 >=Spr+ 常 数 x cos 0. 
为 了 确定 零 声波 的 传播 速度 w ,将 (4. 14) 式 代 人 (4. 12) 式 ,我 们 求 得 


Г cos  2тѕіп 010 _ 
"os-cos0 4т 





1. 


积分 结果 ,我 们 便 得 到 一 个 把 速度 uw 表示 为 给 定 值 Ро НРАВОВ Зуя: 


$5. 5+1 1 
-1 = 一 4.15 
21", (4.15) 


当 s 由 1 变 到 %w 时 ,方程 左边 的 函数 由 w 降 到 0, 总 保持 正 值 ， 由 此 可 以 得 出 ,上 
述 的 波 仅 在 Р, >0 时 才能 存在 . 所 以 我 们 强调 , 零 声 传播 的 可 能 性 与 费 米 液体 
中 准 粒 子 的 相互 作用 特性 有 关 . 

当 mo 一 0 时 ,由 (4. 15) 式 得 出 ,s 按 如 下 规律 趋 于 1: 

SS -1 一 2e ove?， (4.16) 

这 种 情况 , 比 公式 (4. 15) (假设 = 常数 = F,) 更 具 普 遍 意 义 : 它 相当 于 在 任意 
形式 的 函数 F(3) 时 近 理想 费 米 气体 中 的 零 声 ， 实际 上 ,绝对 值 很 小 的 函数 
(人 9) 对 应 于 近 理想 气体 . 由 方程 (4. 12) 可 以 看 出 ,这 时 $ 将 接近 1 ,而 函数 > 仅 
在 角 9 很 小 的 情况 下 才 明 显 地 不 为 零 . 根据 这 一 点 , 当 只 研究 小 角 范 围 时 ， 
(4. 12) 式 右边 的 积分 中 可 以 用 函数 (9) ЖЕ 9 =0 时 的 值 去 代替 F(3)( 当 9=0 
和 8 =0 时 ,同样 有 ?=0)， 归根 到 底 , 我 们 又 重新 回 到 公式 (4.14) 和 (4. 16) 
[其 中 常数 Po 代 之 以 (0) 20. 我 们 要 指出 ,在 弱 非 理想 气体 中 零 声 的 速度 是 普 
通 声 速 的 V3 倍 . 事实 上 ,对 于 零 声 有 и, ~vi, 而 对 于 普通 声 ,我 们 由 (2. 17) 式 
《其 中 忽略 了 下 并 设 т =т) 09 ш = рут"? =2/3. 

在 F(V) 为 任意 函数 关系 的 一 般 情 况 下 ,方程 (4. 12) 的 解 不 是 单 值 的 ， 原 
则 上 ,这 个 解 允许 有 不 同类 型 的 零 声 存在 ,它们 的 区 别 在 于 零 声 的 幅 >(b,p) А 
有 不 同 的 与 角度 的 函数 关系 以 及 不 同 的 传播 速度 . 这 时 ,除了 轴 对 称 解 >(6) 
外 ,还 可 以 存在 非 对 称 解 ,其 中 ” 包含 方位 角 因子 。*” ,这 里 m 为 整数 (见习 
题 ) 我 们 指出 ,对 于 所 有 这 些 解 ,积分 | vdo =0, 即 费 米 面包 围 的 体积 保持 不 
15. 这 意味 着 振动 是 在 液体 密度 不 变 的 情况 下 进行 的 . 

在 绝对 零度 , 波 能 够 在 费 米 液体 中 传播 ,就 是 说 , 费 米 液体 的 能 谱 可 能 包含 
相应 于 动量 为 P = АК 和 能 量 为 = hw = wop 的 元 激发 的 分 支 一 一 “ 零 声 量子 ”. 
零 声 (具有 任意 给 定 的 ) 可 以 有 任意 (小 ) 的 强度 ,这 一 事实 ,用 元 激发 的 术语 








Ф 相当 于 弱 非 理想 费 米 气体 中 零 声 的 振动 ,这 个 问题 首先 是 由 克利 蒙 托 维 奇 (IO. л. 
Климонтович 和 西林 B, TI.Cnnn(1952) 研 究 的 ， 


$5 费 米 液体 中 的 自 旋 波 . 17 . 





来 说 ,表明 它们 能 够 以 任意 的 数目 填充 自己 的 量子 态 ; 换 句 话 说 ,它们 遵从 玻 色 
统计 ,并 构成 费 米 液体 能 谱 的 所 谓 玻 色 支 但 是 应 强调 指出 ,在 朗 道理 论 的 范围 
内 ,把 对 应 于 这 一 分 支 的 改正 量 引入 费 米 液体 的 热力 学 量 那 可 就 错 了 ,因为 这 些 
热力 学 量 含有 温度 的 更 高 次 寡 ( 如 热 容量 中 的 7) ,而 不 只 是 上 述 近似 理论 中 的 
前 几 级 改正 量 . | 

关于 零 声 的 吸收 问题 ,需要 研究 准 粒 子 的 碰撞 ,这 已 不 属于 本 卷 的 内 容 . 


习 题 
在 开 =Fo+Ficos 作 的 情况 下 , 试 求 霍 声 的 非 对 称 波 的 传播 速度 . . 
解 :在 忆 =Fo+Pi[eos bcos0' + зіп gsin bcos(p -gp')] 的 情况 下 ,可 存在 县 


有 zcce*? 形 式 的 解 ， 实际 上 , 设 上 =f(0)e”*, 代 入 (4.12) 式 并 对 dp' 求 积分 ,我 
们 得 到 





Е, . т 2 
(5 – соѕ 0) 三 = 4 ?os Osin of sin 0'700')40', 
о 
因 而， 7 = 常数 xsin gcos 0, 
ѕ – соѕ 0 
将 这 个 表示 式 代 回 原 方程 , 便 得 到 关系 式 
Г sin’ Өсоѕ 040 _ 4 
о s-co0 ЕЁ, 


此 式 确定 了 传播 速度 与 下 的 关系 ,等 式 左 边 的 积分 ,是 s 的 单调 下 降水 数 . 因 
此 , 当 s=1 时 它 达到 最 大 值 . 算出 s=1 时 的 积分 后 ,我 们 发 现 上 述 形 式 的 非 对 
ЖЖ "ГДЕ Е >6 的 条 件 下 传播 0. 


$5 费 米 液体 中 的 自 旋 波 


除了 上 节 研 究 过 的 与 自 旋 无 关 的 解 v(n) 之 外 ,方程 (4. 10) 还 有 如 下 形式 的 解 ; 
#= о‘ и(п) (5.1) 
在 此 公式 中 , 准 粒 子 分 布 函数 的 变化 依赖 于 它们 的 自 旋 投 影 . 这 样 的 波 可 称 为 
自 旋 波 . 
将 (5.1) 式 代入 (4.10) 式 ,再 取 (2.4) 式 中 的 函数 ,并 注意 到 Тог (ою') =20， 
约 去 or 后 可 得 ; 


(5 – соѕ 0)ш(Ө,ф) = воз о fC(9)n(0',0) (5.2) 








Ф 对 于 液体 He ,利用 公式 (2. 12) 和 (2. 17) ,根据 已 知 的 m* 和 и ААГ Н.Е, =10.8,Р, = | 
6.3( 在 零 压 下 ). 
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ХВ, РКЕ и 的 每 一 分 量 ,我 们 都 得 到 一 个 方程 , 它 不 同 于 (4.12) 式 的 只 是 
换 下 为 6. 因此 ,在 $4 中 所 做 的 一 切 进一步 的 计算 ,都 能 应 用 于 自 旋 波 了 0. 
在 有 磁场 时 , 费 米 液体 中 能 够 传播 男 一 种 类 型 的 自 旋 波 (B. П. Силин, 
1958). 这 里 ,我 们 仅 限 于 研究 大 =0 的 振动 ,这 时 88 不 依赖 于 坐标 . 
当 存 在 磁场 吾 时,“ 未 被 振动 微 扰 ”的 准 粒 子 的 能 量 及 其 分 布 函 数 都 与 自 旋 
有 关 . 这 些 相互 间 的 依赖 关系 可 用 下 列 公式 表达 ( 见 $3): 
20 == (р) -Ва.Н, В, = В/(1+6), (5.3) 


а 
й, =п,(р) -Bo Н =п,(р) +8( в е) Н. (5.4) 


式 中 so(P) 是 无 磁场 时 的 能 量 ; 下 标 0 再 次 提醒 这 些 表述 项 与 平衡 液体 有 关 . 
我 们 再 来 寻求 以 波 的 形式 表示 的 分 布 函数 的 微小 变化 部 分 ,其 形式 为 
=6(e -eso ‘и(п)е “" 
与 此 对 应 的 准 粒子 能 量 的 变化 : 


52=0· Габ) Сө) 90. ет 


现在 ,在 动 理学 方程 中 应 当 考 虑 带 有 对 易 子 和 é&, 章 | 的 项 (4.4) ;对 与 坐标 无 
关 的 分 布 函 数 , 方 程 取 如 下 形式 : 


2 + 18,й] =0. (5.5) 


精确 到 8f 的 线性 项 , 则 有 
[12,2| = -Blo: H,h} +Bi8(e -es) {2,0 H}, 
这 里 的 几 个 对 易 子 由 下 式 定义 : 
{oo'a,o `В} =2iog: [ахь], 


其 中 a,b 为 任意 矢量 [ 见 第 三 卷 (55. 10) 式 ] ;结果 动 理学 方程 变 为 如 下 形式 : 
ош (п) "РАН xp(n), (5.6) 
式 中 符号 的 意义 为 
р(п) =џ(п) + [№6942 (5.7) 


在 一 般 情况 下 ,方程 (5.6) 的 解 可 以 展开 为 球 函 数 Y,, (0,Ф) ( 极 轴 沿 Н) 0 
ЭХ. 展开 式 的 每 一 项 是 具有 固有 频率 w,, 的 一 定 类 型 的 振动 . 

其 中 的 第 一 个 频率 ww 是 对 应 于 p= 常数 的 振动 ;并 且 p =j(1+5) ,于 是 方 
程 (5.6) 归 结 为 





Ф 在 液体 He 中 ,Ge =6(9) <0( 见 12 页 上 的 注释 四 ). 因此 ,在 这 种 液体 中 不 可 能 传播 这 样 的 波 , 
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1900р. =н хи, 


ха АРИ (иН). 将 方程 分 别 写成 分 量 形 式 (在 垂直 于 Н 的 平面 
内 ) ,并 列 出 这 个 方程 组 的 行列 式 ,我 们 求 得 频率 : 

wo Е2ВН/Й. (5.8) 
应 注意 ,B 是 液体 真实 粒子 的 磁 矩 . 因此 ,频率 wm 完全 与 液体 的 特性 无 关 ， 而 所 
有 其 它 频率 om 的 值 均 与 函数 G( 如 ) 的 具体 形式 有 关 . 


$6 粒子 间 有 斥 力 的 简 并 化 近 理 想 费 米 气 体 


本 节 我 们 将 研究 简 并 化 近 理想 费 米 气 体 的 性 质 . 这 个 问题 具有 重要 的 研究 | 
方法 上 的 意义 . 虽然 ,作为 平衡 系 ,自然 界 中 并 不 存在 这 样 的 气体 ， 因 为 温度 为 
绝对 零度 时 ,一 切 气体 都 要 凝聚 . 但 是 ,作为 寿命 足够 长 的 介 稳 物体 ,可 以 存在 
稀薄 费 米 气体 ， 下面 讲 的 理论 中 用 到 的 近似 ,其 特点 是 在 远 小 于 寿命 的 时 间 内 
该 系统 不 会 形成 凝聚 . 

弱 非 理想 气体 的 条 件 是 分 子 力 的 作用 半径 m 小 于 粒子 间 的 平均 距离 1 ~ 
(VAN)“. 对 于 粒子 动量 为 p 的 情况 ,条件 mn << 1 及 不 等 式 

рго/ћ << 1 (6.1) 
均 成 立 . 实际 上 ,对 于 简 并 化 费 米 气体 可 按 公式 (1.1) 佑 算 边界 动量 p; ,根据 该 
式 ,pr/ 声 ~ (МИИ)? <<1/r. 

在 此 ， 我 们 只 讨论 粒子 对 的 相互 作用 ， 并 且 为 了 简单 起 见 ,认为 这 种 相互 作 
Я О(г) ЭЖ А Е 36. 我 们 的 目的 是 应 用 量子 力学 的 微 扰 论 计算 热力 学 
Е г 的 需 展 开 的 前 几 项 . 这 里 出 现 的 困难 是 ,粒子 间 的 相互 作用 能 在 小 距 
离 上 增加 过 快 , 微 扰 论 (所 谓 玻 恩 近似 ) 对 于 粒子 的 碰撞 实际 上 是 不 适用 的 . 然 
而 ,这 个 困难 可 用 下 述 方法 避 开 . 

在 “ 慢 ”[ 满 中 条件 (6.1) 即 谓 慢 ] 磁 撞 的 极限 情况 下 ,质量 为 mm 的 粒子 的 相 
互 散射 幅 趋 于 固定 极限 - a, 这 个 极限 在 玻 恩 近似 下 由 下 列表 达 式 给 出 [ 见 第 三 
卷 (126. 13) 式 ]: 


-mn = 3 
а= до, 0, оса х, (6.2) 


并 且 这 个 极限 符合 于 ( 自 旋 为 1/2 的) 粒子 对 的 * 态 ; 常 数 称 为 散射 长 度 @. 因 
为 这 个 量 完全 决定 碰撞 的 性 质 , 所 以 它 同样 也 决定 气体 的 热力 学 性 质 . 





QD ”表达 式 (6.2) 没 考虑 量子 力学 的 粒子 全 同性 . 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒子 ,在 慢 碰 挤 的 极限 情况 下 ， 
散射 只 在 自 旋 反 平行 时 发 生 ,并 且 在 立体 角 do 内 (质心 系 内 ) 的 散射 微分 截面 是 do =4a*do; 沿 半球 对 do 
求 积分 得 到 总 截面 :o =8mra2( 见 第 三 卷 $ 137 )， 
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我 们 因此 有 可 能 运用 下 述 所 谓 重 整 化 方法 .在 形式 上 将 真实 能 量 О(г) 
另 一 个 有 同一 а 值 但 允许 应 用 微 扰 论 的 函数 来 代替 . 计算 一 直 进 行 到 ( 即 近似 
到 ) 最 终结 果 只 在 散射 辆 中 含 UV 时 为 止 ,这 个 结果 总 会 与 真实 的 相互 作用 导致 
的 结果 一 致 

一 般 说 来 ,真实 的 相互 作用 半径 ,其 数量 级 与 散射 长 度 a。 相同 对 于 作为 畏 
助 概念 而 引入 的 虚构 的 场 V(7) , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 就 是 <<. 理论 展开 的 
真实 的 小 参量 ,当然 是 ape/ 所 

以 下 我 们 不 仅 要 用 到 О, у а 之 间 的 一 级 玻 恩 近似 关系 [公式 (6.2) ] ,而 且 
也 要 用 到 二 级 玻 恩 近似 关系 .为 了 找到 这 个 关系 ,我 们 提醒 一 下 ,如 果 在 恒定 微 


扰 少 的 作用 下 ,系统 的 某 一 跃迁 概率 在 一 级 近似 中 用 和 矩阵 元 Vo。 确 定 ,那么 在 二 
级 近似 中 Vo 将 代 之 以 
И У. Ио 

С у 之 Е, -Е,’ 
这 里 是 按 无 微 扰 系 统 nz0 的 各 量子 态 进行 求 和 的 ( 见 第 三 卷 $43). 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 所 讨论 的 是 双 粒 子 碰撞 的 系统 ,粒子 的 相互 作用 U(7) 就 是 微 扰 、 对 
于 粒子 动量 变化 为 p,,p, 一 一 p',p’;( 并 且 р, +р, =p’ +p!;) 的 跃迁 过 程 ,其 微 扰 
和 矩阵 元 为 





’ , 1 ср.р 
руси ,pias10IPia pm) = | И(т)е Р "4х, {6.3) 


式 中 p=p; -р, = - (р! -pi)i; 由 于 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 粒 子 自 旋 投 影 ( 用 下 
标 a ,as 表征 ) 在 碰撞 时 不 变 . 动量 为 零 时 ,起 着 矩阵 元 П/У 的 作用 . 因此 ， 
由 一 级 近似 过 渡 到 三 级 近似 时 ,UV 应 以 下 式 来 代替 : 

1 рі + р =р' р =! 

Uty > | 2т | 

( 当 给 定 p,,p; 时 , 按 p'zpi,p; 求 和 ). 因为 在 这 种 情况 下 ,假设 粒子 的 动量 很 
小 ,所 以 可 用 动量 p =0 时 的 矩阵 元 的 值 代 替 求 和 式 中 一 切 主 要 项 中 的 抢 阵 元 . 
做 完 这 一 步 后 , 便 得 到 下 列 散射 长 度 的 表达 式 中 ; 


_ т и 2т 
ат [0+ 7 之 р? + р? р” я] , (6.4) 
因此 ,在 同样 精度 下 则 有 
0, та [1 _ 4а у 2т | 





2 
一 让 ,rz 下 13 
оета 











|. (6.5) 
т mV 5 р +ру фра -р? 





Ф ”在 所 有 中 间 公式 中 ,我 们 写 出 的 是 按 粒子 动量 的 离散 谱 求 和 ,这 些 粒子 都 包含 在 有 限 的 体积 了 
中 ;最 终 计算 时 , 按 惯例 是 用 对 yd p/(28) 的 积分 代替 求 和 . 
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(6.4) 式 中 求 和 式 的 发 散 性 ( 当 pi,p; 很 大 时 ) 与 以 常数 值 的 矩阵 元 代替 一 切 矩 
阵 元 有 关 , 但 这 个 发 散 并 不 要 紧 ,因为 进一步 利用 这 个 表达 式 计算 系统 的 能 量 
时 ,反正 会 得 到 大 动量 不 起 作用 的 收敛 的 表达 式 . 我 们 知道 , 慢 粒 子 的 散射 长 度 
4 与 粒子 能 量 无 关 . 公式 (6.4) 千 一 看 来 与 动量 p,,p;, 有 关 . 但 事实 上 这 种 依赖 
关系 只 包含 在 散射 幅 的 虚 部 [适当 规定 求 和 方法 便 会 出 现 这 种 情况 一 一 比较 第 
三 卷 (130.9) 式 ]. 对 这 一 虚 部 可 以 不 必 理 皮 , 因为 我 们 早 就 知道 ,最终 结果 总 
是 实 的 ;这 个 问题 ,我 们 还 将 在 $21 中 讨论 . 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 研究 粒子 间 具 有 斥 力 相互 作用 特性 的 费 米 气体 模型 ;对 


于 这 种 相互 作用 ,a >0. 气体 正 是 在 这 种 情况 下 才 具 有 8$1, $2 中 所 描述 的 那 
种 费 米 型 的 能 谱 

系统 由 具有 成 对 相互 作用 的 粒子 ( 自 旋 为 1/2 的 ) 所 组 成 其 哈密 顿 量 用 二 
КИЗ: 


=- 55 Раза, + У (рта, „ра, 1 Ulp a :P20 ) а, а „дайра (6.6) 


( 见 第 三 卷 $64). 这 里 6 和 ,是 动量 为 p、 自 旋 投 影 为 a a (a= +) ВНЖ 


子 的 产生 和 淹没 算 符 (6. 6) 式 中 的 第 一 项 相应 于 粒子 的 动能 ,而 第 二 项 相应 于 
粒子 的 势能 ;在 第 二 项 里 ,是 按 粒 子 的 全 部 动量 值 和 自 旋 投 影 值 求 和 ,并 遵从 在 
碰撞 时 的 动量 守恒 定律 . 

根据 粒子 具有 微小 动量 的 假设 ,我 们 再 次 用 矩阵 元 在 动量 为 零 时 的 值 : 
(0а, „Оо, 0100, ,0а,) = О, 代替 (6.6) 中 的 矩阵 元 . 其 次 我 们 注意 到 ,在 费 米 
统计 中 由 于 算 符 4,。 ,6,,,, 的 反对 易 性 , 算 符 乘积 对 下 标的 置换 是 反对 称 的 ; 乘 
积 2 全。 也 有 同样 的 性 质 . 结果 ,(6. 6) 式 的 第 二 个 求 和 式 中 所 有 含 相同 成 对 
下 标的 wi ,as 项 都 相互 抵消 了 (在 物理 上 ,这 与 已 指出 过 的 情况 有 关 , 即 在 慢 碰 
撞 的 极限 情况 下 ,只 有 自 旋 相 反 的 粒子 才能 相互 散射 )、 

因此 ,系统 的 哈密 顿 量 取 如 下 形式 : 


式 中 全 ,= 人 2 = ,等 等 ,而 下 标 + 和 -此 后 将 分 别 代替 +172 和 
- 1/2. 

个 哈密 顿 量 的 本 征 值 可 用 通常 的 微 扰 论 算出 来 ,并 且 (6.6) 式 中 的 第 二 
В в 第 一 项 已 有 对 角形 式 , 它 的 本 征 值 等 于 


2 
Е) = У En,,, (6.8) 
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这 里 n,。 为 状态 p,a МЕН ЖФ. 
相互 作用 能 的 对 角 和 矩阵 元 给 出 上 式 的 一 级 修正 : 


О 
Е? = Уу т.п, (6.9) 


式 中 п, =п, ,等 等 . 
为 了 找 出 二 级 修正 ,我 们 利用 微 扰 论 的 熟知 公式 
的 


(2) _ 
2 ЕЕ, 





т 


其 中 下 标 n,m 标志 非 微 扰 系统 的 状态 . 
经 简单 的 计算 (运用 算 符 6,, ,6 已 知 的 矩阵 元 ) 得 出 如 下 结果 : 
Us nn (1l-n,)(il~-n.) 
Vp (рі +p2 -pi -p23)/2m 
此 式 的 结构 是 十 分 明显 的 :跃迁 p,,p, 一 p',p; 的 矩阵 元 的 平方 与 状态 р.р, 
的 占有 数 及 状态 ру ,p; 的 空位 数 成 正比 . 
(6.9 一 6. 10) 式 中 的 积分 VU 应 当 用 真实 的 物理 量 ( 即 散射 辐 )a 表示 出 来 . 
在 二 级 项 中 U, 可 按 (6.2) 式 计算 ,而 在 一 级 项 中 则 需要 用 更 精确 的 公式 (6. 5). 
将 计算 值 代 和 人 ,我 们 得 到 对 а 的 一 级 修正 





(6.10) 





Е = & У nm (6.11) 
Р1,Р2 
和 二 级 修正 : 
ро 2mg п.п [(l-ni,)(1-n;.)-1] 
и p1sp2sp!{ р? +рз -р" -р” 


(为 简单 起 见 , 我 们 在 中 间 的 公式 里 引入 了 气体 粒子 的 “耦合 常数 "@y = 
49 4) 将 分 子 中 的 表示 式 展开 ,我 们 会 看 出 分 子 中 四 个 乘积 的 项 可 以 相 


消 , 因 为 这 些 项 的 分 子 对 于 p,,p, 和 p',p; 的 置换 是 对 称 的 ,而 分 母 是 反对 称 的 ; 
但 对 这 些 变量 求 和 却 是 按 对 称 方式 进行 的 . 所 以 ,最 后 我 们 得 到 : 
_ 2mg’” nn (пу, +1. _) (6.12) 
И Фуд Рі +р -PP ` 
ОККО ЩО СНЕ 24 ро Н, РЖ п, 0). 
运用 已 得 的 公式 ,首先 可 以 计算 基态 的 能 量 ， 对 此 ,应 当 假 设 : 费 米 球 内 


Е 一 








Ф 假设 粒子 具有 确定 的 自 旋 投影 值 ,我 们 即 假定 统计 矩阵 р 也 获得 对 角形 式 ;这 时 ， 
а= + 地 -的 函数 np 就 是 它 的 对 角 元 素 . 
О ”散射 辐 重 整 化 后 ,这 个 量 就 绝 不 与 公式 (6.2) 中 的 常数 НиТ! 
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[р <рь = (Зп: NAV)'“] 所 有 的 nj。 都 等 于 1, 而 费 米 球 外 的 mw 都 等 于 零 . 因此 
我 们 指出 :虽然 在 起 初 的 哈密 顿 量 中 算 符 乘积 02 的 本 征 值 给 出 了 气体 粒子 
本 身 状 态 的 占有 数 , 但 借助 微 扰 论 将 哈密 顿 量 对 角 化 之 后 ， 就 与 准 粒 子 的 分 布 
函数 ( 同 以 前 各 节 , 仍 用 mm。 表征 ) 有 关 了 . 
注意 到 > mw, = > п, =N/2, 由 (6.11) 式 得 到 一 级 修正 
Е? = gN’/4V. 
在 公式 (6.12) 中 ,我 们 对 


3 

ez ер, =р! р!) dpidpid р! р! 

取 积 分 代替 求 满足 条 件 p, +р, =р, +p; 的 三 个 动量 之 和 而 使 得 

_ 4mg У fr 8(p! +p, -Pi 一 2) 
(218) р + -pt-p’? 

而 且 是 对 pi ‚р, ‚р: <р КЫТАН. 算出 积分 中 便 得 到 如 下 的 基态 能 量 

的 最 终结 果 


(2) _ 
Еб = 





dpid psdpidp2， 





Зр; 10 pra 4(11 2182) урка \? 
ора у т (е И; 
式 中 括号 前 的 量 为 理想 费 米 气体 的 能 量 ( 黄 克 逊 ,杨振宁 ,1957 ) . 
绝对 零度 时 气体 的 化 学 势 ,可 定义 为 微 商 :py = (9E6A9N)y; 用 边界 动量 p; 表 
示 的 化 学 势 具 有 如 下 形式 : 
F FQ = 210. ға \? 
н = а Е НЕ | 
根据 朗 道 理论 的 一 般 原 理 , 元 激发 谱 e(P) 和 准 粒子 的 相互 作用 函数 
ApP;,P')G@ 可 以 用 总 能 量 对 准 粒 子 的 分 布 函数 的 一 级 和 二 级 变 分 来 确定 ， 如 果 
将 能 量 E 写成 按 p М а 取 离 散 和 的 形式 , 则 根据 定义 有 


1 р 
5E= У =.(р)8п,. +57, У Л. (р,р')ёп, „ёп, (6.15) 
ра ра,р'а’ 


(对 能 量 取 变 分 后 ,me 应当 用 下 述 数值 来 代替 :在 费 米 球 内 等 于 1, 在 球 外 等 于 
%). 然而 不 必用 这 种 方法 去 计算 准 粒子 的 有 效 质 量 m* ,因为 它 可 以 用 更 简便 
的 方法 求 出 来 ( 见 下 ). 

为 了 计算 函数 /.。(p,p')( 在 费 米面 上 ) ,我 们 对 (6. 11 一 6. 12) 的 求 和 式 进 
行 两 次 微分 ,然后 令 p =p' =р,. 进行 这 一 简单 的 计算 后 ,并 将 求 和 变 成 积分 ， 
可 得 


Е =М (6.13) 








(6.14) 





中 ”实际 上 , 按 另 一 种 顺序 进行 计算 , 即 首先 计算 函数 /是 比较 简单 的 ( 见 下 文 ). 
@ 本 节 中 的 矩阵 fw《(p,p') 是 两 对 下 标 (a,pB 和 7,5) 的 对 角 和 矩阵 人 w(P,P') 元 素 的 集合 . 
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, 4тд? 人 5(р+р’-р, -р,) 
= р + 
Г. -(Р,Р’) =Е (2а)? 205 р ps 
ӧ(р+р, -р -р,) + (р +р -Р-Р.) 3 
+ d р,Ёр,, 





20р: -рз) 
Х..(Ф,Р’) =}. (р,р') = 
_ 2та? г®(р+р, -р -р,) +5(р’+р, -Р ТР.) 














= з —> Pid ps. 
(2тй) Рі р» 
这 两 个 公式 中 的 积分 ,由 于 积分 重 数 少 而 比较 简单 . 
最 终 的 结果 应 当 是 (2.4) 的 形式 , 它 与 自 旋 量子 化 轴 的 选择 无 关 . 
《2.4) 的 最 后 形式 由 下 列 公式 给 出 : 
2 2а 9 1 Е 
ГА = РЯ ә oO x 
т тћ 2sin — 1 – ѕіп = 
2 2 
1 +еш 9 
хад, 11290 Ln Я 2 от, (6.16) 
тй 2 2 1 віп. И 
2 


+ 9 958 р, р, А037 (А. А. Абрикосов,И. М. Халатников, 1957) Ф. 
因而 对 公式 (2. 12) 取 积分 便 得 到 准 粒子 的 有 效 质量 , 它 等 于 
т" 
"1+ 


т 





Brn) . (6.17) 


由 公式 (2.17) 可 以 求 出 气 на 
2 рр 2 ар, в 222) ар» ү? 
= [1+ ГЫ 151? (е) ]. 
后 将 wm/N( 这 里 以 NAV 代替 py 的 表达 ) 对 dN 求 积分 ,根据 (2.13) 式 我 
们 可 求 得 气体 的 化 学 势 , 这 时 对 dN 再 积分 一 次 便 得 到 基态 能 量 的 表达 式 
(6.13). 
公式 (6.13) 是 气体 能 量 按 “气体 特征 参量 ”nm = рьа/ В ~ а( М/И) ЮВ 
的 前 几 项 . 采用 类 似 的 即使 是 非常 繁琐 的 计算 ,还 能 得 到 一 些 随后 的 展开 项 . 
因为 在 费 米 气体 的 情况 下 ,三 重 碰撞 对 能 量 的 贡献 是 比较 高 级 的 近似 . 在 三 重 
碰撞 的 粒子 中 ,至少 有 两 个 粒子 具有 相同 的 自 旋 投 影 ;这 时 对 于 这 两 个 粒子 系统 
的 坐标 波 函 数 应 当 是 反对 称 的 . 这 就 是 说 ,这 些 粒子 相对 运动 的 轨道 角 动 量 至 





и 


(6.18) 








Ф 函数 (6.16) 当 恕 =m 时 将 变 为 对 数 发 散 . 这 种 情况 与 所 作 的 忽略 有 关 , 更 精确 的 研究 证 明 ,虽然 
9 =т 的 值 确实 是 函数 的 奇 点 ,但 函数 在 这 一 点 不 趋向 无 穷 大 而 趋 于 零 ( 见 210 页 的 注解 )， 公 式 (6. 16) 
在 仿 = 下 附近 不 适用 ,这 对 今后 的 应 用 是 无 关 紧要 的 ,因为 在 应 用 中 出 现 的 积分 在 该 点 是 收 伍 的 . 
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少 等 于 1(p - 态 ). 相应 的 波 函 数 与 * 态 的 波 函 数 相 比 ,包含 多 余 的 p 直 的 一 次 
赛 ( 见 第 三 卷 8 33) ,因此 ,这 种 碰撞 的 概率 应 该 包含 多 余 的 p ,也 就 是 说 与 不 遵 
从 泡 利 原理 的 粒子 “ 正 ” 碰 撞 的 概率 相 比 ,要 减弱 到 (pavji) 2 ~ 1. 因此 ,三 重 
碰撞 对 能 量 的 贡献 只 在 含有 体积 的 YY- 的 那些 项 中 换 句 话说 ,能 量 展开 
式 至 数量 级 
PDF 5 

№1 
为 止 的 所 有 的 项 [ 即 在 (6.13) 式 中 已 写 出 的 项 之 后 再 加 三 项 ] , 均 可 单 凭 一些 粒 
子 对 的 碰撞 特征 量 表 达 出 来 . 但 是 ,在 粒子 对 的 碰撞 特征 量 中 不 仅 有 慢 碰撞 [ 如 
(6.13)] 的 s 散射 辐 , 而 且 也 有 它 对 能 量 的 微 商 以 及 p 散射 辐 . 
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上 一 节 所 用 的 方法 显得 烦琐 ,在 微 扰 论 的 高 级 近似 中 实际 上 已 不 再 适用 . 由 
于 在 实际 的 物理 问题 中 ,粒子 之 间 的 相互 作用 绝 不 是 微弱 的 ,因而 这 种 方法 的 缺陷 = 
就 更 加 突出 . 于 是 ,为 了 阐明 宏观 系统 的 各 种 普遍 性 质 , 需 要 研究 微 扰 论 级 数 的 无 
穷 项 的 集合 . 有 一 种 类 似 量 子 场 论 中 所 采用 的 数学 技术 可 以 克服 这 类 困难 ， | 

这 种 数学 工具 的 具体 形式 与 需要 运用 它 的 宏观 系统 的 性 质 有 重要 关系 . 本 
ЗШ К Д.В ,将 阐述 绝对 零度 时 费 米 液体 的 数学 工具 的 发 展 中 . 在 这 里 讲述 
的 目的 ,不 仅 在 于 把 方法 实际 应 用 到 给 定 的 客体 上 ,而 且 也 要 表明 这 个 工具 大 体 
是 怎样 建立 的 . 

作为 这 个 工具 的 原始 资料 ,是 二 次 量子 化 的 儿 算 符 , 它 们 的 性 质 在 量子 力 
学 中 已 经 讲 过 ( 见 第 三 着 $64, $65). 现在 我 们 要 用 到 作为 时 间 显 函数 的 海 森 
伯 绘 景 中 的 算 符 . 所 以 ,将 阐述 这 种 绘 景 中 少 算 符 的 某 些 性 质 . 

我 们 研究 由 自 旋 为 1/2 的 粒子 所 构成 的 系统 . 根据 这 种 情况 ,应 给 消 算 符 
加 上 表明 自 旋 投 影 值 的 下 标 . 此 下 标 取 遍 +1/2. 按 以 前 的 做 法 ,我 位 将 用 希腊 
字母 表示 自 旋 下 标 ,而 列 出 两 个 重复 下 标 表示 求 和 . 


根据 一 般 规则 ( 见 第 三 卷 $13) , 海 森 伯 绘 景 中 的 任何 物理 量 算 符 Ai) ,都 可 
以 按照 如 下 形式 用 ( 薛 定 刘 绘 景 中 ) 与 时 间 无 关 的 该 物理 量 算 符 上 表示 出 来 @; 





Ф В. М. Галицкий 和 А. Б. Мигал( 1958 ) 系统 地 建立 了 这 种 数学 工具 . 

© 为 了 把 公式 写 得 简单 ,我 们 将 广泛 地 采用 量子 常数 声 =1 的 单位 制 (因此 动量 具有 cm МЕЖ, 
而 能 量具 有 s М). 要 从 这 种 单位 制 变 到 通常 的 单位 制 ,公式 中 所 有 动量 p 和 能 量 巨 都 应 代 之 以 
p/i 和 /在 这 一 章 里 就 特别 要 采用 这 种 单位 . 
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УС) = ойр 
式 中 五 为 系统 的 哈密 顿 量 . 
但 是 ,此 处 将 对 这 个 定义 作 些 适 当 的 修改 .因为 ,在 不 给 定 系统 的 粒子 数 六 
而 给 定 化 学 势 的 情况 ,用 量子 统计 学 研究 系统 的 状态 比较 方便 . 这 时 ,系统 处 
于 了 =0 时 的 基态 可 定义 为 算 符 具有 最 小 本 征 值 的 状态 
B=H-pN (7.1) 
(而 不 是 给 定 М МН). ЩЕ, Е (Е и 值 时 ) 处 于 能 量 为 已 和 粒子 
数 为 N, 的 状态 的 概率 是 : 


E, -иМ, Е, 
пе) +) 





[ 见 第 五 卷 (35.1) 式 ] ;这 里 E' 为 算 符 的 本 征 值 ,我 们 看 到 , 当 7T=0 时 ,只 是 
E' 为 最 小 值 的 状态 @. 
所 以 ,可 用 公式 
W(t,r) ойр ()е`", 
А 、 、 А (7.2) 
У: (в,г) =e pe (где 
来 定义 海 森 伯 绘 景 中 的 少 算 符 . 我 们 将 用 大 写字 和 母 ЖЕН у 
算 符 ,而 用 小 写字 母 少 表征 薛 定 兽 绘 景 中 的 少 算 符 . 
薛 定 兽 绘 景 中 的 少 算 符 满足 熟知 的 对 易 规 则 ， 而 对 于 取 不 同时 刻 ! 和 六 的 
海 森 伯 算 符 的 对 易 子 , 却 不 能 以 普遍 形式 算出 来 . 但 是 当 : =z 时 , 海 森 伯 算 符 的 
对 易 规则 与 薛 定 刘 算 符 的 对 易 规 则 是 相同 的 . 例如 ,根据 规则 
Ш (Рф (Cr) + Ст) р (г) =0в8(г-г’), 
可 以 得 到 类 似 的 规则 
Ч. (вк) (ву) + (tr ) (а,г) = 


еф (гуф (г’) +1; (л) (г))е-" = 

=6.8(г-г’), (7.3) 
所 以 : 

Ч (г) Ф, (вуг) + (tr) (1,г) =0, 


А А А А (7.4) 
2 Сет) Ч (1,г’) +4; (в,г’) 4: (6,7) =0, 


Ф ШИН Ония 应 为 哈密 顿 量 . 
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将 定义 式 (7.2) 对 时 间 取 微 商 ,我 们 求 得 海 森 伯 算 符 满 足 的 方程 : 
A =H' (1,r) -Br (7.5) 
[ 见 第 三 卷 (13.7) 式 ]. 

对 于 任何 守恒 量 算 符 ( 即 同 哈密 顿 量 可 对 易 的 算 符 ) ЫНА ЕЕЕ 
绘 景 是 等 同 的 .例如 ,哈密 顿 量 本 身 、 粒 子 数 算 符 ( 当然 粒子 数 也 是 守恒 量 ) 都 是 
这 类 算 符 . 这 些 算 符 用 薛 定 齐 算 符 或 用 海 森 伯 算 符 表 达 都 一 样 ， 于 是 ,粒子 数 
算 符 


R= 9. (29. (Фа = НОО (7.6) 
相互 作用 粒子 系统 的 哈密 顿 量 为 
Я’ = Я'® + И’ + PV’ +... 
Н' = -元 [ С, A (от) ва - и, 
я = [Фр (о), ота, (7.7) 
О ЕА Сет) (в) О (ет) (гг) Ф (гог) ха". 


这 里 有 ”为 自由 粒子 系统 的 哈密 顿 量 ; 为 自由 粒子 与 外 场 U0 (г) 


互 作用 算 符 ;V 是 粒子 对 的 相互 作用 算 符 , 其 中 U(r -rx') 是 两 个 粒子 的 相互 
作用 能 ;省 略 的 各 项 是 三 重 及 三 重 以 上 的 相互 作用 [ 见 第 三 卷 (64. 25) 式 ]. 为 
简单 起 见 ,假定 所 有 的 相互 作用 都 与 粒子 的 自 旋 无 关 . 


(7.5) 式 中 Ы 宋 , 的 对 易 子 ,可 以 用 规则 (7. 3 一 7. 4) 算出 ;其 间 出 现 的 
函数 被 积分 消除 了 . 结果 得 到 了 如 下 形式 的 关于 СИЕ”. 


.0 17 СТА _ (1) РЧ 
С. = ( 5-А-м+И (7) } $. (в) + 


+ б 7) VY (ге), Сог) оф (гог) + (7.8) 
在 所 讲述 的 方法 中 ,宏观 系统 的 格林 函数 概念 起 着 基本 作用 . 它 由 下 式 定义 ®， 
С..(Х,,Х,) = - (ТФ, ОХ) (Х,)). (7.9) 


НЫЕ л, НХ ЕН с К г. 角 括 号 (…》 表 征 按 系 
统 基态 的 平均 值 (代替 较 烦 琐 的 对 角 和 矩阵 元 记号 (01…10》 ). 记 叶 了 是 编 时 乘 
积 的 标志 :7 后 的 算 符 应 按时 间 ,i 增长 的 次 序 从 右 向 左 排列 ， 同 时 ,在 费 米子 





Ф 这 个 定义 类 似 于 量子 电动 力学 中 精确 的 格林 函数 (传播 子 ) 的 定义 ( 见 第 四 卷 §103, $105). 
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的 情况 下 ,置换 一 对 y 算 符 应 随 之 改变 乘积 的 符号 (与 原先 书写 乘积 时 的 排列 
相 比 较 ). 用 显 形式 表达 , 即 为 
(ХХ, = КО, С), 223 (7.10) 
КУ, (Х,) Ж,(Х,)), <. 
现在 我 们 来 指出 格林 函数 某 些 明显 的 性 质 . 如 果 系 统 不 是 铁 磁 的 ,也 不 处 
于 外 场 中 , 则 格林 函数 的 自 旋 关系 归结 为 单位 矩阵 ; 
Св(Х,,Х,) =6.66(Х,,Х,) (7.11) 
(任何 其 他 形式 的 依赖 关系 均 需 标 出 空间 中 的 选 定 方向 自 旋 量 子 化 的 z 
9н) Ф. 由 于 时 间 的 均匀 性 ,时 刻 志 和 已 仅 以 盖 的 形式 := 二 -4 出 现在 格林 函数 
中 .此 外 ,如 果 宏 观 系统 在 空间 是 均匀 的 ,那么 两 点 的 坐标 也 仅 以 差 的 形式 
r= -7 出 现在 格林 函数 中 . 换言之 ,在 这 种 情况 下 
С.2(Х,,Х,) =6„6(Х),  Х=Х,-Х,. (7.12) 
我 们 强调 一 下 ,微观 均匀 性 的 意思 是 :假定 物体 不 仅 本 身 的 (宏观 ) 平 均 密度 是 
均匀 的 ,而 且 物 体 的 粒子 在 空间 不 同 的 (微观 ) 位置 的 概率 密度 也 是 均匀 的 . 这 
种 物体 正 是 液体 和 气体 (但 不 是 固态 晶体 ). 由 于 它们 是 各 向 同性 的 ,所 以 
С(ё,г) = G(t, -7). 说 到 这 里 我 们 再 一 次 强调 ,这 时 函数 C(t,r) , 按 其 本 身 的 定义 
绝 不 是 :的 偶 函 数 . 就 这 个 意义 上 说 ,t, 和 4 在 差 :=t, - 志 中 的 次 序 是 很 重要 的 . 
系统 中 粒子 坐标 的 密度 矩阵 ,定义 为 平均 值 : 


рабтот) = (ат, (нп, >. (7.13) 





知道 了 这 个 矩阵 ,就 能 求 出 关于 单个 粒子 的 任何 量 的 平均 值 . 实际 上 , 令 所 ,为 
某 个 “ 单 粒子 " 算 符 , 即 形 为 
Fao= У (7.14) 
О О 2 ЕЕ (а 个 ) 粒 子 的 坐标 和 自 旋 的 算 符 ,而 求 和 是 
遍及 系统 的 全 部 粒子 用 二 次 量子 化 的 工具 可 以 把 这 个 算 符 (在 海 森 伯 绘 景 中 ) 
写成 
F(t) = Г Ст, Ст) (7.15) 


[ 见 第 三 卷 (64.23) 式 ]. 由 此 可 见 ,F 的 平均 值 可 用 密度 矩阵 的 术语 表示 成 如 下 
形式 : 





Ф ”这 个 说 法 需要 解释 ， 自 旋 分 量 风 . 是 一 阶 道 变 旋 量 (在 这 个 意义 上 说 , 若 采用 带 有 上 标 a 的 记号 
Че). ПА Р 是 协 变 旋 量 .所 以 Cs 是 二 阶 混合 旋 量 ， 二 阶 单位 混合 放量 就 是 б. 
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СР) = М =N | ры Спот) 1 аа (7.16) 
р ЕНЕ л НЕ СВЕ ЧЕ РЕ, ПЕВ 2 Г ,= 


ғ). 


根据 (7. 10), Е Е НМЕ КР ЈА 07 
Рав (Г. Г.) = -Gatonst +0,r,). (7.17) 


55 Л г +0 形 的 函数 宗 量 记号 , 均 指 宗 量 有 从 大 于 方面 趋 于 t 值 的 极限 М 
这 个 极限 可 以 保证 疼 算 符 的 正确 次 序 , 它 与 (7. 13) 式 乘积 中 算 符 的 次 序 相 同 . 

对 于 微观 均匀 系统 ,密度 矩阵 只 依赖 于 差 +r =r, -7,, 当 与 自 旋 无 关 时 р, = 
б.р, ЭН. 


p(r) = -C(t= -0,г). (7.18) 
这 里 ,根据 (7.12) 式 ,引用 函数 C(X -Х,) =С(Х) К С, (Х,,Х,). 当 =р, 
时 ,并 按 自 旋 变量 取 迹 之 后 ,(7. 13) 式 中 的 算 符 的 乘积 变 成 时 ! 旬 (系统 中 粒子 
数 密度 算 符 ). 所 以 ， Е 


= 2№(0) = -216(1= -0,r=0) {7.19) 


(从 小 于 方面 趋 于 零 ). 这 个 等 式 把 了 =0 时 的 化 学 势 w(C 同 的 关系 是 将 后 
者 作为 参量 ) 与 粒子 数 密度 NAV 联系 起 来 了 . 
函数 o(m ,r, ) 的 侍 里 叶 展 开 , 确 定 了 粒子 按 动 量 的 分 布 0 


N(p) =N [plrisr)e а? (а, -х,) = 





= 1с) | 


这 就 是 单位 体积 内 具有 一 定 的 自 旋 投影 值 并 且 动量 在 ари (21) [Ару О 
粒子 数 . 我 们 强调 ,这 里 所 说 的 是 真实 粒子 ,而 不 是 准 粒子 (后 者 在 所 讲述 的 工 
上 其 中 还 没有 出 现 !). 这 里 引用 记号 N(p) 以 区 别 于 准 粒子 的 分 布 函数 n(p). 

今后 ,我们 通常 要 和 动量 表象 中 的 格林 函数 打交道 , 它 定义 为 函数 G(1,r) 


е". (7.20) 
-0 





@ 我 们 提醒 一 下 ,( 见 第 三 卷 $14) , 单 粒子 的 密度 矩阵 是 如 下 的 积分 : 
plrisr2) = [з Ст Ста), 


式 中 (7,q) 为 整个 系统 的 波 函 数 ,其 中 + 表示 一 个 粒子 的 径 矢 ,而 g 为 其 余 所 有 粒子 的 坐标 的 总 合 ,因此 
是 对 g 积分 . 密度 矩阵 的 博 里 时分 量 与 下 式 相同 : 


] | иске” "аа, 
因而 得 到 密度 矩阵 与 粒子 按 动量 分 布 的 关系 . 
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按 + 和 7 的 健 里 叶 展 开 的 分 量 : 


一 LiCpsrropdad 记 
С(е,ғ) = | Clow,p) (22) (7.21) 
С(о,р) = ебет аа? (7.22) 
粒子 按 动 量 的 分 布 ,是 通过 这 个 函数 并 由 公式 
. р. И _iw dw 
N(p) = -ilim/ б( р) (7.23) 


表达 . 这 个 公式 是 将 (7.21) 式 代入 (7.20) 式 得 到 的 . 它 的 归 一 化 表 成 公式 


_2i lim | Glop)e "айр М (7.24) 


(21) У’ 
这 就 是 在 动量 表象 表述 的 条 件 (7. 19). 因此 ， 分 布 N(p) 自 然 正确 地 归 一 为 : 
2 [ N(p) = М 


| (2т с И: 
我 们 指出 ,(7.23 一 7.24) 式 的 积分 所 取 的 极限 等 价 于 复 变量 о 平面 内 的 一 
定 绕 行规 则 . 因为 有 :<0 的 因子 。 “存在 , 便 能 用 о 上 半 平 面 内 无 限 远 的 半圆 
周 来 封闭 积分 路 线 ( 实 轴 ) ,于 是 积分 便 由 函数 G(w,p) 在 这 个 半 平 面 内 的 诸 极 
点 的 留 数 所 决定 . 
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就 微观 均匀 系统 来 说 ,对 于 具有 一 定 能 量 和 动量 值 的 定 态 ,容易 求 出 海 森 伯 
峭 算 符 的 矩阵 元 与 时 间 和 坐标 的 关系 . 

我 们 用 通常 的 指数 因子 给 出 与 时 间 的 关系 : 

(піў, (tr) 1т) =" (nig, (ғ) ту. (8.1) 
但 是 ,由 于 海 森 伯 光 плани Н ХЮ, И 
„ЕЁ, -Е,, =Е, -Е, (М, -М,). 
根据 少 算 符 的 一 般 性 质 , 算 符 空 使 系统 中 的 粒子 数 减 少 1( 而 它 * 使 粒子 数 增加 
1). 所 以 ,在 矩阵 元 (8.1) 中 М, = №, -1, 因 此 ， 
т = 五,(N) -Е.(М№+1) +и, (8.2) 
这 里 ,处 于 相应 态 中 的 粒子 数 是 以 宗 量 形式 表示 的 . 

为 了 求 出 对 坐标 的 依赖 关系 ,我 们 指出 :由 于 系统 的 均匀 性 , 当 相对 于 系统 
移动 任 一 距离 + 时 , 它 的 y 算 符 的 矩 阵 元 不 会 改变 . 但 是 ,这 并 不 意味 矩阵 元 根 
本 与 坐标 无 关 . 因为 y,, (7) 与 在 一 个 给 定 的 r=0 ЖИ, (0) 的 区 别 涉及 两 
个 原因 :一 一 是 与 相对 于 系统 本 身 移 动 的 上 离 / r 有关; 其 次 与 观察 点 向 空间 另 一 处 
的 位 移 有 关 , 这 时 也 改变 波 函 数 的 相位 . 为 了 消除 波 函 数位 相 的 这 个 变化 ,我 们 
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把 系统 移动 一 矢量 - ~, 也 就 是 把 平移 算 符 
Т( - ғ) -е-"-? 
作用 到 系统 的 波 函 数 上 [ 式 中 忆 为 系统 的 总 动量 算 符 ; 见 第 三 卷 (15. 13) 式 ]. 
经 这 些 运算 之 后 ,观察 点 又 回 到 起 始 的 空间 位 置 , 但 仍然 相对 于 系统 移动 了 矢量 
г. 和 矩阵 元 对 于 这 种 变换 的 不 变性 ,可 用 下 列 等 式 表 达 ; 
(пб, (0) 1т) = (nle” (re ?my. (8.3) 
如 果 系 统 处 于 nn 和 т 态 上 具有 确定 的 动量 P, 和 PP, ,那么 
(пір, (0) Іт) = ей" "пр (г) Іт), 
因而 ， 
(nl (7) Тт) = em km арр (О) 1m), (8.4) 
(пі ir) ту = (ті (i,r) т) °, 
2 А, = Р, -Р,. 
用 这 些 公式 可 以 得 到 格林 函数 在 动量 空间 的 重要 展开 式 , 它 使 格林 函数 的 
物理 意义 更 明显 了 . 
由 于 函数 G(i,r) 的 “不 连续 "定义 ,在 计算 CG(w,p) 时 应 把 (7.22) 式 中 对 di 
的 积分 分 为 由 - о 到 0 和 由 0 到 % 两 个 积分 . 在 第 二 个 积分 里 ( 即 上 = -t>0 
时 ) ,根据 矩阵 乘法 规则 将 定义 (7.10) 展 开 , 我 们 有 : 


G(r) = 6.. = -过 六 《01 锡 (T) т) (ти: (Х,)10) 


〈 按 系统 的 全 部 量子 态 求 和 ). 将 (8.4) 式 代入 此 式 ,并 注意 到 在 基态 时 Р, = 0， 
我 们 求 得 : 
C(i,r) = - > 1《0 (0) Lm) [ен © (8.5) 
式 中 в, = Е, (№) -Е,(М№М+1) +. 
在 (7.22) 式 中 [其 中 G(i,r) 由 (8.5) 式 确定 ] 对 空间 取 积 分 ,可 以 在 求 和 式 
的 每 一 项 中 得 到 8 函数 8(p - 了, )， 而 对 di( >0) 积 分 时 ,为 了 保证 收敛 , 需 给 
о 增添 一 个 无 限 小 的 正 虚 部 , 即 以 w+i0 代替 w@. 于 是 得 到 : 


Е is 2T)” ^ ‚ З(р-Р,) 
РР gxd = У 0 一 一 一 一 一 一 . 
ете d хаг 5 > | «О, (0)1т) | tw +i 


同样 ,可 以 算出 对 4 由 -到 0 的 积分 当 :<0 时 ,代替 (8.5) 式 ,有 


С(вьг) = |(mlys(0)10) [Pewee, (8.6) 








中 ”这 种 手续 类 似 于 量子 电动 力学 中 计算 格林 函数 的 方法 (对 照 第 四 卷 $ 75). 
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式 中 о, =Е„(М№-1) -Е,(№) +. 现在 算出 由 -ww 到 0 的 积分 ,并 将 两 个 积 
加 在 一 起 ,可 得 : | 











Сер) = 之 [5 аб 10 * 
+ Р 
to rp РЕ аи 20}, 4 (8.7) 
式 中 的 记号 
А, = | (014,00) т) |?, В, = | (ти, (0) 10) 有. (8.8) 
хай АЖ ВОЛЕ Е. 
我 们 引 人 激 发 能 的 记号 : | 
es =Е,(№+1) -Е (М), 207) =Е(М) -Е(№-1). (8.9) 


它们 由 一 定 粒 子 数 的 系统 的 激发 能 级 与 多 一 个 或 少 一 个 粒子 系统 的 基态 能 
级 之 差 来 确定 . 上 标 ( + ) 和 ( - ) 表 示 这 些 能 量 : 
200 >, 2) <р. (8.10) 
实际 上 ,只 要 注意 到 EC(N+1) -Е, (М) = дЕ‹/дМ =и(Т =0 时 的 化 学 势 ) ,就 可 
以 写 出 ,例如 : 
sl’ =Е,(№+1) -EN+1) +E(N+1)-E(N)~ 
~[E,(N+1)- EA(N+1)] +џ. 
但 根据 基态 的 定义 , 方 括 号 (其 中 两 个 能 量 都 属于 粒子 数 相 同 的 系统 ) 中 的 差 是 
正 的 ,因而 得 出 207 >j， 以 后 我 们 还 要 研究 定义 (8.9) 的 意义 . 
在 求 和 式 ( 作 为 w 的 函数 ) 各 项 的 分 母 中 ,用 添加 + 上 i0 来 表示 各 该 项 极点 的 
移动 ,这 等 价 于 按 下 列 规 则 包 出 现 的 8 函数 型 的 虚 部 ; 
1 
х +10 = 


把 这 个 规则 应 用 到 (8.7) 式 ,我 们 便 求 出 格林 函数 的 实 部 : 


А,ё(р-Р,) В,ӛ(р+Р,) 
Кеб(о,р) =4т 之 Рата * ор = | 


以 及 它 的 虚 部 (这 里 应 考虑 到 所 有 的 差 2° -jw >0, 而 所 有 的 差 a - ш <0): 





PFind(s), (8.11) 





(8.12) 





Ф 量子 场 论 中 类 似 的 展开 式 , 称 为 Kallsn - Lehmann 公式 (对 照 第 四 卷 $104, $111). 
@ 对照 第 三 卷 (43.10) 式 . 记 叶 尸 表示 当 将 形 如 .ALz)/(z+iD) 的 表达 式 取 积分 时 ,该 积分 应 理解 
为 主 值 的 意义 ， 
ef rn 


第 二 项 是 从 上 边 ( 或 从 下 边 ) 沿 半圆 周 环绕 极点 x= -i0( 或 x= 训 ) 时 产生 的 . 
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-4T > 4。8(P - Р )8(о + рш – 217), Че > 0; 


С(о,р) ={ , 村 
4т У В,ӛ(р + Р.) д(о + р – <’), що <.0. 


(8.13) 
由 此 可 见 ,总 有 
signImG(w,p) = - sign о. (8.14) 
现在 我 们 也 要 指出 当 о о 时 函数 C(o,P) 的 渐 近 行为 . 根据 (8.7) 式 有 


Саур) ~ 了- У [4.8(P -Р,) +B,d(p +P,)]. 
容易 证 明 ,1/w 的 系数 等 于 按 r, -7 展开 
Я.Я: т) + 更: (гут) (tr)}= 8 -г,) 


的 傅 里 时 分 量 , 即 等 于 1. 因此 
G(w,Pp) 1/w, 当 lwl—%. (8.15) 
动量 表象 中 的 格林 函数 的 主要 性 质 是 : 它 的 各 极点 只 能 位 于 о = е, ~ 的 
各 点 上 ,这 里 a 是 用 上 述 方法 确定 的 系统 的 离散 激发 能 .其 中 每 一 个 能 量 都 对 
应 于 系统 一 定 的 动量 值 P, ,这 表明 格林 函数 的 每 一 个 极点 项 中 都 存在 相应 的 $5 
函数 . 
然而 这 里 使 我 们 感 兴趣 的 是 宏观 物体 的 格林 函数 . 就 是 说 , 当 给 定 有 限 的 
比值 7 时 ,要 研究 体积 了 和 粒子 数 N 都 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 情况 . 在 该 极限 
情况 下 ,系统 能 级 间 的 距离 趋 于 零 ,这 时 函数 G(w,p) 的 极点 将 汇合 在 一 起 ,并 
只 能 断定 :在 系统 激发 能 可 能 值 的 连续 谱 区 域内 取 值 w + 时 ,该 函数 才 有 虚 
部 . 但 是 有 些 激 发 例外 ,在 这 些 激发 中 宏观 系统 的 总 动量 p 可 以 只 用 具有 确定 
色散 规则 e(p) 的 一 个 准 粒子 来 描述 (注意 系统 处 于 基态 时 p =0) ;这些 能 量 值 
对 应 于 格林 函数 的 各 孤立 极点 . 
. 如 果 动 量 p 是 由 若干 个 准 粒 子 的 动量 组 成 的 , 则 系统 的 能 量 就 不 能 由 p № 
值 地 确定 ,因为 系统 给 定 的 动量 可 由 诸 准 粒子 的 动量 以 不 同 的 方式 组 成 ,并 且 这 
些 准 粒子 的 总 能 量 取 遍 一 系列 的 连续 值 ;而 对 所 有 这 些 状态 求 积分 便 消除 极点 . 
所 以 , 准 粒 子 的 色散 律 [B. Л. Бонч - Бруевич, 1955 ] 决定 于 方程 
C (е-џш,р) =0. (8.16) 
我 们 着 重 指出 ,按照 (8.9) 式 求 激发 能 的 方法 ,正好 相当 于 朗 道 理论 中 准 粒 
子 能 量 的 定义 . 事实 上 ,能 量 差 e‘” 是 给 系统 增加 一 个 粒子 时 能 量 的 变化 ;我 们 
把 所 有 这 种 变化 都 归属 为 一 个 准 粒 子 ,就 可 根据 (1.3) 式 求 出 a. ШЖ,= 
从 体系 中 取出 一 个 粒子 时 能 量 的 变化 ,因此 =. 是 被 取出 的 准 粒 子 能 量 . 所 以 
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自然 是 е7) <, 因 为 在 朗 道理 论 中 , 准 粒子 只 能 从 费 米 球 内 部 被 去 掉 呈 . 
由 于 所 有 列 人 展开 式 (8.7) 中 的 激发 态 ,都 是 从 基态 上 增添 或 去 掉 一 个 粒 


(даде) 而 得 到 的 ,显然 ,对 于 费 米子 系统 ,格林 函数 的 极点 只 能 确定 


费 米 型 的 元 激发 谱 . 玻 色 支 怎样 确定 ,将 在 下 面 的 $ 18 中 论述 . 

借助 具有 与 p 的 一 定 关 系 的 准 粒 子 概念 来 描写 宏观 体系 的 能 谱 , 只 是 一 
种 近似 的 描写 , 它 的 精确 度 随 ls -AI 的 增 大 而 下 降 ， 对 独立 的 准 粒子 图 像 的 偏 
离 ,是 格林 函数 的 极点 在 复数 域内 移动 时 出 现 的 ,这 时 a(p) 变 成 复 的 . 根据 量 
子 力学 的 一 般 规 则 ( 见 第 三 卷 $134), 复 能 级 表示 系统 激发 态 的 寿命 7 是 有 限 
№) (т-1/Па el) . 数值 Im e 本 身 , 是 描述 准 粒子 能 量 值 的 “弥散 ”程度 (能 级 
宽度 ) 的 . 当然 这 种 解释 仅 在 虚 部 充分 小 即 1Im el << le -AI 的 条 件 下 才 有 意 
Х. 在 $1 中 曾 说 过 ,这 个 条 件 实际 上 对 于 系统 的 弱 激 发 态 成 立 , 因 为 |Im е1 ос 
1/то (p~ps)’ ,同时 Ке( 2-м) ір -р,і. 

Im = 所 需 的 正 负 号 ,由 格林 函数 虚 部 的 符号 规定 来 保证 . 其实 ,这 个 函数 在 
自己 的 极点 附近 具有 如 下 形式 : 

2 


С(®,р) ви’ 


并 且 常 数 7 >0, 这 是 由 展开 式 (8.7) 中 系数 4,,,B, 的 正定 性 得 出 的 ;与 量子 电动 
力学 一 样 ,Z 通常 叫做 重 整 化 常数 . 格林 函数 的 虚 部 为 
”Im се 296 
о + 2° 
注意 ,该 表达 式 与 数值 a。~e -上 有 关 , 把 它 的 符号 与 规则 (8. 14) 作 对 比 , 便 得 出 
Ime<0 当 Re es > 人 ， 
Ime>0 Ке = <и. 
实际 本 应 如 此 ,因为 在 (8. 9) 式 中 的 ”和 a。 两 种 情况 下 ,Im = 的 这 种 符号 相 
应 于 给 激发 态 能 量 五 , 补 加 一 个 正确 的 负 虚 部 . 
关于 格林 函数 的 解析 性 质 ,我 们 在 836 中 还 要 讨论 ,那里 ,一 开始 便 对 任意 
温度 的 一 般 情况 来 研究 这 个 问题 . 


$9 理想 费 米 气体 的 格林 函数 


为 了 举例 说 明 上 一 节 所 讨论 的 普遍 关系 ,我 们 来 计算 理想 费 米 气体 的 格林 
函数 . 


(8.17) 


(8.18) 





Ф 应 当 注意 ,在 准 粒子 能 量 e4 的 定义 中 ,系统 激发 能 级 是 带 负 号 的 与 此 相关 还 有 :这 些 准 粒子 
的 动量 p= -Po ,这 一 点 由 展开 式 (8.7) 的 相应 项 的 6 函数 8(p +P, ) 中 便 可 看 出 . 
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ВЕР ИЖ у В, БП (г, о) 的 完全 集合 展 成 如 下 形式 : 
4. (г) = У а, (то). (9.1) 


函数 р, (г, о) ЖЕ Яр, НЕЕ о 的 自由 粒子 的 自 旋 波 函 数 , 即 按 平面 
波 
фа (Г.в) = Уи, (о)е?`" (9.2) 

ЖАЛТ и, (о) ЖЖ ини, =1 归 一 化 了 的 自 旋 幅 ] ;这样 选取 的 函数 
与 系统 中 粒子 的 真实 相互 作用 无 关 . 

但 是 ,对 于 无 相互 作用 的 粒子 系统 ,也 可 以 把 海 森 伯 少 算 符 写 成 显 形式 . 在 
这 种 情况 下 ,由 薛 定 齐 绘 景 过 渡 到 海 森 伯 绘 景 ,可 归结 为 对 (9.1) 中 求 和 式 的 每 
一 项 引入 相应 的 时 间 因 子 : 


Ф (tr) = > абы (rs0 ) exp | -il 和 -ji (9.3) 


这 一 点 是 不 难 证 实 的 ,只 要 注意 到 海 森 伯 算 符 的 矩阵 元 对 ГЕН ВЕНУ 
包含 因子 exp[ - КЕ, – Е;)1],1 Е,, Е, ЖЖ Е В СЕЗОНЕ 
况 下 ,就 是 哈密 顿 量 2' =Й о 的 本 征 值 )， 对 于 在 pa 态 中 粒子 数 减少 1 的 跃 
ДЕ, ВЕН Е, -Е, =р’/2т -人 ,因此 上 述 要 求 便 得 到 满足 . 

但 是 ,更 为 方便 的 不 是 按 定义 (7.10) 并 用 (9.3) 式 来 直接 计算 格林 函数 ,而 
是 首先 将 这 个 定义 归 之 与 其 等 价 的 微分 方程 . 为 此 ,将 函数 G(X -Х,) Мам 
商 ,此 时 要 考虑 该 函数 在 4 =i, 点 是 不 连续 的 . 实际 上 根据 定义 (7. 10) ,函数 的 
跃 变 

[Gg] = Go |. Со = 
= КУ, (ип) $ (ул) + (tr) $, (ал). 

或 由 于 (7.3) 式 @ 


[ба = -is8(m -7,). (9.4) 
在 求 微 商 时 ,由 于 存在 路 变 将 出 现 [ G6s]8(t, -已 ) 的 项 .所 以 
ТА 0 ) 、 


Go = -КТ 4: (Х,) > - 1888 (м г, )5(и-ь). (9.5) 


对 于 自 аа, МЕ р ЯН де 7 





ot 2m 
[对 照 (7.8) 式 ]. 将 这 个 微 商 代入 (9.5) 式 ,并 再 运用 定义 (7.10) ,我 们 便 得 到 





Ф 我 们 强调 一 下 ,这 个 上 唉 变 的 大 小 根本 与 粒子 的 相互 作用 无 关 ! 
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格林 函数 的 方程 : 


(i 人 tt) сер) =5(#)8(). (9.6) 


这 里 已 假定 С =5.C… ,而 CG 的 上 标 (0) 代 表 粒 子 之 间 不 存在 相互 作用 . 
现在 我 们 对 此 方程 进行 传 里 叶 变换 : 


(0-27 чи) co (wp) =1. 


由 此 确定 格林 函数 时 ,应 给 w 增加 一 个 无 限 小 的 虚 部 ,以 使 6 的 虚 部 具有 
正确 的 符号 [ 适应 于 (8.14) 式 ]: 


-1 
(0) -五 а 
С (фур) = [о +0 +10 sign о | . (9.7) 


这 个 表达 式 的 极点 是 在 w +и==(р) =p /2m 的 附近 ,其 根据 是 :在 理想 气体 中 ， 
准 粒 子 与 真实 粒子 是 一 致 的 理想 费 米 气 体 的 化 学 势 и = pf/2m. 对 于 弱 激发 
№ р 近似 于 ps ,因此 可 使 p /2m~p+ve(p 一 pe) (其 中 wv =рь/т) ,于 是 对 这 些 
态 可 将 格林 函数 重 写成 如 下 形式 : 
69 (о,р) = [ә -ve(p -pe) +10 . sign w]-:. (9.8) 
当 函 数 GCG" 参与 任何 积分 时 ,其 分 母 存 在 无 限 小 的 虚 部 只 当 接 近 极 点 [ 即 当 
w~vp(p -pr)] 时 才 重 要 . 在 这 个 意义 上 ,可 以 把 (9. 7) 式 中 的 sign о 换 成 
sign(p -pr) ,并 将 G6" 写成 如 下 形式 : 
С° (о,р) = [ә -р/2т+и +10 + sign(p~pe)] 7. (9.9) 
这 种 代 换 的 重要 性 在 于 在 (9.9) 式 中 6" 是 复 变 数 w 在 整个 平面 内 唯一 解析 的 
函数 ,并且 可 以 运用 解析 函数 论 方法 去 计算 积分 . 
这 样 ,为 了 计算 积分 (7.23) (粒子 按 动量 的 分 布 ) ,在 不 等 于 零 的 负 上 情况 
下 ,我 们 用 上 半 平 面 内 无 限 远 的 半圆 周 来 封闭 积分 路 线 (w 的 实 轴 ) (之 后 可 以 
№:=0). 积分 


i dw 
м) = | 
(р) 2т Л] о -р/2т+р +10 · sign(p -pr) 


现在 可 以 用 被 积 式 在 上 半 平 面 内 极点 的 留 数 来 决定 . 当 p >Pr 时 ,这 种 极点 就 不 
存在 了 ,因此 N(p) =0. 如 果 p <ps, 则 我 们 求 得 N(p) = 1 一 一 对 于 理想 费 米 气 
体 的 基态 ,本 应 是 这 样 . 


$0 费 米 液体 粒子 按 动量 的 分 布 


关于 费 米 液体 的 格林 函数 ,当然 不 能 像 对 费 米 气体 所 做 的 那样 算出 一 般 形 
式 来 . 但 是 ,在 $1 中 已 断定 费 米 液体 具有 所 描写 的 能 谱 类 型 ,表明 费 米 液体 的 
格林 函数 在 
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w=e(p) -人 Or(P 一 Pr)， DE =рр/т" (10.1) 
附近 有 极点 . 换言之 ,可 以 把 它 表 为 下 列 形 式 : 
c(o,p) = 2 +g(wp), (10.2) 





WwW-—VF(p-Ppr) +10 · signw 
式 中 g(o:,P) 为 (10.1) 式 那 一 点 的 有 限 函 数 . 对 (8. 17) 式 已 指出 ,系数 Z( 函数 
G 在 极点 的 留 数 ) 是 正 值 . 

由 表达 式 (10.2) ,能 够 得 出 关于 液体 粒子 (不 是 准 粒 子 !) 按 动量 分 布 性 质 
的 有 趣 的 结论 . 这 就 是 我 们 沿 费 米 球面 的 两 侧 算 出 分 布 函数 (р) (ЗЕ, 
只 与 p 的 绝对 值 有 关 ) 的 数值 之 差 , 即 求 出 当 g = +0 时 差 数 

N(pr – 4) - МР, +4) 
的 极限 值 . 

ТЖ Nl(p) 可 以 通过 格林 函数 用 
(7.23) 式 的 积分 表达 出 来 (图 1). 由 于 函数 
8g(w,p) 是 有 限 的 ,可 以 预见 它 的 积分 之 差 当 
9 一 0 时 将 趋 于 零 . 因此 ,只 研究 (10.2) 式 中 各 
极点 项 积分 之 差 也 就 是 够 了 . 由 于 在 积分 时 分 
母 中 i 项 只 在 极点 附近 才 是 重要 的 ,所 以 $9 
中 已 指出 ,可 将 sign о 换 写成 sign(p -рь). 于 


N(p) 
1 








| 1 
是 我 们 有 
р 7 А 2 dw 
N(ps -49) — N( ps +9) = З ею 72523055 


《由 于 此 两 项 差 的 积分 是 收敛 的 ,所 以 += -0 的 因子 e МИАН). 
现在 用 无 限 远 的 半圆 周 (随便 哪个 半 平 面 内 的 半圆 周 ) 来 封闭 积分 路 线 ,我 们 求 
得 整个 积分 等 于 Z 并 与 g 无关. 因此 有 
N(ps -0) _N(ps +0) =2 (10.3) 
ГА. Б. Мигдал 1957 ]. 
上 面 我 们 已 经 指出 ,Z >0. 由 于 Nl(p)<1, 所 以 根据 (10.3) 式 可 得 
0<й=1 (10.4) 
(并且 仅 在 理想 气体 的 极限 情况 下 才能 达到 2Z =1 的 值 ). 
因此 ,了 =0 时 费 米 液体 中 粒子 按 动 量 的 分 布 ,如 在 气体 中 的 情况 一 样 在 费 
米 球面 处 有 跃 变 ,并 且 从 球 内 向 球 外 方向 减 小 . 但 是 ,与 气体 情况 不 同 的 是 , 牙 
变 的 值 是 小 于 上 的 ,甚至 当 忆 >Pr 时 ,函数 N(p) 仍 不 等 于 零 , 如 图 1 中 的 实 线 曲 
线 所 示 ( 虚线 相应 于 气体 ). 


8$11 由 格林 函数 计算 热力 学 量 
知道 了 系统 的 格林 函数 ,就 足以 描写 它 的 热力 学 性 质 . 当 了 =0 时 ,这 些 性 
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质 可 以 用 系统 的 能 量 ( 与 基态 能 量 ЕИН) 与 密度 МУ 的 关系 表达 出 来 . 
解 方程 (8.16) 之 后 便 确 定 了 准 粒子 的 色散 律 e(p) ,这 种 关系 可 以 利用 
等 式 
=(рь) = 从 (11.1) 
求 出 . 由 于 ps 与 W 的 关系 是 已 知 的 ,根据 (1.1)， 
рь = (Зп?) “(М/Т)”, (11.2) 
等 式 (11.1) 决 定 了 函数 w(NT)[ 尽 管 这 是 隐 范 数 形式 ,因为 一 般 说 来 色散 律 
=(р и]. МТ=0( НА 5 =0) н, Е и = (6986/9N)y; 将 上 述 等 式 
取 积 分 ,我 们 可 得 待 求 的 能 量 
в, = p(T)an (11.3) 


(4 М =0 НФ, АЖЕ, =0). 
描写 了 =0 时 热力 学 性 质 的 另 一 种 方法 是 计算 热力 学 势 2. 根据 普遍 的 定 
义 ( 见 第 五 卷 8 24) ЖА О=Е- Т5 -UV= -Py, 它 的 微分 d2= – ЅаТ – 
Ndp; 当 T=0 时 ,也 有 S=0, 于 是 这 两 个 表达 式 归结 为 
0 =Е- им, (11.4) 
40 = – Мам. (11.5) 
我 们 记得 ,依据 热力 学 势 0 的 意义 , 它 描 写 体 积 了 为 常数 时 系统 的 性 质 . 
通过 格林 函数 表示 ЮО 的 一 种 简易 方法 ,是 运用 МУ 与 6 的 (7.24) 式 关系 . 
将 (7.24) 式 的 NN 代入 (11.5) 式 ,并 对 du 进行 积分 ( 当 了 = 常数 时 ) ,因为 当 j = 
0 时 仍 有 =0 ,我们 得 到 
(и) = | ди, • lim | уе 





. (11.6) 
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相互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 ,当然 不 能 以 一 般 的 形式 计算 出 来 . 但 是 有 
一 种 数学 方法 (类 似 于 量子 场 论 中 的 图 技术 ) 可 以 按 粒 子 相互 作用 能 的 寡 级 数 
形式 将 它 算出 来 . 并 且 级 数 的 每 一 项 都 通过 自由 粒子 系统 的 格林 函数 和 相互 作 
用 算 符 表达 出 来 . 

除了 算 符 的 海 森 伯 绘 景 之 外 ,我 们 还 引入 另 一 种 绘 景 ,在 这 种 绘 景 里 算 符 与 
时 间 的 关系 不 决定 于 系统 的 真实 哈密 顿 量 

Я’ = Н += Н ў + 
(站 是 相互 作用 算 符 ) ,而 决定 于 自由 粒子 的 哈密 顿 量 И’, 
$, (#,г) = ехр( іЙ" гург) ехр( 17%). (12.1) 
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我 们 将 用 下 标 0 来 标记 该 绘 景 ( 即 所 谓 相互 作用 绘 景 ) 中 的 算 符 和 波 函 数 , 以 示 
区 别 . 如 将 格林 函数 通过 算 符 儿 (代替 海 森 伯 算 符 7) 表达 出 来 ,我们 便 做 到 了 
用 GC' 入 表达 6 这 一 目的 的 第 一 步 . | 
在 这 一 节 里 ,我 们 用 记号 ФК“ Е ЗН” НИ АЖ С 91 
于 坐标 波 函 数 史 或 少 ) ;二 次 量子 化 算 符 就 作用 在 这 些 波 函数 上 . Зо 
绘 景 中 的 波 函 数 , 它 与 时 间 的 关系 决定 于 波动 方程 
190 = (B® +) о. (12.2) 


在 海 森 伯 绘 景 中 ,所 有 时 间 关 系 都 转 到 算 符 上 ,而 系统 的 波 函 数 则 与 时 间 无 关 : 
多 = 常数 . 在 相互 作用 绘 景 中 , 波 函 数 ,依赖 于 时 间 , 但 这 种 依赖 关系 只 与 系统 
中 粒子 的 相互 作用 有 关 ,并 决定 于 方程 


i Bt) =7,(0Ф, (0) (12.3) 


式 中 
Ӯ, = ехр( 1" +) Ўехр( -18'%% 1). (12.4) 
它 是 这 个 绘 景 中 的 相互 作用 算 符 [ 简单 地 把 宣 换 成 ЧИ ЕЕ (7. 6 一 7.7) 形 式 的 
算 符 过 渡 到 这 个 绘 景 中 ]. 注意 ,只 要 根据 (12. 1) 式 变换 算 符 , 即 相 应 于 按照 
Ф, =exp( iH'™ 14) 9, (12.5) 
变换 波 函 数 ( 见 第 三 卷 12) , 便 不 难得 到 方程 (12.3). [考虑 到 (12.2) 式 ,并 对 
上 式 取 微 商 则 得 方程 (12.3) 中 ]. 
基于 方程 (12. 3) , 函数 Ф (i) 在 两 个 无 限 接 近 时 刻 的 值 由 下 列 等 式 相 
联系 : 
Go(t+8i) =[1-18 - Ӯ, (#)]Ф,(#) =exp{ -ii 7, (1) }Ф, (0). 
相应 地 , Фо ЛЕНЕ -— ВР е ВН Ар ДЭВ Е ЖЕ (1, < 的 值 表达 成 
Ф,(1) =5(1,4)Ф, (в), (12.6) 
式 中 S(1,10) = [| exp{ - іг + Ӯ, (в) }. (12.7) 
并 且 ,此 乘积 中 诸 因 子 显然 是 按时 间 上 增长 的 次 序 从 右 向 左 排 列 的 ;对 与 和 上 之 
间 一 切 无 限 小 区 间 ёг 的 乘积 是 有 极限 的 . 如 果 V,(i) 是 普通 的 函数 , 则 这 个 极 
限 将 简单 地 归结 为 





Ф 方程 (12.3) 与 第 四 卷 的 方程 (73.5) 是 相同 的 ,在 下 面 求解 方程 的 过 程 中 还 将 重复 第 四 卷 $73 
的 叙述 . 
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ехр] 一 | V(t) di}. 
但 这 种 归结 要 根据 不 同时 刻 因子 的 可 对 易 性 ,后 者 指 的 是 :由 (12.7) 式 中 的 乘 
积 过 渡 到 指数 中 的 求 和 . 对 于 算 符 V(1) , 则 没有 这 种 对 易 性 ,因而 不 可 能 归结 
为 通常 的 积分 ,代替 积分 式 可 以 把 (12.7) 式 写成 符号 形式 : 
$1,10) = Texp{ - У Ў, (0) а. (12.8) 
这 里 7 是 与 (12.7) 式 相同 顺序 中 因子 的 编 时 排列 符号 , 即 由 右 向 左 表示 时 间 增 
长 的 顺序 . 
算 符 $ 是 么 正 的 (S$-! =8* ) ,并 具有 明显 的 性 质 : 
8(2,,2,) (2,2) =8(0,,2,), 
(в) (вв) =5 (вв). (12.9) 
为 了 简化 以 下 的 讨论 ,我 们 作 一 个 纯 形式 上 的 假定 (不 反映 在 最 后 结果 
中 ) , 即 相 互 作用 У, (1) М += - о 到 有 限 的 时 间 温 浙 地 “引入 ”, 并 在 1 = 
+ 时 又 浸 渐 地 “除去 "这样, 当 1 - о 到 引入 相互 作用 之 前 , 波 函 数 @,(1) 
与 海 森 伯 波 函 数 @ 是 一 致 的 . (12.6) 9,41, = -o ,可 得 
Ф,(1) =5(1, -®)Ф. (12.10) 
因此 ,建立 了 两 个 绘 景 波 函 数 之 间 的 关系 ,我 们 也 就 确定 了 算 符 的 变换 规律 ,其 
中 包括 光 算 符 的 变换 规律 : 
5 (1-ю) $81, – о). (12.11) 
由 于 $ 的 么 正 性 ,所 以 算 符 客 * 也 按 同 样 规律 变换 . 
现在 我 们 把 格林 函数 用 相互 作用 绘 景 的 少 算 符 表达 出 来 @. нь, 
С.в(Х,,Х,) = - КУ, ) $ 0()) = 
= КУ, о), (H(t –о)97:(0,, -®)х 
хф (0) Sh, - %)). 
根据 (12.9) 式 ,我 们 有 
Sb = е) (hb -®) =8(0,,0,) $b, -oo)= 
=5(,ь), 
Я, а) = (и, -%)8 (ә ‚6 )8(® 6) = 
= 570%, - о )( ә ,1,). 





QD 这 个 推导 重复 了 第 四 卷 $103 中 的 讨论 . 


42 - 第 二 章 7=0 时 费 米 系统 的 格林 函数 





将 它们 代入 前 一 个 表达 式 , 则 得 
С. (Х, ,Х,) = -So о) (ә) Dn) Sh) Bs (ts, -®)) 
把 算 符 5 理解 为 (12.7) 式 的 乘积 时 ,我 们 看 到 ,平均 值 表 达 式 中 从 第 二 个 因子 
起 的 所 有 因子 都 是 按 由 上 = -到 := o 的 编 时 顺序 从 右 向 左 排列 的 ， 因 此 可 以 

写成 
Св(Х,,Х,) = і Тр, (0) (0) 8]). (12.12) 
式 中 的 记号 
$= 8%,-%)= Texp{-if Ў, (04). (12.13) 
当 王 < 妃 时 ,计算 方法 与 上 述 算法 的 区 别 只 在 于 记 叶 的 不 同 , (12. 12— 
12. 13 ) 式 的 最 后 结果 ,对 任意 的 4, 都 是 正确 的 . 
以 上 所 作 的 变换 与 系统 在 什么 状态 上 进行 平均 是 无 关 的 . 但 是 ,如 果 对 基 
态 进行 平均 [如 (12. 12)] ,变换 还 可 以 继续 推广 对 此 我 们 指出 , 浸 渐 引入 或 浸 
渐 除去 相互 作用 ,如 同 任何 浸 浙 微 扰 一 样 都 不 能 引起 量子 系统 发 生 能 量 改变 的 
跃迁 ( 见 第 三 卷 $41)， 因此 ,处 于 非 简 并 态 ( 基 态 也 是 这 样 的 态 ) 的 系统 ,仍旧 
留 在 原来 状态 .换言之 , 算 符 5 作用 在 波 函 数 @ = B,( - w ) 上 ,归结 为 对 下 乘 
以 (对 状态 无 关 紧 要 的 ) 一 个 相 因 子 一 一 算 符 在 基态 的 平均 值 :$8 = (5) Ф. 
恰好 BB"S-' =《S)@B' 也 是 如 此 . 这 样 ,我 们 最 终 得 到 了 通过 相互 作用 绘 景 的 算 
符 所 表达 的 如 下 格林 函数 公式 @: 


бОка) TL СХ Bd]). (12.14) 
5 


按 这 个 绘 景 的 意义 ,(12. 14) 式 是 对 自由 粒子 系统 的 基态 进行 平均 的 . 事实 


上 , 算 符 儿 的 性 质 与 无 相互 作用 时 海 森 伯 算 符 雍 的 性 质 相同 ， 而 海 森 伯 波 函数 
$ 与 时 间 无 关 , 因 此 它 与 1= - о (这 时 不 存在 相互 作用 ) 时 的 自身 值 相 合 ， 所 
以 ,例如 


(TEX) (Xs)) =iG (Х,,Х,) (12.15) 
就 是 无 相互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 . 
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(12.14) 型 的 符号 表达 式 的 意义 ,在 于 有 可 能 容易 写 出 按 玉 的 短 展 开 的 数 








Ф 应当 指出 ,(12.14) 式 中 关于 符号 有 一 个 约定 :虽然 符号 了 在 公式 中 出 现 两 次 (一 是 以 显 形式 ,二 
是 包含 在 $ 的 定义 中 ) ,但 实际 上 乘积 中 所 有 因子 都 应 按 统一 的 编 时 顺序 排列 . 
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列 之 各 项 .例如 
(Тф (ХЭ (Х7)8) = 
= 
(13.1) 
而 4$y 的 表达 式 不 同 于 上 式 的 地 方 , 仅 在 于 了 乘积 记号 后 没有 因子 9,9. 我 
们 已 经 指出 过 ,相互 作用 绘 景 中 的 算 符 负 ( 世 是 将 (7.7) 式 中 所 有 的 它 换 成 它 
而 得 出 的 . 因此 ,计算 (13. 1) 展开 式 数列 的 各 个 项 ,归结 为 计算 自由 粒子 不 同 数 
量 的 少 算 符 的 了 乘积 对 基态 的 平均 值 . 
这 些 计 算 ,在 很 大 程度 上 是 借助 图 技术 规则 而 自动 进行 的 ,不 过 这 些 规则 与 
被 研究 的 物理 系统 的 性 质 有 重要 关系 . 这 一 节 所 叙述 的 图 技术 是 关于 非 超 流 费 
米 系统 的 . 其 中 假定 相互 作用 是 粒子 成 对 式 的 ,并 与 自 旋 无 关 . 相应 的 相互 作 
用 算 符 为 : 
$ (#) = б от) б т) уф (г) о (вт, ) dx dy. 
(13.2) 
式 中 U(r, - г, ) ОВНА Е НЕ [ВАН ТЖ О В ЕЖА (2) ]. 
借助 维 克 定 理 可 以 算出 少 算 符 乘积 的 平均 值 , 该 定理 的 内 容 是 中 
任意 数目 成 对 算 符 У В 客 * 乘 积 的 平均 值 ,等 于 这 些 算 符 一 切 可 能 的 成 对 
平均 值 ( 收 缩 ) 乘 积 之 和 . 每 一 对 算 符 的 先后 次 序 与 原始 乘积 中 的 一 致 ， 求 和 式 
中 每 一 项 的 符号 决定 于 因子 ( - 1)”, 这 里 P 是 算 符 的 置换 次 数 ,进行 这 些 置 换 
是 使 所 有 被 平均 的 算 符 都 并 排 在 邻接 的 位 置 上 . 
只 有 包含 一 个 算 符 鲍 和 一 个 算 符 富 * 的 收缩 才 不 为 零 ,因为 在 对 角 和 矩阵 元 
中 ,一 切 被 算 符 史 消 灭 的 粒子 应 重新 被 算 符 它 * 产生 . 由 此 可 见 ,在 一 些 y 算 符 
的 乘积 中 如 果 只 包含 相同 数目 的 算 符 ФФ" ,该 乘积 的 平均 值 才 能 不 等 于 零 . 
将 维 克 定 理应 用 于 7 了 乘积 的 平均 值 , 则 该 平均 值 就 能 通过 成 对 的 7 乘积 的 
平均 值 [根据 (12.15) 式 , 即 通 过 自由 粒子 格林 函数 ] 表 达 出 来 . 下 面 计算 相互 
作用 粒子 系统 格林 函数 的 一 级 修正 . | 
我 们 预先 指出 ,按照 维 克 定理 将 公式 (12. 14) 分 子 中 的 表达 式 展开 时 ,例如 
会 出 现 如 下 形式 的 一 些 项 : 
(ТЧ (ХФ ( Xs) (4) =iC (Х,,Х,) (8) (13.3) 





Ф 为 了 不 中 断 叙述 ,我们 把 这 个 定理 的 证 明 放 在 本 节 之 末 . 
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在 这 些 项 中 ,一 对 (相对 于 3) 的 “外 部 ”yw 算 符 之 间 是 收缩 的 ,而 (35) 的 表达 式 
《 它 的 展开 式 的 每 一 项 中 ) 只 含 “ 内 部 ” 算 符 之 间 的 收缩 . 因子 ($) 可 被 (12. 14) 
式 中 的 分 母 完 全 约 去 ,因此 所 有 这 些 项 简便 地 给 出 了 “无 微 扰 的 ”格林 函数 
іс. 


在 (13.1) 式 中 保留 展开 式 的 前 两 项 ,将 (13.2) 式 代入 并 变换 变量 ,我 们 得 


到 
168(Х,,Х,) =16 +16. 

式 中 

16% = -F(T ( Х,) Bol Xs) х 

х | 44° В (вгу) Bi Cir ) О т.) Bs (вом) Ф, (1,7,)). 

为 了 把 公式 写 得 更 紧凑 一 些 ,我 们 引入 记 叶 

ИХ, -Х,) = U(r -r,)86(t -t,), (13.4) 
于 是 了 了 
iG = -六 | ТЯ Вода Xd 


式 中 аХ = 45. 
为 了 按照 维 克 定 理 求 平均 ,我们 分 别 写 出 算 符 ,并 画 出 所 有 需要 收缩 的 方式 ; 


一 一 ”一 一 一 一 一 一 
(PY Ру Ч: Р.Р, Р.Ф, Vy Wy аре ар, РРР: ар, Ч, + 
—— М 


+ + + + + 
+ VY И Ч VD + WY; р рар у. 
—— — Ш 





НЕЕ, РР 收缩 的 各 项 已 被 略 去 . 成 对 收缩 的 (用 弧 线 联结 
的 ) 算 符 应 置换 到 彼此 邻接 的 位 置 ， 例如 ,所 写 出 的 第 一 项 表示 下 列 乘积 ; 
(TP, Bi (тру, (TP ,), 
而 最 后 一 项 表示 
- (Тф) (TY р) (TY Y,). 
不 同宗 量 у 算 符 的 收缩 ,可 根据 下 列 式 子 代 换 : 





Ф 此 后 ,为 了 简化 特别 烦琐 的 表达 式 的 书写 ,我 们 约定 略 去 名 的 下 标 , 而 用 数字 下 标 1,2,… ,来 标 
记 宗 量 数值 和 和 自 旋 下 标的 总 体 : 
=X ), Ф, = 9,0), 
G1 = C0 (X1,X,), Ш = U(X -Х,), 
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Vy =(T,;) = iC? ， ГА У, = - ic2 ,等 等 . 
相同 宗 量 yw 算 符 的 收缩 , 乃 是 理想 气体 中 粒子 数 的 空间 密度 (用 n'" 标 
记 ) ,该 密度 可 理解 为 化 学 势 的 函数 中 


(=n (и) = т, (13.5) 
Зт 


所 以 可 得 
160 = 二 de -CY -GP emo + 
п С С +10909609600 ], 
这 四 项 两 两 相等 ,它们 的 区 别 仅 在 于 积分 变量 х, ХЕБА. 因 之 因子 
1/2 消失 ,所 以 格林 函数 的 一 级 修正 只 包含 两 项 : 


і = [Отсо -GW GW GI dX dX,. (13.6) 
借助 如 下 的 费 曼 图 可 以 用 图 解法 方便 地 表示 出 这 些 项 的 结构 ; 
入 
і 22-5 (13.7) 
тг у 


在 这 些 图 中 , 实 线 4+2 ЩИ АР, ( 即 函 数 ic2) ) ЛЕЕ ХМ Х, 0 
号 码 ,收缩 的 算 符 与 这 些 变量 有 关 ,而 箭头 的 方向 与 收缩 中 从 多 * 到 它 的 方向 一 


致 .依赖 于 相同 变量 的 两 个 算 符 的 收缩 更 + 更 ( 即 粒子 数 密度 no) ) ,相应 地 用 
“自身 封闭 的 " 实 线圈 图 表示 . 虚线 3 --- 4 表示 因子 0. 图形 的 各 内 点 ( 线 的 
交点 ) ,是 指 按 它们 标记 的 所 有 变量 取 积分 . 图形“ 外 端点 "标记 的 变量 (X 和 
X, ) 仍 是 自由 的 . 

例如 ,由 (13.3) 式 得 出 的 各 一 级 项 ,将 用 被 分 解 为 两 个 独立 部 分 一 一 直线 
ВС ) 和 实 线 封闭 圈 图 表示 : 





仔细 考虑 算 符 的 收缩 方式 和 相应 的 图 形 结构 ,就 能 了 解 普遍 规则 的 来 历 , 因 为 在 
微 扰 论 的 一 切 级 中 ,(12. 14) 式 中 因子 45) 的 作用 归结 为 :只 需 考虑 有 了 两 个 外 
线 的 “相连 ”图形 ,这 些 图 形 不 包含 “不 相连 的 "无 外 线 的 圈 图 . 后 者 与 图 形 的 其 





Ф 这 些 收缩 总 是 出 自 于 同一 个 相互 作用 算 符 耻 中 的 消 算 符 . 因此 ,在 这 些 项 中 ВЕНЕ ФИ 
左边 . 
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它 部 分 均 不 相连 ( 既 无 实 线 相连 也 无 虚线 相连 ) (对 照 量子 电动 力学 中 类 似 的 情 
况 一 第 四 卷 $100). | 

在 (13. 6) 式 中 消去 系数 1/2 反映 了 一 个 通则 :无 须 考虑 出 现在 (13. 1) 展开 
式 中 各 n 级 项 的 因子 1/n1, 也 无 须 考虑 来 自 (13.2) 式 中 系数 1/2 的 因子 2 
的 确 ,n 级 图 形 每 个 都 包含 着 条 虚线 i---k. 消去 因子 1/n! 是 由 于 到 加 了 不 
同 的 项 ,这 些 项 是 沿 所 有 ”条 虚线 置换 一 对 指标 i,k 而 得 到 的 . 消去 因子 2-" 是 
由 于 在 每 一 条 线 两 端点 之 间 都 有 i,k 的 置换 ， 

现在 我 们 来 说 明 在 动量 表象 (不 是 坐标 表象 ) 中 计算 格林 函数 时 既定 的 图 
技术 规则 ,这 在 物理 学 最 为 有 用 . 

借助 侍 里 叶 展开 式 (7.21 一 7.22) 可 以 实现 向 动量 表象 的 过 渡 , 我 们 将 展开 
式 写成 “4 维 "形式 中 

-iPX аР 
600 = | Ре 

式 中 “4 维 动量 "P=(w,p) ,PX =ог-р т. 用 类 似 的 方法 同样 可 以 把 相互 作用 
势 展开 成 : 





С(Р) = | сооежах, (13.8) 


= = 620090. 
000) =5(0)0(0) = | Фе (13.9) 
其 中 8 = (go,9) ;而 且 U(Q) 与 三 维 展开 式 的 分 量 一 致 : 
0(0)=0(а) = [оета (13.10) 


由 于 О(г) Е, ВА 0( - 4) =U(g). 
我 们 对 一 级 修正 Со = G(X -XX,) 进 行 这 种 展开 ， 为 此 ,给 等 式 (13.6) 
乘 以 exp[LiP(X, -Х,) ] 并 将 该 式 对 d (Х, -Х,) 4. 
在 第 一 项 内 写 出 
еі?) 
变换 积分 变量 ,于 是 得 到 
in® со (х, -Х, er d(H -Х,) х 


= ойр) РОЗ) 


х 6 -Х, ) в” 3-2 ах, -Х,) [ось -х.)4*(Х, -Х,). 


УВ 
前 两 个 积分 给 出 Co" (Р) GJ (Р) ,第 三 积分 等 于 0(0) = | U(r) dx, 即 U(g) 在 


4 =0 的 值 . 
采用 类 似 的 方法 ,在 第 二 项 内 写 出 





中 ”为 了 氢 述 和 表达 的 方便 ,我 们 利用 了 4 维 的 术语 ,再 强调 一 次 ,这 里 它 与 相对 论 不 变性 无 任何 关 
系 ! 
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еі) РОХ - №3) РОЗ - Ха) iP(X4 Ха), 


转 为 对 Хх, — Х, ‚Х, _д, ‚Х, -已 的 积分 之 后 ,可 得 
– 69 (Р) ез ооох) dX - 69 (Р). 
其 余 的 积分 ,利用 两 个 函数 乘积 的 傅 里 叶 分 量 公式 ,通过 函数 Со 和 ИАН 
叶 分 量 表达 出 来 号 : 





б) в) стах = АР) (Р-Р, ое у (13.1) 
因此 ,对 于 动量 表象 中 格林 函数 的 一 级 修正 ,我 们 最 后 求 得 ; 
16’ СР) =т (0) С (Р)С (Р) - 
аР, 
- с (Р) СО? (Р,) GH (Р) (р р) ст) (13.12) 


(13.12) 式 中 右 方 每 一 项 都 对 应 于 确定 的 费 曼 图 , 则 表达 式 (13.12) 可 写成 
如 下 形式 : 


І Р-Р; 
| /~、 13. 13 
СФ (Р) = += - м ( ) 
(a) (b) 
各 线 的 交点 称 作 图 形 的 顶点 . 每 个 图 形 都 有 2n 个 顶点 ,此 处 n 为 微 扰 论 的 


级 .在 每 个 顶点 上 都 汇聚 两 条 实 线 和 一 条 虚线 每 条 实 线 在 箭头 指示 的 方向 上 
描述 “4 维 动量 "已 (并 且 , 沿 诸 实 线 的 每 一 连续 序列 ,箭头 的 方向 不 变 ). 每 条 虚 
线 是 用 来 标记 4 维 动量 О 的, 而且 对 于 这 些 线 , 箭 头 可 以 约定 取 任 何 ( 任 意 ) 方 
向 多 . 在 图 形 的 顶点 上 满足 “4 维 动量 守恒 定律 ” :顶点 的 人 射线 的 4 维 动量 之 和 等 
于 出 射线 的 4 维 动量 之 和 . 顶点 也 标 出 确定 的 自 旋 下 标 а. 每 个 图 形 都 有 两 条 外 





Ф 为 了 证 明 这 个 公式 ,需要 将 依 里 叶 展 开 形式 的 隐 数 A(X) 和 g(X) 代 入 该 公式 的 左边 : 
d4Pd4P， 
(2т)* “ 





оо воде? ах = ур, ) аР) ет х 
按 下 列 公 式 对 幅 式 求 积分 : 
Гета = (2т)*8® (Р), 
其 中 “4 维 ”8(9 函数 定义 为 “4 - 矢量 "P 各 分 量 的 $ 函数 之 积 ， 出 现 的 因子 50 (Р-Р, -Р,) ХР, 
的 积分 消 掉 , 于 是 我 们 得 出 了 (13. 11) 式 的 右边 部 分 . 


© 4 维和 拓 量 0Q=(go,9) 的 时间” 分 量 ,一 般 说 来 不 等 于 零 ,但 函数 U(Q) 根 据 定义 (13.10) 与 go 是 
无 关 的 ,虚线 方向 的 约定 ,与 侦 函 数 VU( - 0) = U(Q) 有 关 . 
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线 ( 人 射线 和 出 射线 ) ,外 线 的 4 维 动量 是 待 求 的 格林 函数 Gs(P) 的 宗 量 ;出 射 和 
入 射 的 外 线 同 时 也 标记 该 函数 的 自 旋 下 标 a 和 6. 图 形 其 余 的 线 称 作 内 线 . 

相应 于 每 个 图 形 的 各 项 ,其 解析 表述 法 可 按 下 列 规则 进行 : 

1) 顶点 a 和 有 B 之 间 的 每 条 实 线 对 应 于 因子 С (Р) ,每 条 虚线 对 应 于 因子 
-10(0). 具有 一 个 项 点 的 封闭 圈 图 相当 于 因子 na (и). 

2) 在 每 个 顶点 上 满足 4 维 动量 守恒 定律 . 将 内 线 中 其 余 不 确定 的 4 维 动 
量 对 dd P/(2m) 进行 积分 . 在 每 个 顶点 上 对 一 对 自 旋 晤 下 标 ( 从 相 邻 接 的 6 
因子 中 各 取 一 个 ) 进行 求 和 . 

3) ic 图 的 公共 因子 等 于 ( -1)“, 这 里 工 是 图 形 中 含有 多 于 一 个 顶点 的 实 
线 封闭 圈 图 的 数目 . 

最 后 一 个 规则 的 来 由 如 下 所 述 . 顶点 数 丰 > ! 的 封闭 圈 图 ,来源 于 如 下 形式 
的 少 算 符 的 收缩 ; 

~ 
Vi VY р, оре ар, 

这 里 所 有 收缩 分 别 等 于 1С), ,iG,_14, 而 最 后 一 个 收缩 等 于 -iG6!*， 至 于 一 


个 顶点 的 圈 图 ,它们 的 正确 符号 在 按 规则 1) 引 和 n" 时 已 考虑 到 了 . 
作为 实例 ,我 们 汇总 画 出 确定 格林 函数 二 级 修正 的 图 形 : 


-一 一 ~、 
一 一 一 一 ~ ~ 一 一 УМ 
и 、 2 一 一 ~ ~ 

7 ~ 、 








Р ГА \ 一 Р A и. 
(а) (b) 
>> О У 
1 i 1 
(©) (а) (е) 


О (13.14) 





« 1 « “ = т 2-7 
(Р) (8) (а) 
0 0 
1 1 
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最 后 ,我 们 再 来 讨论 维 克 定 理 , 并 给 出 它 适 于 “宏观 极限 ”"( 即 当 系 统 密度 一 
定时 Уо ,或 当 系 统 密度 一 定时 М оо ) 的 证 明 , 这 在 统计 物理 学 的 应 用 上 恰 
恰 是 重要 的 . 

例如 ,我们 研究 下 列 形式 的 四 个 少 算 符 乘积 的 平均 值 : 


> > РОД 1 A 和信 人 + 人 入 + 
《Wo Yo, Po Yo) у 2, (4,0,4, а, ) ехр( 59) (13. 15) 


[#1 у ЯА (9.3) 的 形式 ;我 们 没 写 出 显然 的 但 又 烦琐 的 指数 函数 标记 ] 
在 这 个 求 和 式 中 ,只 有 含 动量 值 相 同 且 数目 相同 的 算 符 6, 和 а, 的 项 才 不 为 零 . 
其 中 有 些 项 ,动量 成 对 地 相等 ,如 已 =ps 和 p, =p;. 这 些 项 相应 于 成 对 的 收缩 : 


~ 


Do Bo, Vos Pou 
Ма 
并 以 如 下 形状 的 求 和 式 来 表达 : 
ях (а, а, ) (8,01, )ехр( --*) 


在 极限 У о 时 ,对 p, 和 p, 的 求 和 可 代 之 以 对 УЧ? р, dpy(2m)5 的 积分 ,这 时 消 
去 了 体积 了 ,而 使 表达 式 仍 保持 有 限 . 在 (13.15) 的 求 和 式 中 ,p, =p, =р, =p, 的 
各 项 也 不 为 零 ; 这 些 项 构成 了 下 列 形式 之 和 : 


加 之 《200 д а, }ехр( .--) 


НЕ, КТАР ИР Я ЧЧ 1/V, 于 是 在 极限 У о 时 表达 式 变 
成 零 . 

显然 ,这 个 结果 具有 普遍 性 :在 极限 У оо 时 , 消 算 符 乘积 的 平均 中 只 有 成 
对 收缩 的 结果 才 不 变 为 零 . 

我 们 指出 ,在 上 述 证 明 中 实际 上 并 没有 真正 对 基态 进行 平均 ,因此 这 个 证 明 
在 对 系统 的 任何 量子 态 求 平均 时 仍 是 正确 的 9. 


$14 АВЕ 


上 一 节 表 述 的 图 技术 规则 具有 重要 性 质 :图 中 的 公共 系数 与 图 的 级 无 关 . 
由 于 这 个 性 质 ,图 中 每 个 “图 元 素 " 都 具有 确定 的 解析 意义 ,而 与 其 出 现在 什么 
样 的 图 中 无 关 , 因 此 图 元 素 可 以 预先 独立 地 计算 出 来 . 并 且 可 以 预先 计算 出 某 





Ф 但 是 ,如 果 对 基态 求 平均 , 则 维 克 定理 就 不 限于 在 宏观 极限 时 成 立 在 统计 学 中 相应 的 定理 的 证 
明 与 量子 电动 力学 中 (第 四 卷 $78) 的 证 明 是 一 致 的 . 它们 之 间 唯 一 的 区 别 是 基态 不 同 : 在 真空 中 没有 粒 


子 , 而 在 理想 气体 中 粒子 占 满 半径 为 Pr 的 费 米 球 , 对 于 p>pi 的 粒子 的 产生 和 尖 没 算 符 4 ,2 来 说 ,这 
种 区 别 根本 无 关 紧 要 ,因此 可 以 将 证 明 逐 字 地 移 置 到 这 里 . 对 于 p < ps 粒子 的 算 符 ,需要 事先 变换 标记 : 


25 =, 2, = 好 ,也 就 是 说 由 粒子 变 为 空 穴 , 而 处 于 基态 的 空 穴 在 费 米 球 内 是 不 存在 的 . 
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些 具有 一 定数 量 端点 的 图 元 素 之 和 ,然后 再 把 这 个 “单元 "组 装 人 更 复杂 的 图 
中 . 这 是 图 技术 最 重要 的 优点 之 一 . 
有 一 种 “单元 ”, 它 也 有 重要 的 独立 意义 , 即 所谓 的 自 能 函数 中 为 了 得 出 这 
个 概念 ,现在 来 分 析 一 下 格林 函数 图 中 一 切 不 能 靠 切断 一 条 实 联 线 而 分 为 两 部 
分 的 图 形 . 例如 ,一 级 微 扰 论 的 两 个 图 形 (13. 13) 和 二 级 微 扰 论 的 图 形 
(13.14a 一 e) 都 属于 这 种 图 形 . 所 有 这 些 图 形 都 有 同样 的 构造 :每 个 端点 有 一 个 
因子 i6%% ,还 有 一 个 称 作 自 能 函数 的 内 部 部 件 (P 的 函数 ). 所 有 可 能 的 内 部 部 
件 之 和 , 称 作 精确 的 或 完全 的 自 能 函数 ,又 称 质 量 算 符 ; 我 们 以 - i3p(P) 表 
ж. 
自 能 函数 的 全 部 图 形 对 格林 函数 的 贡献 等 于 
iCe (Р)[ -izo(P)]ice (Р) =16° (Р)У(Р)6®(Р)б„. (14.1) 
式 中 除 бе = C "6 之 外 ,同样 也 可 写 出 
Х,„(Р) =6.,Х(Р). (14.2) 
完全 格林 函数 (图 中 以 粗 实 线 表 示 ) 由 下 列 无 穷 级 数 之 和 给 出 : 
< 一 -一 一 :一 OO- 一 + (14.3) 
图 中 小 圆 表示 精确 的 自 能 函数 ( —15„„). 这 个 级 数 (从 第 三 项 起 ) 的 每 一 项 乃 是 
图 形 的 集合 ,这 些 图 形 还 能 截 成 彼此 间 曾 以 一 条 实 线 相连 的 两 个 、 三 个 等 等 
部 件 . 
如 果 从 级 数 (14. 3) 的 第 二 项 开始 将 各 项 中 的 一 个 小 圆 连同 其 右边 的 一 条 
Жа“ 切除 ”, 则 剩 下 的 级 数 重 新 与 整个 级 数 相等 这 就 是 说 : 





一 = 一 一 + 一 他- 一 (14.4) 
将 这 个 等 式 写成 解析 形式 ,如 : 
C=CGOA+CGYG0 ， (14.5) 
或 除 以 GO G; 
Е УР). (14.6) 


Є(Р) 6®(Р)_ 
我 们 指出 , 王 的 虚 部 的 符号 与 Im С 的 符号 相同 ,根据 (8.14) 式 有 
sign Im У(ю,р) = - sign о. (14.7) 
这 个 等 式 是 考虑 到 Im C ”与 Im 6 的 符号 相反 由 (14.6) 式 得 出 的 ,依照 (9.7) 
式 ,Im 6097, =0. 
因此 ,计算 6 归结 为 计算 3, 这 只 需 研究 少数 图 形 . 这 个 图 形 数 还 可 以 再 减 
少 ,因为 剩余 图 形 的 部 件 会 立刻 相 加 成 很 简单 的 表达 式 . 





Ф ”对照 量子 电动 力学 中 类 似 的 定义 ,那里 将 这 个 函数 称 作 紧 致 自 能 函数 (第 四 卷 $ 103, $ 105). 
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就 是 说 我 们 从 决定 (粒子 间 是 成 对 相互 作用 ) 的 全 部 图 形 集合 中 分 离 出 
各 种 “分 校 " 图 ,这 些 “ 分 枝 ” 图 是 用 一 条 虚线 连接 到 各 外 线 上 的 ;它们 之 和 以 瑟 
标记 . 所 有 这 些 图 形 都 包含 在 如 下 形状 的 一 个 骨架 图 形 之 中 由 ; 


-3—- 0 па) 
=——_ 


的 其 余部 分 用 Е. 这 样 ,在 一 级 和 二 级 图 形 中 ,属于 第 一 种 的 图 形 如 下 : 


一 (一 - 0 , {9 , 0 (14.9) 


(а) (Ы) (©) 


属于 第 二 种 的 图 形 为 : 


= ED + 一 
(а) 


(b) (с) 
心 (14.10) 


(9) (е) 


(14.8) 图 形 中 的 粗 圈 相 应 于 系统 的 精确 密度 (и) 与 此 类 似 ,(13. 13а) 图 
形 中 的 细 轿 相应 于 理想 气体 的 密度 п (ш) ]. 因此 由 定义 (14.8) 可 得 
іХ, = -т(р)0(0), (14.11) 
所 以 
У=п(и)0(0) + У,. (14.12) 
于 是 需要 特别 计算 的 只 有 马 中 的 图 形 . 
准 粒子 的 色散 律 由 方程 (8. 16 ) 定义 在 方程 中 将 G 用 3 表达 出 来 ,按照 





Ф ”如 同 量子 场 论 ,将 粗 线 和 单元 组 成 的 图 形 称 作 骨 架 图 ;每 个 这 样 的 图 都 等 价 于 无 穷 多 个 不 同 级 
“的 一 般 图 形 的 一 定 集合 . 
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(14.6) 式 并 取 (9.7) 式 的 G'0 ,我 们 得 到 该 方程 的 下 列 形式 : 


Gr) (в -и-р). (14.13) 
在 费 米 球 界面 上 , 即 当 p =ps 时 , 准 粒 子 能 量 与 4 相等 . 由 此 可 见 
-5(0,pr) 2". (14.14) 
结果 色散 律 方程 ( 当 p МИННИ mr 时 ) 取 如 下 形式 ; 
s(P) ш = 10р -рь) + (е -ppr) - У(0,р,). (4.15) 


应 当 强 调 ,这 里 py 是 相互 作用 粒子 系统 边界 动量 的 精确 值 .该 值 受 关系 式 
рь/Зт’ =? 制 约 ,这 里 = 是 精确 密度 "(A) ,而 不 是 (13. 5) 式 中 的 近似 密度 пе. 
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研究 了 四 个 海 森 伯 乡 算 符 的 了 乘积 对 基态 的 平均 中 
Ки = (ТУ, Ч У, (15.1) 
我 们 便 得 到 图 技术 其 它 一 些 重要 概念 . БОКЕ ЕН А Г 因而 区 
别 于 所 谓 单 粒子 格林 函数 (7.9)]. 
为 了 运用 微 扰 论 和 建立 图 技术 ,需要 重新 改 用 相互 作用 绘 景 中 的 yw 算 符 . 
如 讨论 函数 С 时 的 情况 一 样 ,这 将 使 得 在 了 乘积 记号 下 出 现 因子 5: 
Ку = TW Ф $55). (15.2) 
(5) 


在 零 级 近似 下 ( 即 当 $ = 1 时 ) 该 表达 式 可 分 解 成 用 CG АСЕ НОТ ЗЕ 
积 之 和 : 
Ke - 6060. (15.3) 

以 下 将 要 在 动量 表象 中 讨论 以 这 种 形式 定义 的 双 粒 子 格 林 函 数 的 性 质 . 

对 于 均匀 系统 ,函数 KK,, 实际 上 只 与 四 个 独立 自 变量 之 差 ( 例 如 互 - Х,, 
Х.-Х,,Х, -Х,)НХ. 在 动量 表象 中 ,这 个 性 质 表 现在 : 按 所 有 变量 ХХ, 
展开 的 每 个 传 里 时分 量 均 含 一 个 8 函数 ; 

| Ks.1exp{i( Р.Х, +Р.Х, -Р.Х, -Р,Х,) 4х, “dX, = 


=(2T) 8 (Pi +Р, -Р, -Р,)К,,„(Р,,Р,;Р,,Р,). (15.4) 





@ 我 们 还 利用 简化 记号 ,这 里 下 标 1,2,… 标 记 4 维 坐标 及 自 旋 下 标的 集合 :Xja, 和 YB,…( 见 44 页 
的 注解 )， 完 整地 写 出 来 是 
Кир К в X3 ,区 3 下， 下》 
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此 式 不 难 证 明 , 只 要 注意 到 
Р.Х, +Р.Х, -Р.Х, -Р,Х, = 
=Р,(Х, -Х,) +Р.(Х. -Х,) -P(X -Х,) -Х,(Р, +Р, -Р. -Р,), 
ЖХ, -Х,,Х, -Х,,Х, - Х,, ХЖ В. 我 们 顺便 指出 , 傅 里 叶 道 变 换 公 
Ky 1 = {Kanal РРезРь „Р +Р, -Р,) хехр! -1[Р,(Х, - 
d Pd Pd P， 
(2m) 
用 这 种 形式 定义 的 函数 ,ws(P; ,Ps;P,,P,) ,我 们 将 称 作 动 量 表象 中 的 双 
粒子 格林 函数 ; 它 的 宗 量 以 如 下 等 式 相约 束 : 
Р +Р, =Р, +Р, 
在 零 级 近似 ,对 于 上 述 函 数 [与 (15.3) 式 对 应 ] ,有 
Ka( Ps,Ps;P;,P,) = 
=(2m) [5 (Р, -Р,) С (Р,) СФ (Р,) -SO(P -Р,) С (Р,) 6 (Р,) 1. 
- (15.6) 


-Х,) +Р,.(Х, -Х,) -P(X, -Х,)] | (15.5) 


也 就 是 K 归结 为 两 个 单 粒 子 格 林 函 数 乘积 之 和 . 
在 微 扰 论 的 高 级 近似 中 出 现 的 一 些 项 ,是 对 这 些 单 粒子 函数 的 修正 . 但是， 
此 外 也 出 现 一 些 不 属于 С 函数 乘积 的 项 正 是 双 粒 子 格林 函数 的 这 个 部 分 具有 
独立 意义 . 为 了 把 它 分 离 出 来 ,我 们 将 天 表示 成 如 下 形式 : 
Kas ma (PssPasPi,P2) =(2m) [8 (Р, -Р;) 6. „(Р,)б„„.(Р»)- 
- 50 (Р, -Р,)С, „(Р,)Є,. (Р,) 1 + 
+ Gop, (Р,) С.в, Ру) Гори дв, (Ps, PasPi, Ps) би (Pi) Goo (Ps). (15.7) 
以 这 种 形式 定义 的 函数 古称 作 顶 角 函 数 . 
根据 定义 (15.1) ,在 空间 -时 间 表 和 象 中 的 双 粒 子 格林 函数 ,对 于 交换 第 一 
对 宗 量 或 第 二 对 宗 量 即 交换 1 和 2 或 交换 3 和 4( 连 同 自 旋 下 标 ) 是 反对 称 的 . 
由 此 可 得 动量 表象 中 格林 函数 和 项 角 范 数 类 似 的 对 称 性 质 : 
Гу,вСР»,Р.;Р,,Р») = А ,Ps ;P,P,) = 
= Ги Ps ,PP ,Pi) (15.8) 
如 果 研究 一 下 展开 双 和 粒子 格林 函数 表达 全 (15 2) 时 产生 的 各 图 之 特点 , 则 
定义 函数 T[(15.7) 式 的 末 项 ] 时 分 离 出 的 四 个 6 因子 的 意义 就 变 得 明显 了 . 
以 下 的 讨论 还 假定 粒子 之 间 是 成 对 相互 作用 的 . 
在 零 级 近似 ,函数 KK 用 下 图 表示 : 
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Р, =Р, Р, =Р, 
+- 一 + 一 一 一 一 
人 一 一 一 + 一 一 一 
Р, =Р, Р. =Р, 


这 些 图 对 应 于 (15.6) 式 的 两 项 . 在 一 级 微 扰 论 中 有 如 下 类 型 的 图 中 : 








它们 是 对 (15.6) 式 的 每 个 独立 因子 的 修正 . 但 是 ,此 外 还 出 现 未 分 成 两 个 独立 
部 分 的 图 : 


Р, Р; 


Рз —=—=——Р, P4 一 了 
(г) - ! | (15.9) 


Pi 一 一 -一 Р, Р 一 -一 Р, 


Р, Р, 


这 里 四 个 箭头 P,,…,P, 相 应 于 (15.7) 式 最 后 一 项 中 的 四 个 6 因子 ,而 图 的 
“内 ”部 定义 了 (第 一 级 的 ) 顶 角 函数 一 一 (15.9) 图 等 式 左边 的 小 圆 . 将 这 些 图 
展 成 解析 形式 ,得 : 

Го СР, ,Р,3Р,,Р,) = ~ 8..6 СР, -Ps) +8.5，U(P -P,). 

更 离 级 的 图 包含 三 种 修正 :1) 对 两 条 未 相连 的 实 线 的 进一步 修正 ,2) Ж (15.9) 
各 图 外 线 的 自 能 型 修正 ,3) 还 有 一 种 修正 ,用 来 构成 子 图 以 代替 (15.9) 图 上 的 
虚线 ;一 切 可 能 的 这 些 子 图 之 和 便 给 出 精确 的 顶 角 函数 АГ. 现在 以 骨架 图 之 和 
将 双 粒 子 格 林 函 数 图 示 出 来 : 





Р; Р 
Ps=P, Pa=P 
—ы—_ 人 
十 十 (15.10) 
一 一 一 一 
Ps=P, Ps=P, 
Р, Р, 


粗 线 表示 精确 的 С 函数 ,而 小 圆 代表 项 角 函 数 . 
在 各 级 微 扰 论 中 计算 顶 角 函数 时 ,应 按照 $13 所 说 的 图 技术 规则 进行 ,而 
且 应 当 研 究 四 条 外 线 的 图 (而 不 研究 在 计算 函数 С 时 的 两 条 外 线 的 图 )， 对决 





Ф ”如 单 粒 子 格林 函数 的 情况 一 样 ,定义 (15.2) 中 的 因子 (8》-! 可 消去 不 相连 的 实 线圈 图 . 
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定 图 的 共同 符号 规则 3) ,应 当 补 充 下 述 规定 :如 果 外 线 1 与 4,2 与 3( 代 替 1 与 
3,2 与 4) 是 以 实 线 连 续 依次 连接 的 ,那么 图 就 改 为 相反 的 符号 . 
作为 例子 ,我们 把 确定 二 级 微 扰 论 中 项 角 函 数 的 图 画 出 来 ; 


У м 
26 和 人 

(а) 人 (15.11) 
и 


人 


ROAD 
их. ^^ 


(9) (е) 


自 能 函数 与 顶 角 函数 (3 与 厂 ) 不 是 不 相关 的 ;它们 之 间 以 一 定 的 积分 方程 
(所 谓 戴 森 方 程 ) 中 相 联 系 . 

为 推导 戴 森 方程 ,我 们 可 利用 方程 (9.5) ,该 方程 (该 处 曾 指出 ) 在 考虑 到 粒 
子 相互 作用 时 也 成 立 . 但 是 与 59 中 的 推导 相 比 ,其 差别 在 于 现在 少 算 符 满足 
方程 (7.8). 在 此 方程 中 略 去 含 外 场 的 项 ,并 将 其 中 的 微 商 3 儿 /94, 代 入 (9.5) 
式 , 得 : 


9 А (4) 
(i i Ga Xi -Х,) - 5,50 (Х, -Х,) = 


= (РЯ (ХИ, 0, (Ха, (К) СХ) = 


= -i | Keal ХХ) х, (15.12) 


因为 可 以 按照 (15.7) 式 通过 厂 表 达 出 来 ,所 以 这 个 等 式 原则 上 解决 了 所 提 
出 的 问题 . 下 面 要 做 的 只 是 再 把 它 转 到 动量 表象 . 为 此 ,给 等 式 (15.12) 乘 以 
ехр[іР(Х, - Х,) 1, К, „М Из 4 5 0 (15. 5) #1 (13.9) 的 形式 ,并 对 
d (Х, -Х,) ЖЖ. 这样 ,对 4 维 坐标 求 积分 给 出 8 函数 ,后 者 将 因 对 4 维 动 
量 的 积分 而 消 掉 ， 最 后 得 到 





QD 该 方程 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 戴 森 (Dyson) 方 程 ( 见 第 四 卷 107). 
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ГС `'(Р)б(Р)-П 5 = 





d4P,d4P 
= -i | К,Р. „РьзР, +Р, -Р,Р)И(Р-Р,) олу" 
式 中 С (Р) н (9.7) АН. 
现在 还 要 用 了 表达 天 . 将 (15.7) 式 代入 (15. 13 ) 式 ,最 后 便 得 出 下 列 形式 
的 戴 森 方程 : 
ГС (Р) - Oe 


(15.13) 


=000) np +40, UCP ~P)G(P) 





29 ) 
+ [Taal PsPasP, +Р, -P,P)G(P,)G(P,)C(P, +P,-P) х 
а*Р,і*Р, 
(2т)' 
这 里 m(w) 为 系统 的 精确 密度 , 它 是 系统 化 学 势 的 函数 ; 这 个 因子 是 按 公 式 
(7.24) 积 分 6 函数 时 出 现 的 (同时 考虑 该 6 函数 是 由 收缩 ФР: ). 
意 ,方程 (15. 14) 右边 的 第 一 项 就 是 (14. 11) 式 的 卫 . 


$16 顶 角 函数 与 准 粒子 散射 幅 的 关系 


以 上 几 节 建立 的 数学 工具 ,使 我 们 有 可 能 严格 论证 和 更 深刻 理解 朗 道 费 米 
液体 理论 基本 关系 式 的 意义 ,这 些 关 系 式 在 第 一 章 里 曾 用 直观 方法 在 一 定 程度 
上 作 过 介绍 . 在 $16 一 820 就 将 论述 这 一 问题 中 

项 角 函 数 与 准 粒子 相互 散射 幅 之 间 存 在 密切 的 关系 . 为 了 更 好 地 了 解 这 种 
关系 ,我 们 首先 在 纯 量 子 力学 范围 内 研究 真空 中 两 个 粒子 的 散射 问题 . 

在 量子 力学 中 ,“ 四 条 腿 图 "是 有 四 条 外 线 ( 两 条 入 射线 和 两 条 出 射线 ) 的 
图 一 一 相应 于 两 个 粒子 的 碰撞 过 程 ;而 在 图 的 解析 表达 式 中 ,外 线 相当 于 自由 粒 
bd 现在 ,我 们 将 看 到 各 级 图 怎样 如 

给 出 散射 幅 通 常 的 非 相对 论 玻 恩 展开 序列 的 各 项 . 
Еч 在 真空 情况 下 大 多 数 图 总 是 化 为 零 的 ,这 一 点 ,在 坐标 表象 中 最 容易 


理解 ,因为 我 们 注意 到 :在 真空 中 一 切 ( 多 ' 多 ) 形 的 收缩 都 等 于 零 ,此 时 淹没 算 符 
位 于 右边 并 首先 作用 在 真空 态 上 ,而 剩余 的 只 是 《 包 史 * ) 形 的 收缩 项 ， 因 此 ,一 
切 含 实 线圈 的 图 都 变 成 零 сара т О Р) 形 的 收缩 . 根据 同样 理由 ,对 格 


xU(P-P,) 





(15.14) 





Ф $16— $ 18 的 内 容 是 属于 Л. д. 朗 道 的 工作 (1958) , $19, $20 的 内 容 是 属于 A. Д. 朗 道 和 
Л.П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 的 工作 (1959 ) 
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林 函 数 ( 也 就 是 对 图 的 实 内 线 ) 的 一 切 修正 都 等 于 零 路 最 后 ,具有 交叉 虚线 的 

图 也 为 零 ;例如 ,在 下 图 中 (这 里 数字 1 和 2 表示 宗 量 4 和 | 

ь), Мы >18, БР ЕА (Ф.Ф, ) =0, 1 г, < о 

в, МИН: $, =ОХНУРЕ РЖ. ~- 一、 一 
这 样 一 来 ,对 于 真空 中 的 两 个 粒子 ,只 剩 下 如 下 的 图 ， 

它们 组 成 所 谓 “ 梯 形 级 数 ”: 


Р, Р! Р, «——— Р, 一 
A- pt а-я 
Р; Р, Р. —— Р, —4—4—4— ——— 
(16.1) 
图 中 的 实 内 线 对 应 于 真空 格林 函数 


[这 正 是 =0 时 的 (9.7) 式 ]. 应 注意 ， Неа, 这 个 函数 的 极点 总 在 复 
变数 w 的 一 定 的 (下 ) 半 平面 上 . 上 述 图 都 变 为 零 的 情况 之 所 以 发 生 , 从 数学 观 
点 来 说 ,是 由 于 被 积 式 的 全 部 极点 都 分 布 在 同一 个 半 平 面 上 的 缘故 . ЕЯ 
平面 上 闭合 积分 路 径 时 ,积分 显然 变 为 零 . 

将 梯形 级 数 (16.1) 转 化 为 积分 方程 , 便 可 以 对 该 次 级 数 求 和 [对照 下 面 类 似 
的 级 数 (17.3) 求 和 ]. 如 果 首 先 略 去 具有 交换 外 线 端点 3 和 4 的 图 , 则 该 方程 与 
动量 表象 中 不 考虑 全 同性 的 双 粒 子 薛 定 刘 方 程 [第 三 卷 方 程 (130.9)] 是 等 价 
的 . 相应 地 , 顶 角 函 数 厂 可 用 下 式 通 过 双 粒 子 的 散射 幅 f 表 达 出 来 : 

Г в Рь,Р.;Р,,Р,) =5,,5,7у (16.3) 

若 添上 具有 交换 外 线 端点 3 和 4 的 图 ,会 使 散射 幅 反 对 称 化 ,对 于 费 米子 本 应 这 
В. 在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,只 剩 下 (16.1) 的 第 一 图 和 具有 交换 外 线 端点 的 一 
个 图 ,其 中 完全 不 含 6G ，， 于 是 可 得 到 散射 辐 通 常 的 一 级 玻 恩 近似 公式 ， 以 后 
的 高 级 图 ,在 对 中 间 的 频率 进行 积分 之 后 ,将 给 出 散射 辐 修 正 的 高 级 玻 恩 近似 的 
已 知 表达 式 . 

在 费 米 液体 中 ,与 介质 粒子 相互 作用 的 碰撞 粒子 可 等 效 地 用 准 粒子 来 代替 . 
所 有 与 这 种 相互 作用 有 关 的 对 图 的 内 线 修 正 ,函数 三 的 定义 都 自动 地 顾及 到 
了 . 但 是 对 外 线 修 正 , 需 另 加 考虑 . 量子 场 论 指出 ,由 于 普遍 要 求 散射 矩阵 具有 





QD 在 真空 中 格林 函数 不 出 现任 何 修正 只 表明 单个 粒子 跟 任 何 别 的 都 不 发 生 相互 作用 . 与 此 相关 ， 
我 们 记得 相对 论 粒 子 格林 函数 的 真空 修正 与 可 能 出 现 虚 电 子 对 和 虚 光 子 的 中 间 态 有 关 . 
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么 正 性 ,这 些 修正 将 使 散射 辐 中 的 每 条 自由 外 线 出 现 因子 YZ ,这 里 Z 是 格林 函 
数 的 重 整 化 常数 ( 见 第 四 卷 $ 110) ;对 于 具有 四 条 外 线 的 图 ,这 意味 着 要 乘 以 
2. 虽说 量子 场 论 的 结论 对 于 费 米 液体 中 的 准 粒 子 也 成 立 ,但 在 这 里 我 们 也 可 
以 借助 更 简单 (虽然 并 不 严格 ) 的 讨论 来 解释 这 个 乘 数 的 来 由 . 

问题 在 于 ,液体 的 格林 函数 在 接近 自己 的 极点 处 [(10.2) 式 中 的 第 一 项 ] 与 
理想 气体 的 格林 函数 只 差 一 个 因子 2. ДЯ Ф, = Ч, еф А2 
分 别 代替 РЖ" ,那么 由 它们 组 成 的 格林 函数 G6,, = GZ ,就 很 像 理 想 气体 的 
格林 函数 在 极点 附近 的 行为 就 此 意义 来 说 ,这 些 算 符 可 以 看 作 是 准 粒 子 理想 
气体 的 少 算 符 . 按 这 些 算 符 确定 的 双 粒 子 格林 函数 将 是 天 ,= K/2? ,因此 [依照 
定义 (15.7) ] 顶 角 部 分 ,= TZ? ,这 就 是 我 们 所 需要 的 证 明 . 

在 应 用 于 准 粒子 时 ,我 们 感 兴趣 的 与 其 说 是 散射 截面 ,不 如 说 是 (1 s 内 在 
1 em 液体 中 的 ) 碰撞 数 .对 于 粒子 的 动量 变化 和 自 旋 投影 变化 (pa ,PB-p,y， 
р.5) 都 已 知 的 碰撞 来 说 ,这 种 碰撞 数 用 下 列 公 式 给 出 : | 

dW =2т| 2 Г,, (Р, ,Р,;Р,,Р,) |5 (в +в. -el -es) х 
Фр, д?р, д?р, 
(2т)° 

Ни р, +р, =р: +р.,п ЕН АЖ. п, 和 nn, 两 个 因子 只 是 表明 这 一 
事实 ; 初 动量 (和 自 旋 投 影 ) 为 已 知 的 准 粒子 的 碰撞 数 与 单位 体积 中 这 种 准 粒 子 
数 成 正比 . 根据 泡 利 原理 ,因子 (1 -n, ) 和 (1 -n,,) 与 下 列 事实 有 关 : 只 有 末 态 
未 被 占据 时 ,碰撞 才能 发 生 . 


$17 小 动量 传递 时 的 项 角 函 数 


在 费 米 液体 理论 中 , 当 两 对 变量 已 与 己 及 已 与 已 的 值 都 很 接近 时 , 顶 角 郴 
数 起 着 重要 作用 (其 中 我 们 将 看 到 该 函数 与 准 粒子 相互 作用 函数 有 密切 关系 ). 
鉴于 下 列 关系 : 


Xn np (1-п,)(1-п,,) ， (16.4) 


Р, +Р, = Р, +Р,, 
БЕ Р, =Р, + К,Р, ЕР, -天 ,并 引信 简化 记号 
Г (Р. +К,Р, -К;Р,,Р,) =Гьв(К;Р,,Р,), {17.1) 

我 们 将 研究 这 个 函数 在 小 K 值 的 情况 . 用 准 粒子 散射 过 程 的 术语 来 说 ,就 是 要 
研究 接近 于 “向 前 散射 ”的 碰撞 如 何 传递 小 的 4 维 动量 . 

当天 =0 时 ,我 们 看 到 函数 厂 具 有 奇异 性 ;而 我 们 感 兴趣 的 , 正 是 该 函数 具 
有 这 种 奇异 性 的 那 一 部 分 . 根据 对 如 下 骨架 图 的 分 析 , 不 难 理解 这 种 奇异 性 的 
来 由 : 
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(17.2) 


Р/+К 0 РК 


骨架 图 包含 双 粒 子 格林 函数 一 些 图 的 集合 ,这 些 图 都 能 在 两 对 外 点 P,P 和 P,， 
已 之 间 被 截 成 两 段 ,它们 原 用 两 条 实 线 相连 中 两 条 连结 的 粗 线 相应 于 精确 的 
单 粒子 格林 函数 C(O@) 和 C(O+K) ,并 且 要 对 图 中 4 维 动量 0 进行 积分 . МК 
0 时 ,这 两 个 函数 的 宗 量 相互 靠近 ,因而 它们 的 极点 也 相互 靠近 . 相互 靠近 的 极 
点 将 “ 紧 夹 "积分 路 线 ( 见 下 文 ) ,这 就 是 函数 本 中 出 现 奇异 性 的 根源 . 

为 了 算出 精确 的 函数 工 ,需要 对 微 扰 论 的 整个 级 数 求 和 .由 于 我 们 的 目的 
在 于 分 离 出 KX=0 时 具有 奇异 性 的 部 分 ,首先 要 将 下 述 所 有 图 的 贡献 分 离开 , 即 
这 些 图 不 能 靠 切断 两 条 4 维 动量 相 接近 (只 差 扩 值 ) 的 实 线 而 被 截 开 . 当天 =0 


时 函数 忆 不 具有 奇异 性 的 部 分 ,我 们 记 作 Го Г 中 可 以 设 天 =0, 因 此 下 只 


ЖЗ Р,,Р. ИЖ: Г, „(Р,,Р,). 至 于 说 到 “危险 "的 图 ,可 将 它们 按 其 所 含 
宗 量 相近 的 双 线 对 的 数目 来 分 类 . 因此 ,完全 的 项 角 部 分 六 可 用 下 图 的 无 穷 


Р, Р, 


Р+К Р,-К 


这 里 ,空白 小 圆 相 应 于 待 求 的 Г, НИИ Г. ра Е, КЕ Г 
的 定义 中 ,它们 只 用 于 指明 入 射 和 出 射 的 4 维 动量 的 数目 和 数值 . 

图 (17.3) 上 的 一 切 内 线 都 是 粗 线 , 它 们 对 应 于 精确 的 С 函数 . 因此 我 们 强 
调 ,之 所 以 可 将 万 表现 为 这 些 骨 架 图 (以 及 由 之 得 出 的 一 切 推论 ) , 绝 不 是 假定 
粒子 之 间 具 有 成 对 相互 作用 ,因为 这 里 没有 显 形式 的 虚线 ,实际 上 只 有 小 圆 所 表 
示 的 单元 内 部 构造 (这 里 我 们 不 感 兴趣 ) 才 与 相互 作用 性 质 有 关 @. 

对 级 数 (17.3) 的 求 和 问题 ,归结 为 解 积 分 方程 ,为 了 得 到 这 个 方程 ,整个 级 





Ф 例如 ,在 (17.2) 式 按 成 对 相互 作用 的 二 级 微 扰 论 中 ,包含 图 (15.11a,b,c) 及 交换 外 线 端 点 3 和 
4 的 图 (15. 11e). 

@@ 这 里 只 假定 有 如 粒子 数 守恒 一 类 的 普遍 性 质 , 粒子 数 守 恒 表 现在 图 的 每 个 断面 上 向 右 通过 和 向 
左 通过 的 线 数 之 差 保持 不 变 ( 对 于 (17.3) 型 图 的 各 个 断面 ,这 个 差 等 于 零 ) . 
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数 尚 需 “ 乘 ”一 个 入 , 即 以 如 下 级 数 代 替 (17.3) : 


与 原来 的 级 数 (17. 3) 比较, 可 得 到 等 式 . 


PORK Р Р! Р, Р! Р, 
Жо а. 
Р+К 0 РК Р+К РК РАК РК 


将 这 个 图 等 式 写 成 解析 形式 时 , 即 给 出 待 求 的 积分 方程 ; 
Tsaa( KjP, ,P,) = 


= Fa(PisP) 1 | TalPi,QC(QO+KRC(O x (17.5) 
d 0 


ХГ СКОР) 


这 里 ,如 上 所 述 ,在 函数 Г Е К 0, АНТЕ ВАЛА гяп Г 的 简化 记 
号 ,并 假定 С, = 08,,. 

为 了 考察 这 个 方程 ,我 们 首先 研究 方程 核 中 的 乘积 C(Q + К)С(0). ЖП 
讲 过 ,当天 小 时 ,两 个 因子 的 极点 相互 接近 . 这 些 极点 附近 G 函数 表现 为 极点 项 
(10.2). 把 4 维 矢量 和 和 gO 的 分 量 按照 

К=(ш,К), 0=(4,9) (17.6) 
表示 出 来 ,于 是 在 这 个 范围 内 ,可 写成 
6(0)6(0+К) = 2 [go -vg pr) + 


+15, ] [go +0 -ve( 19 +1 -рь) +16,] ' (17.7) 
式 中 5, ,5, 为 无 穷 小 附加 项 ,它们 的 符号 (在 极点 附近 ) 根 据 下 式 确定 : 
sign б, = sign(9 -pr), (17.8) 


sign д, = sign( |g+k| - ру). 
56, 和 6, 的 符号 决定 极点 在 复 变 量 go 的 上 半 平 面 或 下 半 平 面 上 的 位 置 . 在 极 
点 间 夹 紧 dgo 积 分 的 回路 ( 实 轴 )， 结 果 ,积分 方程 的 核 ( 随 之 方程 的 解 ) 将 出 现 
奇异 性 . 极点 应 位 于 回路 的 两 侧 ,即位 于 不 同 的 半 平 面 上 . 
我 们 首先 假定 9 :大 >0, 即 cos 0>0, 这 里 8 为 4 和 天 的 夹 角 . 如 果 g <p;， 
19 + 天 | >ps, 于 是 |g +k| >9, 并 且 6, 和 6, 具 有 不 同 的 符号 (6, <0,5, >0) ,这 是 
由 于 & 的 微小 性 等 价 于 


$17 小 动量 传递 时 的 顶 角 范 数 . 61. 





ру – Есоѕ 0 <4<р+. (17.9) 
在 (17.5) 式 中 进一步 对 dg, 求 积分 时 ,可 以 用 无 穷 远 的 半圆 周 (在 上 半 平 面 或 在 
下 半 平 面 全 一 样 ) 将 积分 路 线 封 闭 起 来 ,这 时 ,积分 便 决定 于 被 积 式 在 相应 的 极 


点 的 留 数 . 同时 ,由 于 (17. 9) 的 间隔 狭窄 ( 当 左 微小 时 ) ,在 积分 号 下 入 和 丰 的 
因子 中 可 取 上 大 =0, 相 应 地 对 于 各 极点 的 位 置 来 说 ( 当 有 ,wo 微小 时 ) :qo ~0. 

换言之 ,在 积分 方程 (17.5) 核 中 极点 因子 的 乘积 (17.7) ,就 其 本 身 所 起 作 
用 的 意义 来 说 ,相当 于 8 函数 : 

48(qo)8(9 一 pr)， 
其 中 系数 4 由 如 下 积分 决定 : 
A | 794,94 
[go -v5(g -pr) +15, | [40 +0 -ve( [9 +Ё| -рь) – 18,1 

当 g 位 于 (17.9) 间 隔 之 外 时 , 则 两 个 极点 位 于 复 变 量 % 的 同一 个 半 平 面 上 ,而 
对 dg 的 积分 围 道 在 另 一 个 半 平 面 上 封闭 ,我 们 知道 积分 将 为 零 . 但 在 (17.9) 的 
区 域内 ,在 其 中 一 个 半 平 面 上 封闭 积分 围 道 , 并 对 这 个 半 平 面 上 极点 的 留 数 计算 
积分 ,我 们 求 得 : 








27iZ’d 
4= [a О +10 
[注意 ,在 (17.9) 的 区 域内 5, <0,5, >0]. 因为 按 条 件 (17.9) , деру >> Е, Ц 
可 取 |g + 天 | -4=соз 6, 再 考虑 到 (17.9) 的 两 侧 界 限 ,就 有 : 
_2miZ keos 0 
о – Еорсоз 6' 

用 同样 方法 不 难 证 明 , 当 cos 0 <0 时 ,也 可 以 得 到 4 的 这 个 表达 式 ( 但 i0 的 
符号 不 同 ,这 时 应 在 4 >ps, |g +k| <ps 的 区 域内 进行 积分 )， 因此 ,方程 (17.5) 
的 核 中 有 : . 
6(0)6(0+К) т яр +9(0). (17.10) 
式 中 写 出 1 以 代替 kcos 0(1= 4/4) , ИЖ ф( Л К В) № 5 函数 部 分 , 因 
此 其 中 可 以 取 天 =0. 

将 (17.10) 式 代入 (17.5) 式 ,我 们 得 到 下 列 形式 的 基本 积分 方程 : 


Г в.в КУР, ‚Р,) = Ts P,P,) 一 





-i Fl Pi,O) GO) Г.С K;0,P) i+ 
C27) 
Zpr 


~ 1. Као 
mn] Tan Pi, 9) Ts K;Qr,P,) : 


Ф -01- Е 
在 最 后 一 项 中 作 代 换 :4 Q =g dgdoidgqo( 这 里 do 为 了 方向 上 的 立体 角 元 ) ,并 对 


十 





(17.11) 
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dqdgqo 取 积分 消去 5 函数 ,在 这 一 项 的 函数 三 和 地 中, 宗 量 0 取 费 米面 上 的 值 : 
Qs = (0,p5l). 

应 注意 到 方程 (17. 11) 的 核 中 因子 1 (о о + ) 的 特殊 性 质 : 当 k->0， 
00 时 , 它 的 极限 与 这 时 比值 /hk 所 趋 近 的 极限 有 关 . 因而 方程 的 解 亦 将 具有 
这 种 特性 :函数 ГОК;Р, ,Р,) ч К0 时 的 极限 依赖 于 w 和 上 趋 近 于 零 的 方式 . 

我 们 以 T*(P, ,P,) 表 示 极 限 : 

Гу ав( Р\ ,Р,) = а,в (КУР ,‚Р,), 7 Е/о-0 (17.12) 
(在 §18 中 我 们 将 会 看 到 , 准 粒子 相互 作用 函数 恰好 与 这 个 量 有 关 )， 当 以 这 种 
方式 过 渡 到 极限 时 , (17. 11) 式 中 最 后 一 个 积分 项 的 核 变 为 零 ,所 以 六 满足 
方程 : 
Ts Pi,P;) = 


Г г о а“ . 
= Г ,5(Р,,Р,) -i| Г «Р, ПСО Ta ОР (17.13) 
注意 ,由 于 (15.8) 式 , 则 
Tao Pi ,Ps) = Гә, pal Pa ,Pi). (17.14) 


(17.11) #1( 17.13) ЖИ Г. ЖЕ. 
Г (КУР, ,Р,) = Г в(Р,,Р,) + 
р» 
* (21) 
事实 上 ,如 果 形 式 上 将 (17.3) 式 写成 六 =Z7r", 则 (17.11) 式 可 写成 : 
ЕР [РГ ao 
(2т) w -vl:k 
将 =LT"* 代 和 人 上 式 , 并 将 算 符 上 作用 到 等 式 的 两 边 , 便 得 到 (17.15) 式 . 
现在 我 们 按照 下 式 引 入 函数 ; | 
Г, (Р.Р) = аг, (КР, ,Р,),  &/®—0 (17.16) 
这 个 函数 ( 乘 以 2) 正 是 向 前 散射 幅 ( 即 P,P, 一 P,P 的 跃迁 ) , 它 相 应 于 费 米 
面 上 由 准 粒子 产生 的 真实 物理 过 程 : 即 留 在 该 表面 的 准 粒子 的 碰撞 引起 无 能 量 
改变 的 动量 变化 ,因此 过 渡 到 动量 传递 为 零 (0) 的 极限 ,应 在 能 量 的 传递 严 
格 等 于 零 (o =0) 的 情况 下 进行 , 前 面 引入 的 函数 Г* ,相应 于 动量 传递 严格 等 
于 零 (k =0) 时 小 能 量 传递 的 非 物理 “散射 ”的 极限 情况 . 
在 (17. 15) 式 中 , 取 w =0, 再 过 渡 到 无 =0 的 极限 ,并 以 Z? 乘 等 式 的 两 边 , 则 


о р. kdo, 
(Р, "QT ow КРТ: (17. 15) 








РА 
18: 


РГ, в (Р, ,Р,) =Z Г (Р. ‚Р,) 一 
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- 5 [2 "Гук Pi, QF) ， ZT Гав 5 ,Р, ) do,. (17.17) 


因此 ,存在 一 个 联系 向 前 散射 幅 两 种 极限 形式 的 普遍 关系 . 

函数 Г 的 反对 称 性 质 (15.8) ,给 出 P, 一 P, 时 矿 和 "行为 的 一 个 信息 . 在 
该 等 式 中 , 取 Р, =P,,a=8B, 我 们 得 到 : 

Taaa( Pr +К,Р, -К;Р,,Р,) =0 (17.18) 

(这 里 不 对 a 求 和 !). ЛЕА „ОТ Гай 天 的 过 渡 , 因 为 在 三 
和 大 中 ,首先 取 天 =0, 而 在 (17.18) 式 中 , 则 首先 取 Р, =Р,. 

ЮВ К ЖИР, -已 =3$=(so,5) 都 是 小 量 ， 这样 , 除 图 (17.2) 以 外 ,下 图 也 
将 是 危险 的 : 


Р ок Р 


РК о Р!+К 


因此 ,当天 ,S 一 0 时 ,函数 Г О РК” Е. 

w So+w 

25 js + 无 | 

当 x=y 时 ,(17.18) 式 表示 该 函数 变 为 零 ， 我 们 来 研究 费 米 面 上 ГИ, 
w=so =0, 因 而 y=0. 所 以 具有 当 * =0 时 ,在 这 个 极限 上 才 有 等 式 (17.18). 换 
言 之 ,在 费 米面 上 对 于 矿 的 等 式 是 成 立 的 ， 

(Р,,Р,) = (17.19) 


х = 


Г», са 


(№. О. Mermin 1967). 
$18 项 角 范 数 与 准 粒子 相互 作用 函数 的 关系 


正如 在 定义 单 粒 子 格林 函数 的 (7.9) 式 的 矩阵 元 的 结构 中 ,包含 粒子 数 为 
Мат 的 中 间 态 一 样 ,在 构成 双 粒 子 格 林 函 数 (矩阵 元 (15.1) ) 中 ,也 包含 粒子 数 
为 W,NW+tl,Nt+t2 的 中 间 态 @. 

由 于 存在 粒子 数 为 N+t1 的 中 间 态 , 双 粒 子 格林 函数 的 极点 与 С 函数 的 极 





Ф 当 只 考虑 准 粒子 自 旋 之 间 的 交换 相互 作用 时 ,所 有 Г, ИХ ,不 等 于 零 ， 这 个 论断 表 
明 ,散射 时 自 旋 矢量 具有 不 变性 .此 论断 也 可 以 直接 根据 (2. 4) 形 的 表达 式 来 验证 . 


© ”例如 ,粒子 数 为 W 的 状态 在 了 乘积 的 算 符 序列 В.Р 中 出 现 ， 而 粒子 数 为 N +2 的 状态 ， 
Ж 9,9, 4; 7 这 样 的 序列 . 
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点 ( 即 与 准 粒 子 能 量 ) 是 一 致 的 . 但 是 ,所 对 应 的 各 因子 ,已 在 (15.7) 式 中 以 显 
形式 被 分 解 出 来 . 因此 ,以 这 个 顶 角 公式 所 定义 的 函数 厂 ,只 具有 对 应 于 粒子 数 
为 N 和 N+2 的 各 态 的 极点 . 这 些 态 的 角 动 量 与 基态 的 角 动 量 之 差 为 0 或 1, 因 
此 相应 于 这 些 极 点 的 元 激发 具有 整数 自 旋 (0 或 1) ,所 以 它们 遵从 玻 色 统计 ， 换 
句 话说 , 顶 角 函数 的 各 极点 决定 费 米 液体 能 谱 的 玻 色 支 ， 

由 粒子 数 不 变 的 中 间 态 产生 的 极点 ,相应 于 元 激发 是 零 声 量子 . 在 图 技术 
中 ,中 间 态 相应 于 各 图 的 不 同 断 面 ,它们 在 图 的 某 些 外 线 之 间 将 图 分 成 两 个 部 
分 . 在 这 种 情况 下 ,粒子 数 不 变 的 诸 中 间 态 相应 于 图 (17.3) 的 各 断面 ,它们 分 别 


截断 连接 相 邻 的 Г 单元 的 一 对 实 线 ;在 这 些 状态 中 ,粒子 数 的 不 变性 表现 在 穿 
过 断面 两 侧 的 线 数 是 相同 的 . 通过 这 种 截面 所 迁移 的 4 维 动量 是 : (0 + 天) - 
0 = 天 ;因此 ,粒子 数 不 变 的 元 激发 则 相应 于 变量 为 天 的 顶 角 函数 F(K;P, ,P,) 的 
极点 . 

在 前 面 [推导 (17. 10) 式 时 ] 我 们 看 到 ,在 4 维 矢量 0 和 0 + 天 中 的 两 个 动 
Вата +k, 其 一 应 大 于 边界 动量 p; ,而 另 一 个 应 小 于 рь. мя УКЕ, 
基态 激发 时 ,在 费 米 球 外 的 只 能 是 “粒子 ” ,而 在 球 内 的 只 能 是 “ 空 穴 "， 就 此 意 
义 可 以 说 , 费 米 液体 中 的 零 激发 ,可 看 作 是 粒子 与 空 究 的 束缚 态 @. 

相应 于 N +2 个 粒子 中 间 态 的 元 激发 [它们 相应 于 函数 ГОК; Р, ,P,) 对 变量 
已 + 尸 的 极点 ] ,可 以 看 作 两 个 粒子 或 两 个 空 穴 的 束缚 态 . 但 是 ,这 种 状态 的 存 
在 (第 五 章 将 要 说 明 ) ,将 使 费 米 液体 具有 超 流 性 ,因而 也 需 对 图 技术 的 全 部 数 
学 工具 作 重要 的 改变 . 

因此 ,为 了 确定 费 米 液 体 非 超 流 能 谱 的 玻 色 支 ,应 当 研 究 变量 为 天 = (w,k) 
的 顶 角 函数 有 (K;P, ,P2) 的 极点 . 每 取 一 个 天 值 , 对 应 于 极点 便 有 一 定 的 能 量 
w=w(k) ,于 是 就 确定 了 这 些 激发 的 色散 律 对 于 弱 激 发 态 ,。 和 上 都 小 ,因此 
可 以 利用 已 得 到 的 在 K 为 小 值 的 区 域内 函数 (kK;P, ,P,) 的 方程 . 

ТЕЖ Г 的 极点 附近 ,方程 (17.15) 的 左边 及 其 右边 的 积分 是 非常 大 的 量 ; 
而 (P,P,) 项 仍 是 有 限 的 ,因此 可 以 略 去 ， 其 次 应 注意 ,在 方程 (17. 15) 中 对 
函数 丁 进行 的 运算 没有 涉及 变量 已 及 下 标 8 和 5, 即 它们 在 方程 中 只 起 不 重要 
的 参量 作用 . 最 后 ,我 们 来 研究 在 费 米 球面 上 的 函数 厂 , 即 取 Р, = (0,рьп), Ж 
中 为 变 单位 矢量 . 基于 所 有 上 边 这 些 论述 ,我 们 作出 这 样 的 结论 :确定 费 米 液 
体 中 的 声 激发 ,归结 为 求 下 列 积分 方程 的 本 征 值 问题 ， 








也 ”就 问题 的 这 种 提 法 来 说 ,在 形式 上 与 量子 电动 力学 中 ( 见 第 四 卷 $ 125) 电 子 和 正 电 子 束缚 态 能 
级 的 定义 有 许多 共同 之 处 , 特别 是 ,方程 (17. 4 一 17. 5 ) 类 似 于 第 四 卷 的 Bethe - Salpeter 方程 (125. 10— 
125. 11). 
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Г. Као, 


xD = © {Ton ‘Dra Dak (18.1) 
式 中 久 ,。(n) 为 辅助 函数 . 
为 改造 这 个 方程 ,引入 如 下 新 的 函数 代替 X: 
a(n) нт (18.2) 


这 时 ,方程 (18.1) 取 如 下 形式 : 





(о – оп * Kv (п) ЕЁ п 


(УЖ п’). 

这 个 方程 的 形状 , 同 费 米 液体 振动 的 动 理 学 方程 (4. 10) 完全 一 致 ， 将 两 个 
方程 作对 比 ,可 导出 准 粒 子 相 互 作用 函数 与 函数 "之 间 的 下 列 对 应 关系 : 

fys,o8 (Pen ркт!) = 2° Ге в(п,п’). (18.4) 

因而 和 弄 清楚 了 函数 /和 准 粒子 散射 性 质 之 间 的 关系 @ 〇 . 

等 式 (18.4) 将 j 与 非 物理 过 程 散 射 幅 联 系 起 来 了 ,现在 利用 公式 (17.17) 
得 出 /了 同 费 米 面 上 准 粒子 的 “物理 "向 前 散射 幅 之 间 的 显示 关系 ,我 们 把 该 散射 
幅 表 示 成 : 


ТЕ уз 2 гу „(поло (т )4о’ (18.3) 








Ав (М, ,1,) = 2 Г (т. ,№,). (18.5) 
在 费 米面 上 ,关系 式 (17.17) 取 如 下 形式 ， 


А вав n,n,) = 


= (1,0) 一 в > т |А (т, п')А (п ,1 ) (18.6) 


函数 4 和 的 自 旋 关系 可 以 用 泡 利和 矩阵 o 来 表达 . 在 情况 下 ,这 两 个 
函数 可 以 包含 四 个 矢量 n,n, ,og ,0 的 任何 标量 组 合 . 但 如 果 粒 子 间 的 作用 是 
交换 相互 作用 , 则 可 容许 的 标 积 只 是 一 :到 和 wo.o 这 样 ,函数 4 和 /[ 如 在 
(2.4) 式 中 对 待 f 的 作法 一 样 ] 可 以 表 为 : 

pr _ 
то; y5,ap( П.П.) = Е(9)8,,5, +С(9)о,, Св › 


р 
(тт) =В(9)8.,5 + 6(9)о,, ‘о, (18.7) 
Е 


ЖЖЖЖ Е, С,В,Ся п, Жп, 2. НЗ 9 ИЖ. 将 这 些 函 数 按 勒 让 德 多 项 
式 展 开 : 





(D ”上述 的 一 般 推导 属于 Л. Д. 朗 道 的 工作 (1958 )， 稍 早 一 些 ,A. Б. Мигдаи 和 В. М. Галицкий 对 具 
体 的 (17.3) 型 图 进行 求 和 ,从 而 得 出 弱 非 理想 费 米 气体 的 动 理学 方程 . 应 当 指出 ,在 气体 情况 下 ,G 函数 
中 (在 零 级 近似 ) 只 含有 极点 项 ,因而 不 存在 消除 非 极点 项 的 问题 . 
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В(9) = > (2l+1)BP( соз 8),*…, (18.8) 


将 (18.7 一 18.8) 式 代 和 人 (18.6) 式 ,并 算出 积分 (这 时 利用 勒 让 德 多 项 式 加 法 定 
理 ) ,可 得 : 
В, =Е(1-В,), С,=6,(1-С,). (18.9) 
这 些 公式 建立 了 了 上 和 4 的 展开 系数 间 的 简单 代数 关系 . 
由 稳定 性 条 件 (2.19 一 2.20) 可 导出 类 似 的 关于 系数 B,,C, 的 不 等 式 : 
В, <1, С, <1. (18.10) 
此 外 ,这些 系 数 还 满足 由 公式 (17.19) 得 出 的 关系 式 : 
В(0) +С(0) =0 


或 > (21+1)(В,+С,) =0. (18.11) 
等 式 (18.9),(18.11) 连 本 同 条 件 (18， 10) 足以 证 明 一 个 有 趣 的 论断 :在 一 切 稳定 
的 费 米 液 体 中 ,至 少 有 一 个 (寻常 的 或 有 自 旋 的 ) 轴 对 称 的 零 声 支 0. 

$19 格林 函数 微 商 恒等式 


在 有 关 格 林 函 数 的 数学 工具 中 ,格林 函数 的 微 商 和 准 粒子 散射 幅 之 间 的 某 
些 恒 等 关系 起 着 重要 作用 . 这 些 关 系 式 的 推导 都 是 同样 的 , 即 算出 在 某 一 虚设 
的 “外 场 " 影 响 下 格林 函数 的 改变 ,而 该 外 场 对 系统 作用 的 结果 预先 是 已 知 的 ， 

因此 ,首先 要 算出 在 任意 "外场 " 影 响 下 格林 函数 的 改变 5С. 这 种 场 在 哈密 
顿 量 中 的 对 应 项 为 : 


57°” = |: @,г) 804, (иг) Фа, (19.1) 
其 中 8D 为 某 一 算 符 , 它 作 用 在 О НИНЫ с 有关) 的 函数 上 . 


当 有 外 场 存 在 时 ,格林 函数 已 与 两 个 4 维 动量 P, 和 己 有 关 . 在 图 技术 中 ， 
这 种 外 场 可 用 新 的 图 元 素 一 一 外 虚线 来 表示 : 


PP 
并 且 这 种 线 相 当 于 因子 
-i8U( P,P,) = Е [езде "ах. (19.2) 
外 场 对 于 精确 格林 函数 的 第 一 级 修正 可 表 为 两 个 骨架 图 之 和 : 





Ф 见 N.D. Mermin, Phys. Кер,159,161(1967). 
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Р 
1 、 0, 
isG(PP) = Р, аар, + 2-2. (19.3) 
Р, а 


其 中 所 有 实 线 一 一 粗 线 为 精确 С 函数 ,小 圆 为 精确 顶 角 函数 (这 ). 将 该 等 式 以 
解析 形式 写 出 来 , 则 有 
5Co( PP) =С,,(Р,)8И(Р,,Р,)б„(Р,) 一 
-1С,,(Р,)С,,(Р,) [7,0 ,‚0.;Р,,0,) х 


4“ 
Xx8C( 0, 1006,00.) 6,001), (19.4) 
(217) 
并 且 0, +Р, =Р, + 0,. 
我 们 感 兴趣 的 头 两 个 恒等式 与 系统 中 粒子 数 守恒 有 关 . 这 一 性 质 表现 在 系 
统 哈密 顿 量 中 少 算 符 是 成 对 出 现 的 , 即 对 每 个 宗 量 X, 算 符 (ХМ (Хх) 5 
出 现 一 次 . 
现在 对 站 算 符 进行 规范 变换 : 
у ОХ) = (Хе, = фе, (19.5) 
式 中 Xx(X) 为 实 函 数 D. 根据 前 面 指出 的 哈密 顿 量 的 性 质 , 如 果 ЖЕ 


方程 "(7.8) „ИЕ Е РАЯ ЕЕ. 


A—*(V -іу дұ), Ех 
Щу = ду 为 无 穷 小 量 时 ,方程 的 这 个 改变 相当 于 给 哈密 顿 量 附 加 一 “外 场 ”: 


4 


50 = РУ +5 (Ах +2(У дұ) У). 


特别 是 ,如果 
W(X) = Ве(же`""), K=(w,k) 
(由 于 以 后 的 运算 具有 线性 ,因此 记号 Ве 可 以 略 去 ) ,所 以 
8U(P,,P) =i(2n) Xo8 (Р, -Р, - К) - кр, +р) | (19.6) 
= (1 +190), 9: =: (1-15) 





中 ”这 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 规范 变换 ( 见 第 三 卷 ) (111. 8 一 111.9). 
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构成 的 格林 函数 与 由 算 符 宣 , 史 ' 构成 的 函数 之 差 为 ; 
5G. СХ, ‚Х,) =16.(Х,,Х,) [8х(Х,) - 8%(Х,)], 
或 以 傅 里 叶 分 量 表示 : 
8G,s(P,,P,) = [с.„(х, „Хех dT, = 
=ПС„(Р,) -С(Р,)]5х(Р, -Р,), (19.7) 
式 中 
80Р) = ох) еа = (2т) “8 (Р-К). 
因此 ,同一 个 变化 8c。。 可 表 为 两 种 形式 :(19.7) 式 和 (19.4) 式 [需要 将 
(19.6) 式 的 8U 代入 后 者 ). 使 这 两 个 表达 式 相 等 ,( 经 过 С. = G8,s 代 换 和 重新 
表示 某 些 变量 之 后 ) 我 们 得 到 : 


К. (2p+k 
Bal C(P+K) -CCP)] =6(Р+К)С(Р) | [ -о+ СР) |+ 





ti [ Гы(КЗР, 0600760 К) [6-04-00 #0 } 


2т (2т)* 
在 这 个 等 式 中 取 w,k 一 0 时 的 极限 , 便 得 到 待 求 的 恒等式 ;这 时 
С(Р+К) - б(Р) о 26 „626 (19.8) 
Әр Әр 


[АР Р = (р,,р)]. 在 io 一 0 的 条 件 下 取 此 极限 ,我 们 得 到 第 一 个 恒等式 : 





8,2610). -OCP [8-1] Габен], (9-9) 
这 里 引入 了 记号 


{С*(Р)}, = lim 6G(P)C(P +K), 当 hk/w 0 时 . (19.10) 
用 类 似 方法 ,在 «0 的 条 件 下 取 极 限 ,我 们 又 得 到 一 个 恒等式 : 


ас - р, _i :0 90 
5,02 = (60Р), [Dd -i Th P.O) {0 (0 2) ， (19.11) 


其 中 引入 了 类 似 的 记号 {CG (Р) },. 
下 面 来 研究 给 系统 加 上 如 下 恒定 场 时 格林 函数 的 改变 ; 

50 =50(ғ) = Ое”. (19.12) 
当 90 时 ,这 个 场 在 空间 缓慢 地 改变 ,因此 可 以 把 它 视 为 对 系统 的 宏观 影响 . 
根据 外 场 中 的 热力 学 平衡 条 件 ,应 有 + 50 = 常量 ( 见 第 五 卷 $ 25 ) ;这 就 是 说 ， 

当 大 一 0 时 化 学 势 扩 改变 一 个 小 量 - VU。. 格林 函数 相应 的 改变 为 : 
ӘС(Х, - Х,) 
56.(Х,,Х,) = - Uda 


它 的 傅 里 时分 量 [ 按 (19.7) 式 的 定义 ] ; 
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б 5, 86(Р,) 
5Св(Р,,Р.) = – (21) 5 (Р, -Po 一 一 一 
я М ВНЕ НИ х ЕД 
З0(Р,,Р,) =(2m) US (Р, -Р, -К),(К=0,Ю). 
在 此 情况 下 (恒定 场 ,os=0) ,向 大 一 0 的 极限 过 渡 相 应 于 of 一 0 的 情形 . 结果 
得 到 恒等式 : 
ВЫ = 06Р), |а, i | Рыб]. 
(19.13) 
最 后 ,这 一 恒等式 的 出 现 , 可 作为 系统 伽利略 不 变性 的 结果 . 为 导出 该 恒 等 
式 ,我 们 来 研究 动 坐标 系 中 的 液体 ,此 坐标 系 以 微小 速度 Sw (1) = woe ”随时 间 
作 缓 慢 运 动 . 变换 到 这 个 坐标 系 , 等 价 于 给 系统 加 上 外 场 , 外 场 的 算 符 为 0: 


80 = -8w p=-8w.V. (19.14) 


或 在 动量 表象 中 ， 
З0(Р,,Р,) = -р, * »,(2т)*%(Р, -PP -KRK， 开 =(o;0)， 
此 表达 式 必 须 代 入 (19.4) 式 ,然后 取 极 限 o 一 0. 

男 一 方面 , 当 w 一 0 时 ,这 里 所 指 的 是 从 一 个 惯性 参考 系 向 以 恒定 速度 8w 
运动 的 另 一 惯性 参考 系 作 伽利略 变换 . 如 果 液 体 有 能 量 为 =(P) 的 元 激发 ,那么 
在 以 速度 5w 相对 于 液体 运动 的 参考 系 中 ,这 个 元 激发 的 能 量 将 为 e -р. Зи. 
因此 在 新 的 参考 系 中 ,频率 po 应 以 Pr +р • 8w 的 组 合 形式 出 现在 函数 (Р) 中 
(于 是 ,使 函数 的 极点 移动 -PP . ёж). 这 样 一 来 ， 





6 =р · 5w 36, 
9р, 
于 是 我 们 求 得 恒等式 : 
9С(Р) _ 
атти 06Р), [бр -i | ГС P00 


(19.15) 

下 面 我 们 要 运用 得 到 的 恒等式 ， 特别 是 ,运用 于 自由 变量 P=(p。,p) 在 费 米 

Ш ЕКА Р, = (0,p;) 的 情形 . 将 因子 CG (P) 从 恒等式 的 右边 移 至 左边 ,同时 
把 С(Р) К С (了 ) 的 微 商 ;这 时 在 G(P)G(P +KK) 中 以 什么 方式 趋 于 





Ф 变换 到 动 坐标 系 时 ,需要 在 自由 粒子 经 典 拉 格 朗 日 函数 工 = mv?/2 中 作 代 换 : о + 5w, 于 是 出 

一 个 小 增 量 ( 当 8w 很 小 时 ) 8L = mv . 8w， 相 应 地 [ 见 第 一 卷 (40.7)] Уи ОН = 
-р` 5w, 在 量子 力学 中 该 增 量 相应 于 算 符 (19. 14). 

© ”对照 下 面 $23 中 更 详细 的 讨论 . 
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K 一 0 的 极限 便 是 无 关 紧 要 的 了 . 
另 一 方面 ,在 费 米面 附近 格林 函数 决定 于 本 身 的 极点 项 ,因此 
С '(Р) = 51 -or(P-Ppr)]， 
从 而 ,在 该 表面 上 有 : 
9С 1 96 or dpr 





ap 2° дш 2 ди 
结果 ,例如 恒等式 (19.9) 和 (19. 13) 在 费 米面 上 分 别 取 如 下 形式 : 
1 


і Ta Pe, Q) 0600) }. а = (1-2) 3», (19.16) 


dO (у 2 dpr 
Е Гы РФ С ауе (1-ти 5 019-17) 


5820 边界 动量 与 密度 关系 的 推导 


前 几 节 得 到 的 诸 关系 式 , 对 朗 道 费 米 液 体 理论 的 基本 命题 能 够 给 出 彻底 的 
证 明 : 即 断定 边界 动量 ps 与 液体 密度 N/V 之 间 的 关系 ,可 由 适用 于 理想 气体 的 
同样 公式 (1.1) 给 出 . 

这 里 证 明 的 主 旧 在 于 , 当 化 学 势 凡 的 变化 为 无 穷 小 时 ,可 独立 计算 М 和 р, 
的 改变 ,然后 再 将 它们 作对 比 . 

根据 (7. 24) 式 ,作为 (在 给 定 的 体积 了 中 ) 化 学 势 函 数 的 总 粒子 数 ,可 由 下 
列 积分 给 出 : 





= 9D; im — ро! dp — 
N= 2i7 im | С(Р)е у, Р=(ро,р). (20.1) 
因而 微 商 
гам. а6(Р) аР 
У du 21 ^^ ди (2т)“ (20.2) 


由 于 这 个 积分 当 po 大 时 (|po | 一 wm 时 ,3G/9ux1/p?) 具 有 收 化 性 ,因此 在 被 
积 式 中 已 不 需要 写 出 因子 e-”. 将 恒等式 (19. 13) (а= в 的 值 求 和 ) 中 的 
9G/94 代 入 积分 后 ， 我 们 求 得 : 


1 ам 


ЧМ {GP) + { {CCP) hI'(P,O {C(O) LQ 


(2m) Ст ) 
为 简便 起 见 , 式 中 丁 =T。,。y: 以 下 计算 的 目的 ,是 将 等 式 的 右边 部 分 只 用 沿 费 米 
面 的 积分 表达 出 来 . 

首先 ,用 (17.17) 的 表达 式 (其 中 将 记号 0: 换 成 9 ) 代 替 上 面 的 第 二 个 积分 
中 的 Г; 
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1 ам 2 2 0 _ 

тед {OP) ие {CPhI PO IO) ha- 

А А А d Ра“ 040; 

jones te 
(20.3) 


我 们 首先 变换 最 后 一 项 . 这 一 项 的 被 积 式 中 ,只 最 后 两 个 因子 与 8 有关; 它们 对 
d @ 的 积分 决定 于 公式 (19. 17) (在 费 米面 上 ,5 = 5;) ,因此 这 一 项 取 如 下 形式 : 
; PFZ ЕЯ _ Я 2... 

р СЕА )* у (2т)“ 2 аш 
其 次 我 们 记 起 ,对 d*P 取 积分 时 ,CG(P)G(P +K) 的 极限 值 应 按 (17. 10) 式 的 意 

义 来 理解 ;所 以 {GC*(P)}, =Ф(Р), Ш 


{0 (P= {6 


作 此 代 换 之 后 , 则 得 : 
12° ve др» 
т (1 -过 а, ){ { {6(P) гер, т Т 
其 中 ,根据 (18.4) 式 引入 了 准 粒 子 相 互 作用 函数 ,并 利用 了 (2.6 一 2.7) 式 中 由 
函数 F( 台 ) 表示 的 表达 式 A ;下 上 面 的 横 线 表示 对 до/4т 求 积分 , МЕН 
d P 的 积分 ,可 由 公式 (19.16) 给 出 ,然后 对 dos 求 积分 又 得 出 因子 4r， 因而 
(20. 3) 式 中 的 第 三 项 等 于 : 


2 1 
用 类 似 的 方法 来 变换 (20.3) 式 中 的 第 二 项 : 先 根据 (20.4) 式 ,用 {6G*(P)}, 


和 {GCG(Q)}, 表达 {6G(P)3 和 1{6(0)}, 此 后 再 运用 恒等式 (19.9) 和 
(19.16). 因而 这 一 项 等 于 











)8(p -pr). (20.4) 








ие -ВтіР |, 














Гб dp 2 ИА 1 一 
-21 [57 туз ғ-21 | {6 р 2+5 (2 ( 7 -1) -Pl. 
(20.6) 
由 于 ро» + о 时 6 一 0, 所 以 对 dpo 求 积分 时 ,第 一 个 积分 变 为 零 . 
最 后 ,(20.3) 式 的 第 一 项 因 代 入 (20. М 而 得 出 
2 Pr 7? 
2 | (62Р). т я р (20.7) 
现在 把 所 有 的 贡献 (20. 5 一 20.7) 都 加 起 来 ,我 们 求 得 : 
1 dN рь ар, piZ dpr т 
у аа ар о; (20.8) 
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另 一 方面 ,在 (2.14) 式 中 取 


‚ _ дп" 
ӧп' = рр = 8(p -рь) 8рь, 
др; 


得 出 : 
(1 +F), (20.9) 
р, 
我 们 强调 ,在 推导 (2.14) 式 时 还 没 利 用 ps 与 NAV 的 具体 依赖 关系 ,因此 我 们 有 权 
在 这 里 利用 此 关系 式 [ 指 (2. 14) 一 译注 ] 来 寻求 上 述 依赖 关系 [ 当然 ,等 式 (20.9) 
也 可 以 借助 于 推导 (20.8) 式 时 用 过 的 那些 关于 顶 角 函数 的 诸 关 系 式 得 出 来 D]. 
考虑 上 面 的 等 式 我 们 看 出 ,(20.8) 式 中 的 花 插 号 变 为 零 , 所 以 
а М рь рь а | 8прь |. 
аш Г T аш ди 3(2т)° 
当 AT 一 0 时 ,我们 研究 的 对 象 则 是 气体 ,因此 在 这 个 极限 下 ,ps 与 МУ 的 依赖 
关系 不 管 怎样 都 应 与 气体 的 一 致 .用 这 个 条 件 可 确定 积分 (20. 10) 式 时 出 现 的 
常数 ,于 是 最 终 我 们 得 出 了 所 求 的 关系 式 (1.1): 
М 8mpr 





(20.10) 


V 3(2т)” 
$21 近 理 想 费 米 气体 格林 函数 


为 了 举例 说 明 图 技术 的 应 用 方法 ,在 $6 中 用 通常 的 微 扰 论 已 经 研究 过 
[В. М. Галицкий ‚ 1958 | 的 模型 框架 内 ,本 节 将 用 图 技术 计算 近 理 想 费 米 气 体 的 
格林 函数 . 注意 这 里 所 说 的 气体 ,是 指 粒 子 间 具 有 斥 力作 用 的 气体 ,只 要 最 终 计 
算 结果 仅 含 散射 幅 , 则 8 6 中 描写 的 方法 便 允 许 将 微 扰 论 运 用 于 这 种 相互 作用 . 

$14 指出 过 , 求 格林 函数 归结 为 计算 自 能 函数 3,(P)， 在 微 扰 论 的 一 级 和 二 级 
近似 下 , 自 能 函数 由 (14. 9) 和 (14. 10) 图 的 集合 给 出 . 在 此 ,把 它们 画 成 如 下 形状 : 





(21.1) 


Р Pile “р 





Ф ”有效 质量 公式 (2.11) 可 借助 关系 式 (17.17) 以 及 等 式 (19. 11) 和 (19.15) 推 导出 来 . 
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(21. 1a 一 pb) 包括 一 级 图 (14. 10а), (14. 9а) 和 二 级 图 (14. 10b 一 ec) (14. 9b 一 
c) ;后 者 与 前 者 的 区 别 , 只 在 于 对 内 实 线 的 修正 ;这 些 实 线 在 图 (21. 1a 一 b) 中 是 
以 粗 线 表示 的 ,因此 它们 所 对 应 的 不 应 是 理想 气体 格林 函数 G6'” ,而 应 是 修正 到 
一 级 项 的 函数 C. 最 后 ,(21.1c 一 d) 是 (14. 10d 一 e) 的 二 级 图 . 所 有 的 图 经 过 变 
形 , 使 其 结构 性 质变 得 更 为 明显 ;这 就 是 四 外 线 图 的 “梯形 ”级 数 之 前 几 项 ,在 四 
外 线 图 内 有 一 对 外 线 按 不 同方 式 相互 “短路 ”. 
现在 我 们 开始 计算 图 (21. 1a). 它 的 解析 式 为 : 
d0 


[iD = [VCO EP 0), 


0 =(9,,4), P=(w,p) (21.2) 
(其 中 省 略 了 公共 因子 5,。). 我 们 首先 对 do 求 积 分 . 但 是 ,由 于 因子 U(O) = 
7(g) 与 go 无 关 , 而 当 |9,| 一 o 时 Gx1/go, 所 以 必须 预先 明确 积分 方法 . 为 此 ， 
需要 回顾 图 (21. Та) 的 来 源 ,并 注意 图 中 的 实 线 对 应 于 同一 个 算 符 疙 内 一 对 乡 
算 符 的 收缩 . 这 就 是 说 , 它 和 包 * 取 在 同一 时 刻 ,并 且 当 收缩 时 它 * 位 于 ФМ 
边 . 换言之 ,在 坐标 表象 中 产生 的 G 函数 , 取 在 上 = 2, -0. 在 动量 表象 中 ， 
这 意味 着 对 (21. 2) 式 中 的 被 积 式 添 加 一 个 在 4 -0 时 取 极 限 的 因子 
exp( - 14,1). 现在 利用 公式 (7. 20) , 则 得 : 


Г = іх], =1 | VU(g) Np -а) 


Аир N(p) 为 粒子 的 分 布 函数 . 

ЕЊЕ VU(4g) ,只 当 9>1/m 时 才 显 著 地 依赖 于 g 的 大 小 ,这 里 7 为 场 
U(r) 的 作用 半径 ;这 些 g 值 (对 于 稀薄 气体 来 说 ) 显 然 比 p; 大 得 多 ,如 果 限 于 数 
{1р -psi <<1/7。, 则 对 于 这 些 g 值 将 有 N(p -g) ~0. 因此 (21.3) 式 中 的 U(g) 
可 以 换 成 0(0) ,并 从 积分 号 下 提出 来 PD. 剩 下 的 积分 等 于 气体 密度 n(y) 的 一 
半 ( 给 定 自 旋 投影 值 !) ,因此 [3],= -n(n) U0(0)/2. 

实 线 自身 封闭 的 图 (21. 1b) 给 出 了 [ 习 , =п(р)0(0). 所 以 ,两 个 图 对 马 的 
贡献 是 : 





dg 
(2T) 





(21.3) 


27. = п (и) 000) = 2"а)а, (21.4) 


式 中 а 为 根据 (6.2) 式 定义 的 散射 长 度 . 
(21.4) 式 中 也 含有 全 部 一 级 效应 . 在 这 种 近似 下 ,nz(1) 应 理解 为 理想 气体 
密度 п (ш) ,因此 ， 





Q@D ”于 是 不 难看 出 ,允许 误差 的 相对 数量 级 ~ (prro)”* ,因此 就 连 对 ppro 下 一 个 数量 级 的 各 项 也 影响 
不 到 . 
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ХЕ = 299 (ира. (21.5) 


为 了 向 前 计算 ,我们 引入 作为 辅助 记号 的 函数 FF, 它 由 下 列 梯形 图 定义 : 


Py Руа К 人 
ЕЕ 9 


(照例 ,P， +Р, =Р, +Р.). 其 解析 形式 为 : 


iF,; va( Ps ,Py;Pi,P,) =15,,,8.(Е) +Е), (21.7) 
其 中 Ш? = - НКР, -Р,), (21.8) 
4 рг 
122) 二 Је" (РЭР, -Р’) С° (Р, +Р, –Р')0(Р' -Р,) а Р .. 
(2т) 
(21.9) 


将 两 个 图 (21. 1с—а) 展开 ,并 用 F 2 把 它们 表达 出 来 ,可 得 ; 


[COPD -Je (OPCP 00 PT 


0 2) 4 
+2 [се (0) (Р,0зр,0) 2503 (21.10) 
[其 中 以 Fo) 代替 Fe 后 ,由 这 两 个 积分 可 得 出 (21. 5) 式 ]. 两 个 积分 前 符号 的 
区 别 与 图 (21. 1d) 中 封闭 闭 的 存在 有 关 ; 第 一 图 中 的 8 因子 给 出 5。5， = 5。 ,而 
第 二 图 中 的 8 因子 给 出 5.e5,， = 26... 

现在 来 计算 ЕО. 由 于 0(0)5 qo 无 关 , 所 以 对 dps 求 积分 归结 为 








~ а 7 
с (РЭб®(Р,+Р, -Р') 50. 
一 名 . т 


将 (9.9) 式 GW” 代 人 这 里 (并 考虑 到 |ps |-> 时 积分 是 收敛 的 ) ,我 们 在 复数 р, 
的 半 平 面 上 用 无 穷 大 的 半圆 图 来 封闭 积分 围 道 ;这 时 ,只 当 两 个 函数 6 的 极点 
位 于 不 同 的 半 平 面 上 ,积分 才 不 为 零 , 即 

вівп(р' 一 Pr) =sign( |р, +p -Р'| -pr), (21.11) 
最 后 我 们 得 到 : 
Е (Р, ,Р,;Р,,Р,) = 
О(р, -р') О(р' - рз) зівп(р - рь) Фр’ 
(2т) 





1 , р . А , 
о +з +2 [р + (ру +Р, -р')71 +i0 sign(p’ -рь) 


(21.12) 
(= о, ро, =р). 188,07 АН (21.11) К, ТЕН 
的 分 子 中 应 作 如 下 代 换 ， 


sign(p’ – рр) +1 – 0(р') -0(р, +р, -р’) 
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НЕ 0(р) ТК РАЖ (1. 10). 

我 们 在 $ 16 中 已 经 看 到 ,梯形 图 级 数 确 定 ( 真空 中 ) 双 粒 子 相 互 散射 幅 . 因 
此 (21. 12) 式 包含 对 散射 幅 各 一 级 项 的 修正 . 将 (21.8) 式 的 大”" 作 如 下 代 换 后 ， 
就 能 计 及 这 个 修正 : 


4 
О(рз р) - "Верь р.) 


(其 中 为 精确 到 二 级 的 真空 散射 幅 ) 呈 ,同时 从 Р 的 表达 式 (21. 12) 中 减 去 它 

在 真空 中 数值 的 实 部 , 即 当 pr =0,p =0 时 ,数值 w =P[2m,os =p2/2m, 它 们 分 

别 相应 于 两 个 真实 的 碰撞 粒子 的 能 量 ( 图 的 “物理 ”外 线 )， 此 后 便 可 以 用 能 量 

为 零 时 的 值 , 即 用 散射 长 度 a, 去 代 换 - Re №. МИН: 
FY(P,,P,;P,,P,) = 

- - (ze [1 -0(p') –ө(р, +р, +р’)] 


т 





wi +, +2 Гр" + (р, +P -р’)*] +10 + sign(p’ ~ ps) 
2т } Фр’ 
рі +р: -р? - (р. +р, -Р’)* 1 (2т)*` 
第 二 项 中 的 记号 P, 表 示 取 主 值 积分 ;这 是 利用 规则 (8. 11) 分 离 出 积分 实 部 的 
结果 . 
因为 (21. 13 ) 式 对 P, 和 已 是 对 称 的 ,(21. 10) 式 中 的 两 个 积分 相等 ,因此 


Г 10Р). а= 69 (0) Е (Р,03Р,0) 0 


(27)” 
将 (21.13) 式 的 第 一 项 代入 上 式 时 ,如 果 
sign(P -pr) = -sign(g -pr), (21.14) 
则 对 de 的 积分 不 等 于 零 ,因此 被 积 式 的 两 个 极点 重新 处 于 gq 的 不 同 的 半 平 面 
Е. 将 (21. 13) 式 的 第 二 项 代入 时 ,只 有 因子 cu(Q@) 与 ge 有 关 , 利 用 公式 (7.23 ) 
可 求 出 对 dq, 的 积分 ,并 给 出 NW(g) 一 一 理想 气体 粒子 的 分 布 函 数 , 即 阶 跃 淆 
数 0(4). 将 (21. 1a 一 4) 全 部 图 的 贡献 汇聚 起 来 ,结果 我 们 得 到 ; 


(еур) Ти (и)а +5 (wp), (21.15) 





(21.13) 








QD 切 勿 将 本 节 中 的 /与 准 粒子 相互 作用 函数 相 混淆 ! 

@ 在 (21.12) 式 中 不 能 进行 这 种 代 换 ,因为 p' 很 大 时 ,将 使 积分 发 散 . 但 施行 了 上 述 减 法 之 后 ( 当 
P'~ PF 时 ) 积 分 做 该 代 换 也 已 收敛 ,因而 可 以 进行 这 种 代 换 .只 减 去 积分 的 实 部 ( 相应 地 将 U 换 成 Re/) 是 
为 了 避 开 与 散射 幅 虚 部 有 关 的 困难 因为 当 动量 很 小 时 Re / 按 动 量 的 偶 次 宕 展开 ,而 Im / 按 动量 的 奇 次 
ЕЕС = $132). 所 以 考虑 了 的 动量 依赖 关系 时 ,将 得 出 相对 数量 级 为 (gra)? 的 修正 , 即 这 个 修 
正 是 可 以 忽略 的 . 而 将 品 换 成 -4mf/m, 则 需 考虑 /的 虚 部 ,这 时 将 得 出 相对 数量 级 为 pra 的 修正 ， 
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式 中 
У (шр) = (<) [{ ЕЯ ) -0(p+g-p Ша) -0(p')] 
о +ш+2- [9° -P (р +9 -р')?] +i0. sign(p’ -pr) 








-P 2m049) грб. (21.16) 
р +9 -p +(p+q-p') | (27) 
[积分 号 下 第 一 项 分 子 中 的 因子 0(4) - 9(p'), 当 满足 条 件 (21. 14) 时 则 换 成 
-sign(4 —pr)]. 
我 们 首先 指出 ,5 具有 虚 部 . 这 个 虚 部 可 以 借助 规则 (8.11) 从 (21.16) 式 中 
分 解 出 来 ,并 用 下 式 表 出 : 


Im Убор) = - (474) wf {0(0) [1 -0(p)I [1 -0(p+g-p")] - 


- [1-0(4) 10(р’)0(р+а-р’) } х 


с 


xs[ она + р" (рар?) э Ге 《21.17) 


[考虑 到 9 (р) =9(p) ,已 对 花 括 号 中 的 表达 式 作 了 变换 ]. 
准 粒子 能 谱 , 可 根据 (14. 13) 式 计算 出 来 , 即 


2 2 2 
el(p) = +а(и)а + [1 -pp ) (21.18) 


(在 3 ”中 , 按 需 要 的 精确 度 可 取 e=P?/2m). 卫 的 复数 性 表示 激发 有 衰减 (Im е 
=0). 

出 现 这 种 衰减 ,表明 准 粒子 是 不 稳定 的 ,这 种 不 稳定 性 与 准 粒子 可 能 有 实际 
裂变 过 程 有 关 . 准 粒 子 可 以 放出 自己 的 部 分 能 量 ,并 靠 它 产生 准 粒 子 对 (粒子 和 
空 穴 ). 作为 例子 ,我们 来 考查 (21. 17) 式 积分 号 下 花 括号 中 的 第 一 项 . 根据 阶 
牙 函 数 的 性 质 ,如 果 

р'>рь, |9+р-р'|>рь, Ч<рь, 
则 这 一 项 不 等 于 零 . 这 几 个 不 等 式 对 应 于 这 样 一 种 过 程 :在 此 过 程 中 , 初 动量 为 
PpP (p>ps) 的 准 粒子 转变 为 动量 为 p' 的 状态 (p >p' >ps) ,并 且 有 pp -p' 的 动量 传 
递 给 费 米 球 内 (动量 9 < pi) 的 粒子 ,后 者 被 激发 到 费 米 球 外 动量 为 g+p -p' 的 
状态 ;这 种 转变 相当 于 出 现 了 动量 为 -g( 空 穴 ) 和 gq +p -p' 的 两 个 新 的 元 激发 . 
(21.17) 式 中 的 8 函数 ,表明 在 这 个 过 程 中 遵从 能 量 守恒 定律 ,其 中 o + 人 起 着 
准 粒 子 初始 能 量 =(р 的 作用 : 
=(Р) ==(р’) +[=(4+р-р’) -=(4)] 

(此 处 ,在 一 级 近似 下 ,只 要 取 =(р) =р’/2т 就 够 了 ). 按照 上 面 指出 的 意义 ,以 
该 等 式 确定 的 能 量 e(P) ,确实 相应 于 费 米 球 外 (e >ш) 的 准 粒子 . 

与 此 类 似 , (21. 17) 式 花 括号 内 的 第 二 项 ,是 准 粒 子 对 产生 于 空 穴 的 过 程 . 
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此 项 给 出 了 能 量 为 = < 的 元 激发 的 衰减 . 用 图 技术 语言 来 说 , 准 粒 子 可 能 产生 
对 ,表现 为 可 能 通过 截断 三 条 实 线 (其 中 ,两 条 同方 向 ,第 三 条 反方 向 ) 而 将 C в 
数 图 分 成 两 部 分 . 在 图 (21.1c 一 d) 中 ,这 种 分 割 是 在 两 条 虚线 之 间 进 行 的 . 

弱 非 理想 气体 情况 是 特殊 的 (与 任意 费 米 液体 的 一 般 情 况 相 比 ) ,原因 在 
于 ,这 种 情况 中 的 准 粒 子 能 谱 , 不 仅 在 费 米面 附近 而 且 在 整个 动量 值 域内 都 有 意 
义 :因为 “气态 参数 ”ap; 本 是 一 个 很 小 的 量 , 所 以 准 粒子 衰减 (Im es) 相当 小 . 但 
是 ,这 里 我 们 只 对 两 种 极端 情况 得 出 最 终 的 计算 结果 

在 费 米面 附近 ( 1p -ps1 <<рь) ,得 到 : 

Веа=и+(р-р;‚)р,/т’, 

Д и Я т" НН (6. 14) #1 (6. 17) ле. 得 出 的 准 粒 子 衰减 为 : 


Im e = (ры) (р -Pr) sign(p -рь). (21.19) 


此 表达 式 与 (p - ps) 成 比例 具有 明显 的 来 源 : 所 出 现 的 一 个 因子 p - рь, 75550 
量 空间 一 个 区 域 ( 薄 球 壳 ) 的 厚度 , 准 粒 子 对 所 由 产生 的 准 粒 子 ,其 动量 即 属于 
此 区 域 . 还 有 一 个 同样 的 因子 , 则 是 在 其 中 产生 准 粒 子 对 的 壳 层 的 厚度 . 我们 
顺便 指出 ,这 些 见 解 对 任何 费 米 液体 都 是 适用 的 ,因此 在 费 米 面 附近 总 有 
Im ex (р-р) ?Ф. 

在 大 动量 的 情况 下 ,p >> pr( 但 仍 保持 pa <<1) ,我 们 有 : 

> 2р; 
87 (>= + Зтт!'“ ) -13 

在 两 种 情况 下 ,比值 mm Ке е 都 小 . Ч р ~ps 时 ,这 个 比值 迷 到 最 大 值 , 即 
使 在 这 里 它 ~ (руа)? <<1. 

最 后 ,我们 引入 弱 非 理想 气体 格林 函数 的 重 整 化 常数 值 ， 该 常数 可 用 如 下 
公式 算出 : 








а)?. _ (21.20) 


1 





1_, 9Х(о,р) 
7 = 


多 
до ө =0,р=рр 





(рва). (21.21) 





Ф ” 当 温 度 不 等 于 零 时 ,将 这 个 量 对 热平衡 分 布 求 平均 , 可 得 出 准 粒 子 训 减 与 既成 比例 的 结果 ,关于 
这 一 点 已 在 $1 ФНЧ. 


— зы 
一 时 


第 
超 
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现在 我 们 开始 研究 具有 另 一 种 全 然 不 同类 型 能 谱 的 量子 液体 ,这 种 能 谱 可 
ЯК Е ЖК В = ВЕЗЕ О. 

这 种 能 谱 的 特征 是 :元 激发 (液体 处 于 基态 时 不 存在 ) 能 逐个 地 产生 和 消 
失 . 但 整个 量子 力学 系统 (在 这 种 情况 下 是 指 整 个 量子 液体 ) 的 角 动 量 只 能 成 整 
数 改 变 . 所 以 逐个 产生 的 元 激发 应 具有 整数 角 动 量 ,因而 遵从 玻 色 统计 ， 凡 是 
由 自 旋 为 整数 的 粒子 所 构成 的 量子 液体 (液体 同位 素 He 就 是 这 样 ) ,在 任何 情 
况 下 都 具有 这 种 类 型 的 能 谱 . 

为 作 比 较 ,我 们 回忆 一 下 : 当 用 元 激发 谱 的 术语 来 描写 费 米 液体 时 [ 处 于 基 
态 的 液体 中 不 存在 元 激发 ( 见 8$1 未 ) ] ,这 些 元 激发 只 能 成 对 地 产生 或 消失 . 正 
因为 如 此 ,才能 使 这 种 谱 型 中 的 元 激发 具有 半 整 数 自 旋 . 

在 量子 玻 色 液体 中 ,小 动量 p( 即 波长 比 原子 间距 大 ) 的 元 激发 相当 于 通常 的 
流体 动力 学 声波 , 即 声 子 . 这 就 是 说 ,这 些 准 粒子 的 能 量 是 它们 动量 的 线性 函数 : 

ё =up, (22.1) 

АН и 为 液体 中 的 声速 上 式 可 由 通常 的 公式 ww = 3P/9p 得 出 ,而 且 不 需要 明 
确 是 在 温度 了 一 定 或 在 精 5 一 定 的 情况 下 取 微 商 ,因为 7 一 0 时 ,也 有 5—00. 

玻 色 液体 中 的 元 激发 数 , 当 Т0 时 趋 近 于 零 ,并 且 在 低温 情况 下 ,由 于 元 激 
发 的 密度 足够 小 ,因而 准 粒子 之 间 可 以 看 作 是 无 相互 作用 的 , 即 它们 构成 了 理想 





QD 这 种 量子 液体 理论 ,是 LAA. 朗 道 于 1940 一 1941 ВП .л. 卡 皮 查 发 现 液 氮 的 超 流 性 之 后 创 
建 的 . 这 些 发 现 , 给 全 面 发 展现 代 量子 液体 物理 竟 定 了 基础 . 

Ф 在 第 五 卷 $71, $72 中 曾 对 固体 中 的 元 激发 引入 了 声 子 的 概念 ， 必须 强调 ,微观 均匀 系统 ( 即 液 
体 ) 中 元 激发 的 动量 是 真实 动量 ,而 不 是 固体 晶 格 的 周期 性 场 中 那 种 准 动量 





$22 玻 色 型 量子 液体 中 的 元 激发 . 79. 





玻 色 气体 . 所 以 玻 色 液体 中 元 激发 的 统计 平衡 分 布 可 由 玻 色 分 布 公式 (其 中 化 
学 势 等 零 , 见 第 6 页 脚注 ) 给 出 : 
п(р) = [ec -1] (22.2) 
利用 这 个 分 布 ,并 知道 a(p) 在 p 很 小 时 的 依赖 关系 ,就 可 以 算出 液体 接近 
于 绝对 零度 的 热力 学 量 , 在 这 样 的 温度 下 ,液体 中 所 有 的 元 激发 事实 上 都 具有 很 
小 的 能 量 , 即 都 是 声 子 . 利用 固体 在 低温 下 热力 学 量 的 表达 式 ( 见 第 五 卷 $ 64)， 
就 可 以 立即 写 出 相应 的 公式 .它们 的 区 别 只 在 于 ,代替 固体 中 声波 三 个 可 能 的 
(一 个 纵 的 、 两 个 横 的 ) 极 化 方向 的 是 ,液体 中 只 有 一 个 ( 纵 的 ) 极 化 方向 ;因此 所 
有 热力 学 量 的 表达 式 都 应 除 以 3. 例如 ,对 于 液体 的 自由 能 ,就 有 : 


274 
т Т 








Е=Е,-Ү 5, (22.3) 
90( ћи) 
其 中 F, 为 液体 在 绝对 零度 时 的 自由 能 . 液体 的 能 量 为 
E=E У ТТ, (22.4) 
30( ћи) 
而 热 容 量 为 
СЕТ тт. (22.5) 
15( ри) 


它 与 温度 的 三 次 方 成 正比 . | 

声 子 的 色散 律 (22.1) ,只 在 准 粒 子 波 长 jp 大 干 原子 间距 时 才 成 立 ， 当 然 
随 着 动量 的 增加 ,se =s(p) 曲 线 偏离 了 线性 依赖 关系 ;曲线 的 以 后 走向 ,将 依赖 
于 液体 分 子 具 体 的 相互 作用 规律 ,因此 不 可 能 用 一 般 的 形式 确定 . 

在 液 氨 中 ,元 激发 的 色散 律 具 有 图 2 所 示 的 形状 :函数 e(p) 在 开头 的 一 段 
线性 增长 以 后 达到 极 大 值 , 然 后 开始 减 小 并 在 一 定 的 动量 值 p, 处 通过 极 小 值 0. 
系统 处 于 热平衡 时 ,其 中 大 多 数 元 激发 的 能 量 都 在 函数 s(p) 各 极 小 值 附 近 的 区 
域内 , 即 在 小 a(s =0 附近 ) 的 区 域内 ,以 及 在 e(po) 值 的 区 域内 ， 所 以 这 两 个 区 
域 特别 重要 . 在 p=po 点 附近 ,函数 e(p) 可 以 按 p -po 的 徊 展开 . 在 展开 式 中 ,不 
存在 线性 项 ,精确 到 二 级 项 时 有 : 

е =Д 08 (22.6) 
ЗН Д = (р), т" 为 常数 . 这 种 类 型 的 准 粒 子 称 作 旋 子 . 但 是 我 们 强调 ,这 两 
种 类 型 的 准 粒子 一 一 声 子 和 旋 子 ,只 是 对 应 于 同一 条 曲线 的 不 同 线段 而 已 ,因而 
它们 之 间 可 以 连续 地 转化 . 








Ф ”这 种 形状 的 谱 线 是 Л. Д. 朗 道 (1947 ) 基于 对 液 氮 热力 学 量 的 实验 资料 分 析 而 首先 提出 来 的 ;后 
来 ,这 种 谱 线 根据 中 子 散 射 的 实验 事实 已 得 到 证 明 . 
关于 这 种 类 型 能 谱 的 定性 理论 ,已 由 费 曼 (R.P. Feynman,1954) 给 出 ;参看 后 面 345 页 的 注解 . 
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液 所 能 谱 参 量 的 经 验 值 (在 密度 p = 0. 145 g/cm 的 情况 下 外 推 到 零 压 强 的 
(8) 0, 
и=2.4х10* сш/з, А =8.6 К, (22.7) 
Ро/Ё =1.9 х 10* ст, т” =0. 14 Ж(“Не). 
由 于 旋 子 能 量 总 包含 比 了 大 的 量 4, 当 温度 低 到 可 以 把 诸 旋 子 称 作 “ 旋 子 
气 " 时 ,后 者 的 描写 便 可 以 用 玻 尔 兹 曼 分 布 来 代 昔 玻 色 分 布 了 . 据 此 ,我 们 从 下 
列 的 玻 尔 兹 曼 气 体 自由 能 公式 出 发 来 计算 液 氨 热 力学 量 的 旋 子 部 分 : 








p/h/(10°cm!) 


图 2 


eV 


А а° 
= _ еў /7g р 
Е = Ма 5 | е т, т 


(2тй)° 

(МНЕ $41). 此 时 应 把 这 个 公式 中 的 М 理解 为 液体 中 的 旋 子 数 , 但 此 数 本 
身 决 定 于 热力 学 平衡 条 件 , 即 决定 于 自 由 能 取 极 小 值 的 条 件 ， 令 9F/9N 等 于 零 ， 
我 们 求 得 旋 子 数 为 : 





м, = Vf eqr (22. 8) 
( 当然 , 它 相当 于 化 学 势 等 于 零 的 琉 尔 兹 曼 分 布 )， 相 应 的 自由 能 值 为 : 
Ри = УТ |e ”dr 


现在 应 将 (22.6) 式 代入 这 两 个 公式 . 因为 pp >>m*T, 所 以 对 ар 积分 时 ,可 
足够 精确 地 将 疡 换 成 me ,并 将 因子 户 提 出 积分 号 外 . 被 积 函数 为 指数 函数 时 , 积 
分 区 域 可 以 遍及 - % 到 % 之 间 . 最 后 我 们 得 到 ， 

2(m’ Т) роу 
Е РТ Е НА: 


№ = е ЕР= -ТМи- (22.9) 





Ф ”我们 还 要 指出 , 液 氨 在 了 =0 АИЗО Н и = -7.16 К. 
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4 А: }. (22.10) 


3 А 3 
Sa = Мы (2+) Си = (чт 
我 们 看 到 ,各 热力 学 量 旋 子 部 分 的 温度 依赖 关系 基本 上 是 指数 函数 形式 的 . 
因此 ,在 足够 低 的 温度 下 (对 于 液 氨 ,大 约 低 于 0.8 KK), 旋 子 部 分 小 于 声 子 部 分 ， 
而 在 较 高 的 温度 下 情况 就 改变 了 ,这 时 旋 子 的 贡献 超过 声 子 的 贡献 . 


$23 起 流 性 


具有 上 述 类 型 能 谱 的 量子 液体 有 一 种 非凡 的 性 质 , 称 作 超 流 性 , 即 沿 毛细 管 
或 狭 缝 流 过 时 不 旺 出 任何 务 性 . 现在 我 们 从 研究 绝对 零度 时 的 液体 开始 ,这 时 
液体 处 于 它 的 基态 , 即 未 被 激发 的 态 . 

我 们 来 考查 以 恒定 速度 " 沿 毛 细 管 流动 的 液体 . 由 于 液体 与 管 壁 间 的 摩擦 
和 液体 本 身 的 内 摩擦 ,会 发 生 液体 动能 的 耗 散 , 因 而 流动 将 逐渐 变 慢 ,这 样 就 显 
НУ ЗЕЕ. 

最 好 在 随 液体 一 起 流动 的 坐标 系 中 来 研究 液体 的 流动 .在 这 个 坐标 系 中 毛 
是 静止 的 ,而 毛细 管 壁 则 以 速度 -sv 运动 . 在 有 黏 性 存在 的 情况 下 ,静止 的 氨 也 
会 开始 运动 起 来 . 这 在 物理 上 是 显然 的 ， 即 液体 被 管 壁 粘 附 时 ,不 可 能 刚 开始 就 
引起 液体 的 整体 运动 . 运动 的 出 现 必然 从 逐渐 激发 内 部 运动 开始 ,也 就 是 从 液 
体 中 出 现 元 激发 开始 的 . 

我 们 假定 在 液体 中 出 现 一 个 动量 为 了 ,能 量 为 e(p) 的 元 激发 . 于 是 ,液体 的 
能 量 Е, (在 液体 最 初 处 于 静止 的 坐标 系 中 ) 就 等 于 这 个 元 激发 的 能 量 е, 而 液体 
的 动量 P。 就 等 于 元 激发 的 动量 р. 现在 我 们 再 改 用 毛细 管 处 于 静止 的 坐标 系 . 
根据 力学 中 熟知 的 能 量 和 动量 的 变换 公式 ,对 于 这 个 坐标 系 中 液体 的 能 量 Е яп 
动量 尸 ,我 们 有 : 

Е =Е, +Р, *% Му Р=Р, +Мә, (23.1) 


其 中 W 为 液体 的 质量 . 将 se,p 代入 上 式 以 代 换 5 ,Р,, 0: 


2 





(23.2) 


Mv /2 这 一 项 是 流动 液体 的 初 动能 :表达 式 a。 +p о 是 由 于 出 现 激发 而 引 
起 的 能 量变 因为 运动 液体 的 能 量 应 该 减少 ,所 以 这 个 能 量变 化 应 当 是 负 的 : 
в+р ‘тъ <0. 
当 给 定 p 值 时 ,不 等 式 左边 的 量 在 p 和 wv 反 平 行 时 具有 最 小 值 ; 因 此 在 任何 
情况 下 都 应 有 5 -pv <0, В 


Е = р + 
ё+р № 5 


о>. (23.3) 
р 


这 个 不 等 式 至 少 对 元 激发 动量 p 的 某 些 值 应 当 是 满足 的 . 所 以 只 要 求 出 量 
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e]p 的 极 小 值 , 我 们 便 得 到 沿 毛细 管 运 动 的 液体 中 可 能 出 现 激发 的 最 终 条 件 . 
从 几何 上 来 说 ,比值 ep 是 从 坐标 原点 (在 p,s 平面 内 ) 到 曲线 e = e(p) 上 某 一 
点 所 引 直 线 的 倾角 之 正切 . 显然 , 它 的 极 小 值 决定 于 从 坐标 原点 向 曲线 所 作 的 
切线 之 切 点 ， 如 果 这 个 极 小 值 不 等 于 零 , 那 么 当 流速 不 太 大 时 ,液体 中 不 可 能 出 
现 激发 这 就 是 说 ,液体 流动 不 会 减 慢 , 即 液体 显 出 超 流 现象 . 

上 面 得 出 的 超 流 性 存在 的 条 件 ,就 其 实质 来 说 ,归结 为 要 求 曲线 a = e(p) 不 
在 坐标 原点 与 横 坐 标 轴 相 切 ( 撤 开 可 能 性 很 小 的 情况 : 即 曲线 前 方 的 某 一 点 与 
该 轴 相 切 ). 因此 ,任何 能 谱 , 只 要 其 中 足够 小 的 激发 是 声 子 的 话 ,都 会 引起 超 

“现在 我 们 来 研究 温度 不 等 于 绝对 零度 (虽然 接近 于 绝对 零度 ) 时 的 这 种 液 

体 . 在 这 种 情况 下 ,液体 并 不 处 于 基态 一 它 含 有 激发 ， 这 时 上 述 讨论 本 身 自 
然 是 有 效 的 ,因为 在 这 些 讨论 中 并 没有 直接 利用 液体 最 初 处 于 基态 这 一 情况 . 
液体 相对 于 管 辟 的 运动 , 当 满 足 上 述 条 件 时 仍旧 不 能 在 液体 中 引起 新 的 元 激发 . 
但 是 ,有 必要 说 明 在 液体 中 已 有 的 激发 是 怎样 出 现 的 . 

为 此 ,我 们 想象 “ 准 粒 子 气体 "作为 一 个 整体 以 速度 相对 于 液体 作 平 动 . 
作 整 体 运 动 气体 的 分 布 函 数 可 以 由 静止 气体 的 分 布 函数 求 出 ,这 里 只 要 把 粒子 
的 能 量 е 换 成 。-p .ov 便 可 ,其 中 pp 为 粒子 的 动量 .对 于 通常 的 气体 来 说 ,这 种 
情况 是 伽利略 相对 性 原理 的 直接 结果 ,并且 可 以 简易 地 借助 由 一 个 坐标 系 变换 
到 另 一 个 坐标 系 的 方法 予以 证 明 . 但 在 我 们 所 研究 的 这 种 情况 下 ,不 能 直接 运 
用 这 样 的 论证 ,因为 准 粒子 气体 不 是 在 真空 中 运动 ,而 是 “ 穿 过 液体 "运动 .虽然 
如 此 ,从 下 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,这 种 论断 还 是 有 效 的 . 

设 激发 气体 以 速度 v 相对 于 液体 运动 .我 们 来 考查 这 样 一 个 坐标 系 (坐标 
Я К) ,在 这 个 坐标 系 中 激发 气体 作为 整体 处 于 静止 ,而 液体 相应 地 以 速度 о 
送 动 . 根据 变换 公式 (23. 1) ,流体 在 坐标 系 开 中 的 能 量 巨 与 在 液体 处 于 静止 的 
坐标 系 (坐标 系 K,) 中 的 能 量 EB 之 间 的 关系 式 为 : 

Е =Е,-Р, о Мо, 

设 在 液体 中 出 现 一 个 能 量 为 (р) (ЕЖА Кур) 的 元 激发 这 样 ,在 坐标 系 天 
中 液体 的 附加 能 量 是 a -了 ,9 ,这 就 证 明了 上 面 所 作 的 论断 @. 

因此 准 粒 子 气 体 (对 于 单位 体积 气体 ) 的 总 动量 为 : 


P= [pn(s-p “1 ) ат. 





Ф 对 于 玛 色 液体 中 的 准 粒 子 来 说 ,an( s) 是 分 布 函 数 (22. 2)， 应 注意 ， 超 流 动 性 条 件 { "< № 
好 与 保证 表达 式 n(8 сро) ТЕН СЯ Е А. 
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我 们 假定 速度 v 很 小 ,于 是 可 以 把 被 积 式 按 р о МЕЛ. 当 对 矢量 p 的 方向 
求 积 分 时 零 次 项 消失 了 ,而 保留 : 


~ рро) 4, 
2 
或 对 p 的 方向 求 平均 后 ,得 
yf/_dny, (23.4) 
73 | 人 а р 97. 


首先 我 们 看 到 , 准 粒 子 气体 的 运动 伴随 着 一 定 质 量 的 迁移 :单位 体积 气体 的 
有 效 质量 决定 于 (23. 4) 式 中 动量 了 与 速度 v 之 间 的 比例 系数 ， 另 一 方面 ,譬如 
я 和 毛细 管 时 , 毫 不 妨碍 准 粒子 同 管 壁 发 生 磁 撞 和 交换 动量 .最终 , 激 

气体 将 停止 不 动 ,就 像 任何 通常 的 气体 流 经 毛细 管 时 的 情况 一 样 . 

因此 ,我 们 得 出 下 面 的 基本 结论 : 当 温 度 不 等 于 绝对 零度 时 ,一 部 分 质量 的 
液体 ,其 行为 如 同 正常 黏 性 液体 一 样 ,在 运动 时 “黏附 "在 容器 壁 上 ;而 其 余部 分 
质量 液体 的 行为 则 如 同 无 茜 性 超 流 液体 ， 此 时 极为 重要 的 是 ,在 “彼此 穿 过 ”的 
这 两 部 分 质量 的 液体 之 间 没 有 摩擦 , 即 它 们 之 间 不 发 生动 量 传递 .实际 上 ,在 研 
究 作 匀速 运动 的 激发 气体 中 的 统计 平衡 时 ,我 们 得 知 :就 存在 一 部 分 质量 液体 对 
于 另 一 部 分 质量 液体 的 相对 运动 . 但 是 ,如 果 在 热平衡 态 中 能 够 发 生 任 何 相 对 
运动 , 那 就 是 说 ,运动 时 并 不 伴 有 摩擦. 

我 们 强调 ,把 液体 当 作 正 常 的 和 超 流 的 两 “部 分 ”的 “混合 体 ” 来 研究 , 只 不 
过 是 便于 描述 量子 液体 中 所 发 生 的 现象 的 一 种 表达 方法 而 已 . 这 绝 不 意味 着 可 
以 把 液体 真正 分 成 两 个 部 分 . 正如 用 经 典 术 语 对 量子 现象 所 作 的 任何 描述 一 
样 , 它 并 不 是 完全 适合 的 .实际 上 应 当 说 :在 量子 玻 色 液体 中 可 以 同时 存在 两 种 
运动 ,其 中 每 一 种 运动 都 与 自己 的 有 效 质量 有 关 ( 因 此 这 两 种 质量 之 和 等 于 液 
体 总 的 真实 质量 ). 这 两 种 运动 中 ,一 种 是 “正常 "运动 ， 即 具 有 与 通常 粘 滞 液 体 
的 运动 相同 的 性 质 ;而 另 一 种 是 “ 超 流 ”运动 . 这 两 种 运动 彼此 间 不 发 生动 量 
传递 . 

因此 ,就 流体 动力 学 的 意义 来 讲 , 玻 色 液 体 的 密度 可 以 表示 成 正常 部 分 与 超 
流 部 分 之 和 的 形式 :p =p, +p,, 其 中 每 一 部 分 都 与 自己 的 流体 动力 学 速度 w 和 
有关. 超 流 运 动 的 重要 性 质 是 它 有 标 势 性 : 

У xy, =0. (23.5) 


这 一 性 质 是 下 述 事实 的 宏观 表示 :波长 大 的 ( 即 动量 小 的 ) 元 激发 都 是 声 
子 一 一 声 子 . анана певали вА 
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它 的 振动 中 ,并 由 条 件 (23.5) 来 保证 (在 8$26 中 我 们 还 要 讨论 它 的 根据 ) ©. 
当 了 =0 时 ,正常 部 分 的 密度 p, =0; 而 液体 只 能 作 超 流 运动 ， 当 温度 不 等 于 
绝对 零度 时 ,p, 由 公式 (23.6) 给 


-村 | ( -jpdr. (23.6) 
为 了 计算 声 子 对 p, 的 贡献 ， оз 6) 式 中 取 e = ир: 


= dn 4 np ар 
73и Јо ЧР (2тћ)>° 





(p,) 声 = 
进行 分 部 积分 后 ,得 : 


4 г 4тр? dp 4 
= дт. 
(ел) =з), Рот тия | 2797 


这 里 剩 下 的 积分 不 是 别 的 ,而 是 单位 体积 声 子 气体 的 能 量 ; 取 (22.4) 式 的 能 量 ， 
最 终 得 : 





4Еһ 2’ 
Зи? У 45 и’. 

为 了 计算 旋 子 对 p, 的 贡献 ,应 注意 到 :由 于 旋 子 可 以 用 玻 尔 效 曼 分 布 来 描 
述 ,所 以 对 于 旋 子 来 说 dn/de = -n/T, 并 由 (23.6) 式 ,我 们 有 








(р) ж = (23.7) 


(р) и = 于 | паа 
我 们 假定 p =po ,这 时 仍 具有 足够 的 精确 度 ,并 取 (22.9) 式 的 Na ,我 们 得 到 : 
(р, )ж = Ма - 2097) 2р. 
377 (тут 
当 温度 非 常 低 时 , 声 子 对 po, 的 贡献 比 旋 子 的 大 得 多 . 在 温度 0.6 К 时 ,两 者 的 贡 
献 大 约 相等 ,但 温度 稍 高 一 些 , 旋 子 的 贡献 就 占 了 优势 

随 着 温度 的 升 高 , 越 来 越 多 质量 的 液体 将 变 成 正常 液体 ， 当 达到 等 式 р, =p 
成 立时 的 温度 , 超 流 性 将 完全 消失 . 该 温度 称 作 液 体 的 A 点 , 它 是 第 二 级 相 变 
ЖФ. 定量 公式 (23.7 一 23.8) 在 A 点 附近 当然 是 不 适用 的 ,因为 在 此 处 准 粒 子 

的 浓度 变 得 大 了 ,所 以 准 粒 子 这 一 概念 本 身 在 很 大 程度 上 已 失去 了 意义 . 
我 们 还 要 谈 谈 溶解 在 液 氨 中 杂质 原子 的 行为 问题 ;这 里 假定 杂质 的 浓度 如 
此 之 低 , 以 致 可 以 认为 它 的 原子 间 无 相互 作用 [ 开 Д. Ландау, И. Я. 





e 4 (23.8) 





Ф ”这 里 所 指 的 是 :流体 是 无 界面 的 ， 当 存在 自由 表面 时 ,也 可 能 有 表面 毛细 波 出 现 (这 将 使 表面 张 
力 具 有 一 定 的 温度 依赖 关系 一 一 见习 题 1) . 

О 在 本 教程 的 另 一 卷 (第 六 卷 ) 中 ,对 超 流 液体 的 流体 动力 学 作 了 详细 的 叙述 . 

Ф ”温度 低 于 这 一 点 的 液 氮 , 称 作 氨 工 . 诸 A 点 在 P,7 平 面 的 相 图 上 构成 一 条 曲线 . 这 条 曲线 在 
2.19 K 时 与 滚 汽 平衡 曲线 相交 . 
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Померанчук ,1948 ]. 

在 液体 中 有 杂质 原子 存在 ,将 引起 相应 于 这 种 原子 在 液体 中 运动 的 新 的 能 
谱 支 出 现 ; 当 然 ,由 于 杂质 原子 与 液体 原子 之 间 的 强烈 的 相互 作用 ,这 种 运动 实 
际 上 是 液体 原子 也 参与 了 的 集团 效应 . 这 种 运动 可 以 用 总 的 守恒 动量 p 来 描 
述 ， 因 此 ,在 液体 中 将 出 现 新 类 型 准 粒 子 (其 数目 等 于 杂质 原子 数 ) ,这 种 准 粒 子 
ВЕЕ е, (p) 是 动量 的 某 一 函数 . 在 热平衡 的 情况 下 ,这 些 准 粒子 的 能 量 将 集中 
在 函数 sa (Pp) 的 各 极 小 值 中 最 小 的 一 个 附近 . 事实 上 这 里 所 说 的 杂质 是 指 同位 
素 He ,一 些 经 验资 料 指明 ,这 个 最 小 值 位 于 p =0 处 ;在 此 位 置 附近 , 准 粒子 能 
量 为 


еж (р) =, (23.9) 
2m 





其 中 有 效 质量 т”, =2.8 “He 原子 质量 . 

杂质 的 准 粒 子 同 声 子 和 旋 子 碰撞 时 发 生 相 互 作用 ,因此 杂质 准 粒 子 也 包含 
在 液体 正常 部 分 的 成 分 之 中 . 由 于 这 些 准 粒子 的 浓度 很 小 ,它们 的 热 分 布 为 玻 
尔 兹 曼 分 布 ,并 且 它 们 对 p, [按照 (23.6) 式 的 定义 ] 的 贡献 可 由 如 下 公式 给 出 : 

№. 0 М 
(ра) = Бъ = уту, (23.10) 
式 中 Nj.AV 是 单位 体积 中 杂质 原子 数 . 
习 题 

1. 试 来 液 氨 在 绝对 零度 附近 时 表面 张力 系数 w 对 温度 的 依赖 关系 的 极限 
规律 (K.R. Atkins,1953 ). 

解 :系数 a 是 液体 单位 表面 积 的 自由 能 [ 见 第 五 卷 (154.6) 式 ]. 这 个 量 可 
按照 第 五 卷 的 公式 (64.1) 算 出 来 , 式 中 频率 mw, 现在 与 表面 振动 有 关 ， 在 二 维 的 
情况 下 ,将 求 和 疏 为 (对 振动 的 波 矢量 ) 求 积分 ,需要 引入 因子 аА (20), 
2mkdk/(2m)"， 进行 分 部 积分 后 ,我 们 求 得 : 

Бак _ _ В. Е? Че 
2т = Qo0 17 | er 
(ao 为 了 =0 时 的 表面 张力 系数 )， 在 温度 足够 低 的 情况 下 ,只 有 小 频率 即 长 波长 
的 振动 是 主要 的 ,这 种 振动 形成 流体 动力 学 的 毛细 波 , 对 于 这 种 情况 米 说 ,w* = 
Qk Ир = 0 /pl(p 为 液体 的 密度 )， 因 此 
А _ В. р. 2/3 „® одо 

290 чт) е р 
( 式 中 积分 具有 迅速 的 收敛 性 ,因此 允许 将 积分 上 限 换 成 无 穷 大 ). 算出 积分 
( 见 第 五 卷 §58 脚注 ) 便 得 到 如 下 结果 : 


а = 0, +Т | ш(1 -ет"/) 


0 
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7/3 2/3 
Т 





ДГА 7 
-eT (F) (37) =% -0 13 абвя. 
当 温 度 低 到 可 以 把 全 部 液体 质量 当 作 是 超 流质 量 时 ,这 个 结果 就 是 液态 ‘He 的 
ў Ф. 

2. 试 求 运动 的 超 流 液体 中 杂质 粒子 的 色散 律 е, (р), дж р 
Ё 20 (р) (1. Bardeen,G. Baym,D. Pines,1967). 

解 :在 静止 液体 中 (了 =0 时 ) 加 入 动量 为 质量 为 到 的 杂质 原子 后 ,在 液体 
原来 静止 的 坐标 系 中 液体 的 能 量 和 动量 分 别 是 ,=e% (р,),Р, =р,. 而 在 液 
体 以 速度 9 运动 的 坐标 系 中 ,根据 (23.1) 式 则 有 : 


а = а, 


Е == (ро) +ро ‘0 +1(М+т)а, Р =р, +(М+т)ә, 
由 此 可 见 , 运 动 液体 加 入 杂质 原子 时 ,其 能 量 和 动量 的 改变 等 于 
(0) та? 
2 28% (Ро) +р "ov +, Р =ру+то 
把 es 用 pp 表达 之 ,我 们 求 得 : 
en(p)=ew (p-mv)+p'v – 7. 
当 小 " 值 时 , 若 精确 到 一 次 项 , 则 对 于 (23.9) 形 式 的 能 谱 007 (р), ЖЖ: 


ex (р) =: +0 人 站 





$24 液体 中 的 声 子 

从 声波 的 经 典 图 像 过 渡 到 量子 表述 时 ,流体 动力 学 量 (液体 的 密度 .速度 等 
等 ) 都 要 换 成 用 声 子 的 酒 没 算 符 C, 和 产生 算 符 Cr 所 表达 的 算 符 .现在 我 们 来 扒 
导 这 些 物理 量 的 表达 公式 . 

应 当 注意 ,在 声波 的 经 典 描述 中 ,液体 密度 是 要 受到 微 振动 的 ,振动 频率 和 
波 矢量 之 间 的 关系 为 w =ш. 液体 的 速度 和 密度 的 变化 部 分 p' р-р, (р, 
度 的 平衡 值 ) 都 是 同一 数量 级 的 小 量 . 波动 中 的 液体 运动 是 有 势 的 , 即 它 可 以 用 
速度 标 势 p 来 描述 ,并 按 下 式 确定 速度 : 


9 =Уф, (24.1) 
液体 的 速度 和 密度 之 间 是 以 连续 性 方程 9p'/9t = – (ро) = - род о 
ё. - -р,Аф (24.2) 





由 ”在 费 米 液体 ( 液 "He) 中 ,由 于 7 一 0 时 粘 灌 性 无 限 增 大 ,因而 我 们 所 研究 类 型 的 毛细 波 ( 如 通常 
音 的 体积 波 一 样 ) 是 不 存在 的 . 
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联系 起 来 的 . 声波 中 的 液体 能 量 ， НН РЯ: 
Е- (2+ кор =) ах. (24.3) 


илон тае ния НАВ 
和 p' 的 平方 项 
本 来 我 们 可 以 完全 类 似 于 处 理 晶体 中 的 声 子 那 样 ( 见 第 五 卷 $72) 进行 量 
子 化 手续 . 但 是 ,这 里 我 们 选择 了 多 少 不 同 的 方法 , 它 表明 方法 论 上 有 某 些 可 借 
鉴 之 处 . 我 们 首先 研究 用 微观 变量 (粒子 的 坐标 ) 表达 的 液体 的 密度 和 速度 
算 符 . 
在 经 典 理论 中 ,液体 的 密度 p 和 质量 流 密 度 j 可 以 表示 对 所 有 粒子 取 和 的 
形式 ; 
р(г) = У т,5(г,-^), Ир) = 5 Pa(r -站 
(7。 和 ,为 粒子 的 径 矢量 和 动量 ) ;这 两 个 函数 对 某 一 体积 的 积分 ,将 分 别 给 出 
该 体积 中 液体 的 总 质量 和 总 动量 ， 当 过 滤 到 量子 理论 时 ,这 两 个 函数 将 换 成 相 
应 的 算 符 . 密度 算 符 具有 同样 的 形式 : 
P(r)= > т.в(г, ғ), (24.4) 
而 流 密度 算 符 为 
Кг) = У {5.8(r 7) +8(7, - 0. (24.5) 


式 中 p。 = - У. 是 粒子 的 动量 算 符 @. 

现在 我 们 来 求 r+ М г’ ЖЖ (г) 和 6(r') 的 对 易 规则 ;因为 不 同 粒子 的 算 符 
是 可 对 易 的 ,所 以 为 简单 起 见 ,我 们 只 研究 (24. 4 一 24.5) 求 和 式 中 的 一 项 ， 展 开 
对 易 子 时 ,将 (л, т) У, (л, -7) 形 的 算 符 变 成 如 下 形状 : 

8(м, -7)ViS(r -7) = (г, -г) (У 8(г-г’)) +8(м, -г)8 (г, 一 r Vi 
这 里 第 一 项 中 的 V 8(r -zr') 简 单 地 表示 5 函数 的 梯度 ;由 于 这 一 项 里 有 8(r, г) 
因子 ,因而 可 以 用 V 8(г-г’) КУ, 5( г, т). 最 后 我 们 得 到 : 

Pr') -P(r f(r) = 1 (У 5(г-г))). (24.6) 
现在 我 们 根据 定义 





@ 为 简单 起 见 , 令 系统 由 一 个 粒子 构成 , 可 想 而 知 О (г) =m8(r -r) 对 波 函 数落 (rm ) 的 态 求 
平均 ,将 得 出 Са (лт дуя) х ети) 12. 采用 类 似 的 方法 , 算 符 Fr) 的 平均 可 给 出 流 密度 的 正确 
表达 式 : 

(21) 4" (г) У (ғ) -yr VY (г) 
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= 二 (6 +9) 


引入 液体 速度 算 符 坟 以 代替 久 ， 定义 算 符 5 和 1 的 对 易 规则 要 求 :和 j 的 对 易 子 应 
得 出 表达 式 (24. 6)， 容易 验证 ,为 此 要 取 
6(r)6(r') 007) (г) = -ih(v 8(r 7)). 
(此 时 应 考虑 到 算 符 6(r) 和 P(r') 的 明显 的 可 对 易 )、 最 后 , 取 0(r) = уф (г), 8 
们 便 得 到 密度 算 符 和 速度 势 算 符 之 间 的 对 易 规则 : 
ФОР) О) р) G(r) = іё л) (24.7) 
(这 里 当然 可 以 写 出 密度 变化 部 分 的 算 符 5’ р-р, 来 代替)， 规 则 (24.7) 与 粒 
子 坐 标 和 动量 之 间 的 对 易 规 则 相 类 似 ;就 此 意义 来 说 ,p' 和 p 这 两 个 量 在 该 情况 
下 起 着 正则 共生 的 广义 “坐标 "和 广义 “动量 "的 作用 . 
利用 建立 对 易 规则 (24.7) 的 表达 式 (24.4 一 24.5) ,我 们 现在 来 写 出 二 次 量 
子 化 表象 中 的 算 符 史 和 6'( 即 把 这 两 个 算 符 用 声 子 的 潭 没 算 符 和 产生 算 符 表达 出 
来 ) ,同时 要 求 它们 满足 规则 (24. 7)， 对 此 可 写成 : 
6(7) -т У (бе Аве 
其 中 4 为 待定 系数 ; 求 和 遍及 大 而 有 限 的 液体 体积 Vy 内 的 所 有 波 矢量 之 值 @. 


算 符 C ,Cr 遵从 下 列 玻 色 对 易 规则 : 


ССр -CiC, = 5. (24.8) 
я тая, ЕВ АЛА РЕНН ОЖ: 
(пъ = ИС, т, ) = (Сіп, 1) = Ил. (24.9) 


式 中 ni 为 声 子 状态 的 占有 数 . 

然而 ,以 下 我 们 要 用 的 不 是 薛 定 请 算 符 9(r) ,而 是 海 森 堡 算 符 6(i,r)， 只 要 
在 下 列 和 式 的 每 一 项 简单 地 引入 频率 为 on = uk 的 因子 exp( +iwb), 便 容易 从 
$6(7) 得 到 海 森 伯 算 符 : 


$(&,г) -万 > (А Сует + A Сеет") 
《对比 $9 的 开头 部 分 中 对 少 算 符 所 作 的 叙述 )， 密度 算 符 P'(i,r) 应 以 关系 式 
(24.2) 与 算 符 9(:,r) 相 联系 ,因此 它 可 由 同样 的 和 式 得 出 ,但 和 式 中 的 乘 子 应 


以 i4spok/u 代替 А,. 此 后 ,需要 在 满足 对 易 规 则 (24.7) 的 条 件 下 确定 乘 子 4,. 
结果 得 到 如 下 的 最 终 表 达 式 : 





中 ”与 粒子 少 算 符 不 同 , 实 量 算 符 p 是 厄 米 的 , 它 同时 包含 声 子 的 产生 算 符 和 漂 没 算 符 . 注意 ,这 个 
性 质 (与 量子 电动 力学 的 场 算 符 的 性 质 相同 ) 与 声 子 场 中 “粒子 ”" 数 不 守恒 有 关 ， 
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^ ћи 12 i "i А -i г-и 
Ф(Е,г) = У 人 ) (С,е!<* г 0 Сре Chk:r эу, 


1/2 


ВЕ 入 1 У 人 + -i г-и 
бт) = У Ц) (бест Срем). (24.10) 
k 


事实 上 ,将 这 两 个 表达 式 代 和 人 对 易 规则 (24. 7) 的 左边 ,并 考虑 到 (24.8) 式 , 便 得 
到 所 要 求 的 8 М: 


а 1 А А+ АА Ще (ле 
ту 之 (С.С -Ci Cr)e "= 





. 3 
= -т У лга о 一 -118(г-г’). 


同样 不 难 证 明 , 在 (24.3) 式 的 积分 中 以 = УФБ Ко 和 p', 从 而 得 到 液体 哈 
密 顿 量 所 应 具有 的 形式 : 





й- У whk (Cr 6, +5), 
其 本 征 值 等 于 Хип, +1/2). 这 正 符合 能 量 为 e = ип 的 声 子 的 概念 . 


声波 中 的 液体 的 能 量 表达 式 (24. 3) 旋 是 下 列 精确 表达 式 的 展开 式 中 (在 零 
次 项 以 后 ) 的 头 两 项 : 


Е = | [2 +pe(p) 4х 


[ 式 中 e(p) 是 单位 质量 液体 的 内 能 ]. 在 上 述 积分 中 将 yg 和 p 分 别 换 成 # = V6 和 
P=po +P' 式 中 6 和 P' 由 (24.10) 式 定义 ] , 则 该 积分 就 可 作为 液体 的 精确 哈密 顿 


=. 
=: 


Й = | | Р" +ре(р) | ах (24.11) 


(把 动能 算 符 写成 对 称 形式 . PB6 72 ,以 便 成 为 厄 米 算 符 )， 并 且 极 为 重要 的 是 ， 
p 和 gp 恰好 是 正则 共 因 的 “广义 坐标 和 广义 动量 ” ,因此 必定 能 通过 它们 表达 出 
哈密 顿 量 . 这 一 点 可 从 下 述 事 实 看 出 : (24. 10) 的 两 个 算 符 所 遵从 的 对 易 规 则 
(24.7) 是 一 个 精确 的 规则 , 即 在 导出 它 的 过 程 中 ,任何 地 方 都 没 利用 振动 的 微 
小 性 . 

这 个 哈密 顿 量 的 展开 式 中 更 高 级 (三 级 以 上 ) 的 各 项 表达 了 声 振动 的 非 简 
谐 性 ,用 声 子 图 像 的 术语 来 说 ,就 是 描述 了 声 子 的 相互 作用 . 这 些 项 ,对 于 同时 
改变 若干 声 子 占有 数 的 牙 迁 都 有 矩阵 元 . 因而 它们 起 着 引起 声 子 各 种 散射 和 裂 
变 过 程 的 微 扰 作用 . ЕТ, С, ТСС 本 身 的 矩阵 元 当然 具有 前 面 的 (24. 9) 的 
形式 ,正如 微 扰 论 中 通常 的 做 法 一 样 ,这 里 是 利用 了 使 非 微 扰 哈密 顿 量 对 角 的 表 
象 . 我 们 列 出 三 次 项 和 由 次 项 的 表达 式 : 
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й = | [2 1% + (1. а |а, (24.12) 
и) [ече (24.13) 


$25 简 并 近 理 想 玻 色 气体 


使 用 接近 于 绝对 零度 时 的 弱 非 理想 玻 色 气体 模型 ,可 明显 地 看 出 玻 色 型 能 
谱 的 基本 性 质 . 在 这 一 节 里 ,采取 类 似 于 在 86 中 对 费 米 气体 的 处 理 方 法 来 研 
究 这 个 模型 中 .因而 $6 所 作 的 关于 简 并 近 理 想 气 体 模 型 的 普遍 性 质 的 全 部 叙 
述 ,同样 也 适用 于 现在 所 研究 的 情况 . 比如 说 , 弱 非 理想 性 [气体 参数 o(MP 
<<1ia 为 散射 长 度 ] 的 条 件 ,可 以 照 以 前 的 一 样 ,表述 为 粒子 微小 动量 条 件 
(6.1) 的 形式 :pa/i <<1®. 

玻 色 子 (假设 它们 是 无 自 旋 的 ) 成 对 相互 作用 系统 的 哈密 顿 量 ,其 形式 与 
(6.6) 式 的 区 别 只 在 于 无 自 旋 下 标 : 


Ы! 2 入 十 入 1 了 和 + 和 + 和 入 
Н= ха, а, +2 > (рарз\01р,р.) а; ааа, (25.1) 
(对 全 部 动量 下 标 求 和 ). 粒子 的 淹没 算 符 和 产生 算 符 现在 满足 对 易 规则 : 
4,4, -GD =1. 
也 和 $6 中 一 样 , 按 小 动量 的 假定 ,将 (25. 1) 中 所 有 的 矩阵 元 再 用 它们 在 零 动量 
时 的 值 来 代替 ,于 是 


把 微 扰 论 用 于 这 个 哈密 顿 量 , 出 发 点 在 于 下 述 见 解 : 在 理想 玻 色 气体 的 基态 
上 ,全 部 粒子 都 处 在 凝聚 体 中 , 即 处 于 能 量 为 零 的 态 上 占有 数 NN,.。= No = №; Щ 
р 70 时 ,No =0( 见 第 五 卷 $62). 近 理 想 气体 在 基态 和 在 各 弱 激 发 态 上 ,占有 数 
ЖАТА ,但 远 小 于 宏观 大 数 No аа, = W = 远大 于 1 的 事实 ,意味 着 表 
达 式 


2 0] 
_ Р A+a со 入 十 入 + 入 入 
Н= У _@, 0, +52 0050,0 (25.2) 


йа аа, =1 
Ла, ,io 的 本 身 , 因 此 忽略 2 和 tr 的 不 可 对 易 性 时 , 便 可 以 把 它们 看 作 普 通 的 
(等 于 VN В) Ж. 
运用 微 扰 论 ,意味 着 现在 要 在 形式 上 将 (25.2) 式 的 四 重 求 和 按 小 量 6 ,ar 





Ф 下 面 我 们 所 阐明 的 方法 属于 H. H. 博 总 留 波 夫 (1947). 他 把 这 种 方法 运用 到 百色 气体 ,是 首尾 .。， 
一 贯 以 微观 方式 推导 “量子 液体 "能 谱 的 最 早 例证 . 

: © 下 面 我 们 将 会 看 到 ,在 简 并 玻 色 气体 中 大 多 数 粒子 (“ 凝 聚 体 "除外 ) 都 具有 动量 p ~ 和 i VaN/T， 

对 于 这 样 的 动量 ,上 面 指出 的 不 等 式 确 是 成 立 的 . 
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(ро) МЕЛ. 展开 式 的 零 次 项 等 于 
ава а, а, = at. 
一 次 项 是 不 存在 的 (由 于 在 这 类 项 里 不 能 遵从 动量 守恒 定律 ). 二 次 项 为 
а У (Ga „+4, а’, +4а/а,). (25.4) 
限于 精确 到 二 次 量 时 ,可 在 (25. 4) 式 中 以 总 粒子 数 М а = №. 在 
(25.3) 这 一 项 里 ,应 估计 到 更 精确 的 关系 式 : 
аё + У а, а, =М. 
结果 ,(25.3 一 25.4) 式 各 项 之 和 变 为 
М+МУ (4,4 +42, t+207 6). 
把 它 代 入 (25.2) 式 ,我 们 得 到 哈密 顿 量 的 下 列表 达 式 : 


2 


六 № Р л+л № А 入 入 十 入 十 入 十 入 
Н=5 7 + 之 220, а, + >, (2,0 _,+0,а`,+2а,а,). (25.5) 


(25.3) 


р -Р 


此 表达 式 的 第 一 项 ,在 一 级 近似 下 决定 了 气体 的 基态 能 量 Е,, ПРЕ М 的 微 商 
相应 地 为 了 =0 时 的 化 学 势 : 


№ М 
Е, 0, =. (25.6) 


27 
(25.5) 式 中 其 余 各 项 决定 了 对 E, 的 修正 和 气体 弱 激 发 态 的 能 谱 . 
(25.5) 式 中 的 积分 U6, 还 应 当 通 过 真实 的 物理 量 一 一 散射 长 度 a 表达 出 
来 . 这 在 二 次 项 中 可 以 直接 按照 公式 (6.2) 得 出 ;UV。 =4т?а/т. 而 在 第 一 项 ， 
则 需要 用 更 精确 的 公式 (6.5) 表 达 ,该 公式 顾及 了 散射 幅 中 的 二 级 玻 恩 近似 ， 并 
且 这 里 所 指 的 是 凝聚 体 两 个 粒子 的 碰撞 问题 ,相应 地 应 当 在 (6.5) 式 的 求 和 中 
Жр, =р, =0,Di = -p;=p, 因 此 有 : 
_4mh a 1 +47 a 1 ) ， 
т И р 
将 此 式 代入 (25.5) 式 , 便 得 到 哈密 顿 量 : 
-ak (| + 5, 2.) А 
те У (аа жаа, 2а;а,) + > Раа, (25.7) 
为 了 确定 能 级 ,需要 将 算 符 2, ,6; 作 必要 的 线性 变换 ,以 使 哈密 顿 量变 成 对 
角形 . 现在 我 们 引入 新 的 算 符 & , ,根据 定义 ， 


~ А в А 
а, =и,Б, +2001, а, = и, +1,6_,, 


而 且 要 求 它 们 满足 算 符 和 а, 所 满足 的 同样 的 对 易 关 系 ， 





0, 
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bh, 0 
不 难看 出 ,为 此 必定 有 : 世 00 =1. 考虑 到 这 一 点 ,就 可 把 线性 变换 写成 如 下 形 
5: 

5 о, Е КА +18, (25.8) 
量 疙 应 当 这 样 确定 ， ЕН (5,585 Б:,). 经 简单 的 计算 
得 出 : 





1. рр 
,= a () 3 }, (25.9) 
其 中 引入 了 两 个 记号 : 
в(р) = [ар + (2) | ， (25.10) 
Ата М у? 
= (у) (25.11) 
这 时 哈密 顿 量 取 如 下 形式 : 
Н=Е, + У е(р)б;0,, (25.12) 


px0 


式 中 





N 2 1 р? 2 
Е = ти + = е(р) -A - ти + 
о 2, | 2т 


3 4 
т и 
25.13 
2 2 р? | ) 


由 (25. 12) 形 式 的 哈密 顿 量 和 算 符 b, ,5; 的 玻 色 对 易 关系 可 以 推断 :6; 和 8 
旋 是 遵从 玻 色 统计 ,能 量 为 es(p) 的 准 粒子 的 产生 算 符 和 淹没 算 符 .对 角 算 符 
六 2 的 本 征 值 就 是 动量 为 已 的 准 粒 子 数 由 ,而 公式 (25. 10) 决 定 了 准 粒子 能 量 
对 动量 的 依赖 关系 (重新 用 n, 表 示 准 粒子 占有 数 , 以 区 别 于 气体 真实 粒子 占有 
数 N,). 于 是 我 们 所 研究 气体 的 弱 激 发 态 能 谱 便 完全 确定 . 

量 已 是 气体 的 基态 能 量 ， 以 对 Vd?p/(2m) 求 积分 代替 对 离散 的 p 值 (在 
体积 V 中 ) 求 和 ,经 计算 得 到 下 列表 达 式 : 


_27h а№ 128 
B= [+ 28 ја. 7] (25.14) 


( 李 政 道 ,杨振宁 ,1957). 关于 气体 ( 当 了 =0 时 ) 的 化 学 势 ,相应 地 有 : 


ат 
_9 _4тй? ам [1+5 32 аА |. (25.15) 


ида селле Ая, 但 是 下 一 项 就 不 能 再 用 上 述 方 
法 计算 了 . 这 一 项 应 含有 体积 ,如 Vy“ ,而 这 一 级 的 量 值 不 仅 与 二 重 磁 撞 ,而 且 也 
与 三 重 碰撞 有 关 . 








$25 简 并 近 理 想 玻 色 气体 . 93. 





当 动 量 值 很 大 (p >> ти) В, (25.10) ЖЕЖ РЕВ р’/2т, АТА, 
体 单个 粒子 的 动能 . 

当 动 量 很 小 时 (p << ти), ДЖ ==ир. ЛАЗ, ЖЖ и 与 气体 中 的 声速 相 
同 ,因此 根据 $22 的 一 般 证 明 , 这 种 表 式 也 符合 声 子 的 情况 . 当 了 =0 时 ,自由 
能 与 能 量 如 相等 ,于 是 取 ,的 展开 式 中 的 主要 项 ,我 们 求 得 压强 : 





而 得 到 的 声速 为 = VsP/ap( 式 中 pp =mNAY 为 气体 的 密度 ) 并 与 (25. 11 ) 式 相 
同 . 

应 当 指 出 ,在 我 们 所 研究 的 玻 色 气体 模型 中 ,散射 长 度 a 一定 是 正 值 (粒子 
之 间 具 有 排斥 相互 作用 ). 这 一 点 ,在 形式 上 由 下 述 事实 就 可 看 出 , 即 在 已 得 出 
的 能 量 公 式 中 , 当 a <0 时 将 会 出 现 虚数 项 . 条件 c > 0 的 热力 学 意义 是 ,在 该 玻 
色 气 体 模 型 中 它 必须 遵从 不 等 式 (3P/9V); <0. 

元 激发 (它们 的 占有 数 平均 值 为 元 ) 的 统计 分 布 , 当 温 度 不 等 于 零 时 可 简单 
地 由 玻 色 分 布 公式 (22. 2 ) 得 出 . 气体 真实 粒子 按 动量 的 分 布 入 ,可 以 用 算 符 
а, 6, 求 平均 的 方法 算出 来 . 利用 (25. 8) 式 ,并 考虑 到 乘积 _,b, 和 了 * 了!, 不 具有 
对 角 和 矩阵 元 这 一 性 质 ,可 得 : 


N, = (25.16) 
这 个 表达 式 ,当然 只 在 pz0 时 才 成 立 ， 动量 为 零 的 粒子 数 为 
= _ _ м _ _ У — 3 
М = рУ N,N ты Гӯ, р. (25.17) 


特别 是 ,在 绝对 零度 时 所 有 n, =0, 于 是 借助 (25. 9) 式 我 们 可 由 (25. 16) 5 
得 到 如 下 形式 的 分 布 函数 中 ; 
№ = тц“ 
” 2=(р){е(р) +р’/2т + ти? } 
( 当 了 =0 时 ,的 平均 值 与 精确 值 相 等 ;因此 去 掉 了 字母 上 的 横 线 )， 当 然 , 玻 
色 气 体 的 非 理 想 性 ,即使 在 绝对 零度 时 也 会 出 现 动量 不 为 零 的 粒子 ;很 容易 求 出 
(25. 17) 式 中 的 积分 [其 中 N, 由 (25. 18) 式 确定 ] ,因而 得 出 : 


m=w[ ]. (25.19) 


Ф 应 当 指出 ,上 共有 给 定 动量 值 的 粒子 数 极 大 值 ( ~p?N, ) Ерић ~ WaNZ7 附 近 , 这 里 由 e(p) 的 一 
个 极限 表达 式 过 渡 到 另 一 个 极限 表达 式 . 这 种 情况 已 在 90 页 的 注解 中 说 过 了 . 





(25.18) 
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最 后 ,我 们 还 要 对 这 里 所 得 的 能 谱 作 以 下 的 说 明 : 当 p 小 时 , 微 商 de/dp > 
0, 就 是 说 =(р) 曲线 从 初始 的 切线 = ир 起 向 上 弯曲 . 在 这 种 情况 下 ( 见 下 面 的 
$34) 将 发 生 能 谱 的 不 稳定 性 ,这 与 准 粒 子 ( 声 子 ) 可 能 具有 的 自发 裂变 有 关 . 
但 是 ,由 于 相应 的 能 级 宽度 很 小 ( 当 p 小 时 与 成 正比 ) ,因而 并 不 损 及 在 所 研 
究 的 近似 程度 下 得 到 的 表达 式 . 


$26 ЕЖЕ 


ЖЕ $ 23 里 我 们 已 经 谈 过 ,在 液 氮 中 超 流 性 的 出 现 或 消失 都 是 以 第 二 级 相 变 
的 方式 发 生 的 . 这 种 相 变 总 是 与 物体 性 质 的 某 种 质变 有 关 . ЕЖЕ А 点 的 
情况 ,这 种 质变 可 以 用 宏观 方法 描写 为 液体 超 流 成 分 的 出 现 或 消失 . 以 更 深刻 
的 微观 观点 来 说 ,这 里 所 指 的 乃 是 液体 (真实 的 !) 粒子 按 动 量 分 布 的 确定 性 质 . 
正 是 在 超 流 液体 中 (与 非 超 流 液体 不 同 ) ,有 限 比率 的 粒子 (具有 宏观 大 的 粒子 
数 ) 具 有 严格 等 于 零 的 动量 ;这 些 粒子 在 动量 空间 中 构成 了 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 
聚 体 (或 简称 凝聚 体 ). 注意 ,在 理想 玻 色 气体 中 , 当 了 =0 时 气体 的 全 部 粒子 都 
变 成 浇 聚 体 ( 见 第 五 卷 $ 62 ) 而 在 近 理 想 气体 中 ,也 几乎 是 所 有 粒子 都 变 成 凝聚 
Ж. 在 粒子 间 具 有 强烈 相互 作用 的 玻 色 液 体 这 种 情况 , 当 了 =0 时 处 于 凝聚 体 中 
的 粒子 数 的 比率 绝 不 能 接近 于 1. 

现在 我 们 要 说 明 怎样 用 水 算 符 的 术语 来 描述 玻 色 - 爱 因 斯 坦 族 聚 的 性 质 

对 于 理想 玻 色 气体 一 一 无 相互 作用 的 玻 色 子 系统 , 它 的 海 森 伯 y 算 符 可 写 
成 如 下 的 显 形式 由: 





А 1 i р? 

(i,r) - 广 > а, xp{ „- 321. (26.1) 
ЖЕ $25 中 我 们 已 作 过 说 明 : 可 以 忽略 算 符 6 和 ti 的 不 可 对 易 性 , 即 把 这 两 
个 算 符 看 作 是 经 典 量 . 换言之 ,(26. 1) 式 的 部 分 少 算 符 是 普通 的 数 ,这 一 部 分 
我 们 用 与 来 表达 : 


与 = 一 . (26.2) 


为 了 表达 任意 玻 色 液体 在 一 般 情 况 的 少 算 符 的 这 种 性 质 , 应 当 指出 ,由 于 
在 凝聚 体 中 总 具有 宏观 上 大 数 的 粒子 ,所 以 当 这 个 粒子 数 增 减 1 时 ,实质 上 并 不 
改变 系统 的 状态 ,因此 可 以 说 ,由 于 向 凝聚 体 添 入 (或 取出 ) 一 个 粒子 ,结果 由 一 
定 的 入 个 粒子 系统 状态 得 出 了 N+1 个 粒子 系统 “同样 的 "状态 @. 比如 说 ,基态 


Ф 见 (9.3) 式 . 我 们 假设 气体 粒子 是 无 自 旋 的 ,因此 没有 自 旋 下 标 . 在 (26.1) 式 中 ,也 考虑 了 理想 
玻 色 气体 当 7 了 =0 时 化 学 势 凡 =0, 因 此 省 略 了 指数 中 -At/ 声 这 一 项 . 
@ 添 人 或 取出 粒子 ,应 想象 为 进行 得 无 限 缓慢 ,这样 就 排除 了 变化 的 场 对 系统 的 激发 . 
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仍然 保持 为 基态 . 使 凝聚 体 中 粒子 数 改变 1 ОЯН у ВНЕ, іе, 
此 按 定义 就 有 : 

ЕИт,№М+1) =Ет,№, Е*!т,М№) =Е* т,М+1). 
这 里 记号 |m,N) 和 |m,N+1) 表 征 系统 中 仅 粒 子 数 不 同 的 两 个 “相同 的 ”状态 ， 
而 访 是 某 一 复数 ,这 些 论断 在 № оо 的 极限 情况 下 是 严格 成 立 的 . 因此 ,各 这 
个 量 的 定义 应 写成 如 下 形式 : 


Пи (т,М1 т, М +1) = 5, 
№ о 


Шо (т, +1121, №) =". (26.3) 
这 是 液体 在 给 定 的 有 限 密度 值 NV 时 趋 于 极限 的 . 
у= 5+", р = 5° кр". (26.4) 


则 算 符 的 剩余 (“ 非 凝聚 体 ” ) АИО Вр" ' 一 一 译注 ) 将 使 状态 lm,N) 变 为 与 
其 正 交 的 状态 , 即 矩 阵 元 为 @; 
lim (т, МЕЧ т М + Г) =0, lim (т, +11307 Іт,№) =0. (26.5) 

在 Мо 的 极限 ,状态 lm,N) 和 1m,N+1) 之 间 的 差别 完全 消失 ,就 此 意义 
ЖИ, 这 个 量 是 算 符 多 对 这 个 态 的 平均 值 ， 我们 强调 ,此 极限 值 有 有限 是 含有 凝 
聚 体 的 这 种 系统 的 特点 ， 

等 式 (26.3) 已 透彻 表明 了 后 ,后 :的 “ 算 符 " 性 质 ,此 外 ,可 以 认为 它们 与 它 ， 
业 “可 对 易 .特别 是 ,在 对 基态 求 任何 平均 时 , 算 符合 ,全 К 7, 7 ( 即 
与 经 典 量 的 行为 相同 ). 我 们 再 强调 一 次 :由 于 凝聚 体 中 粒子 数 是 个 宏观 量 , 因 
而 这 种 近似 就 意味 着 只 忽略 那些 相对 数量 级 很 小 的 量 1/N®. 

如 果 波 函数 的 时 间 依赖 关系 决定 于 哈密 顿 量 谨 ' = 应- 及 ,那么 与 这 个 量 就 
与 时 间 无 关 . ЕЕ, Нл (т, МА т, М+1Е Я 

exp{ -LE(N+1) -Е(М) - (++ № |, 

但 这 个 指数 函数 的 指数 为 零 ,因为 精确 到 ~1/N 时 ,E(N+1) - ЕСМ) = и. 

在 均匀 的 静止 液体 中 ,与 同样 也 与 坐标 无 关 ,因而 适当 地 选取 该 复 变量 的 
相位 ,容易 得 出 : 








Ф ”为 了 避免 误会 ,我 们 再 不 厌 其 烦 地 提醒 一 次 :这些 等 式 只 对 应 于 “同样 " 态 之 间 的 跃迁 ! 
@@ 特别 是 , 取 这 种 精确 度 时 ,对 于 系统 中 粒子 数 之 差 相同 (不 大 的 ) 的 各 不 同 状态 之 间 的 牙 迁 来 说 ， 


应 当 认为 算 符 儿 的 各 牙 迁 矩阵 元 都 相同 . 
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所 = wm ， (26.6) 
式 中 nw。 是 单位 体积 液体 中 凝聚 体 的 粒子 数 . Зр ЕЕ “与 是 凝聚 体 中 的 粒子 数 
密度 算 符 ,而 这 个 算 符 的 平均 值 恰好 是 n。. 
由 于 凝聚 体 的 存在 ,使 得 玻 色 液体 粒子 的 密度 和 矩阵 本 质 上 有 别 于 通常 液体 
中 的 密度 矩阵 .在 均匀 玻 色 液体 的 任意 状态 ,密度 矩阵 以 下 列表 达 式 定义 ; 
Мр( г, ‚г, = (т, МІ" (г, ) Br ) т, №), (26.7) 
而 且 该 函数 只 依赖 于 r=r, -7, 这 个 差 [ 见 (7.13)]. 将 (26.4) 形 式 的 由 算 符 代 
人 上 式 并 考虑 (26.3) 式 和 (26.5) 式 的 性 质 ,我 们 得 到 : 
Np{(risr) =no + Np’'(r,,r,). (26.8) 
“ 非 凝 聚 体 " 密度 矩阵 六 当 1m - r,1 一 % 时 趋 近 于 零 ; 但 密度 矩阵 р 这 时 趋 近 于 
有 限 的 极限 值 mwZN. 这 表明 在 超 流 液 体 中 存在 着 通常 液体 所 没有 的 “远程 有 
序 ” 性 ,而 在 通常 的 液体 中 当 |r, г, [оо 时 总 是 op 一 0. 这 就 是 使 液体 的 超 流 相 
有 别 于 非 超 流 相 的 对 称 性 质 (B. Л. 金 兹 堡 ,A. Д. 朗 道 ,1950 ;0. Репгозе 1950). 
利用 密度 矩阵 的 传 里 叶 分 量 , 按 公式 


N(p) =N fp(r)e 7а? (26.9) 


[ 比较 (7. 20) 式 ] 可 确定 出 液体 粒子 按 动量 的 分 布 . 将 (26.8) 式 中 的 p 代入 上 
式 ,得 到 : 





N(p) = (2т)°п5(р) +N [27 (кете dx (26.10) 


带 有 8 函数 的 一 项 相应 于 动量 严格 等 于 零 的 粒子 的 有 限 概率 . 

如 果 在 液体 中 发 生 超 流 运动 ,或 液体 处 于 非 均 名 且 不 稳定 的 外 界 条 件 下 
(但 该 条 件 只 在 比 原子 间距 大 的 距离 上 才 有 重大 的 改变 ) , 那 就 仍旧 会 发 生 玻 色 
- 爱 因 斯 坦 凝 察 , 但 已 不 能 肯定 液体 将 出 现 p =0 的 状态 . 以 前 根据 (26. 3) 式 定 
义 的 量 仿 ,现在 是 坐标 和 时 间 的 函数 , 它 具 有 凝聚 态 中 粒子 波 函 数 的 意义 . 它 的 
归 一 化 条 件 为 | 各 1? =n, ,因此 可 以 把 它 表 达成 

S(t,r) = то (т) ее", (26.11) 

因为 有 宏观 大 数 的 粒子 处 于 凝聚 态 , 这 个 态 的 波 函 数 变 成 为 经 典 的 宏观 
量 D. 因此 ,在 超 流 液体 中 将 出 现 新 的 宏观 态 ( 其 中 包括 热力 学 平衡 态 ) 的 特性 . 

根据 波 函 数 (26. 11) 算 出 的 流 密度 是 : 


. Морев Бн ћ 
Лик 25-05 У -ЕБ УЕ) = пу Ф, 


式 中 m 为 液体 粒子 的 质量 . 就 上 式 本 身 意 义 来 说 , 它 是 凝聚 体 粒子 宏观 的 流 密 





中 ”这 类 似 于 每 个 态 中 光子 的 占有 数 很 大 时 ,电磁波 场 强 变 成 了 经 典 量 的 情况 ( 对照 第 四 卷 85). 
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度 ,因而 可 以 把 它 表 为 ть, 的 形式 ,这 里 v ,是 该 运动 的 宏观 速度 . 对 比 两 个 表 
达 式 ,得 : 
vvg. (26. 12) 
m 


因为 这 种 运动 可 以 在 热力 学 平衡 态 ( 用 量 仿 描述) 发 生 , 所 以 它 是 一 种 无 耗 散 的 
运动 ,因此 (26. 12) 式 决定 了 超 流 运动 速度 ， 这 样 一 来 ,我 们 又 得 出 在 $23 中 已 
经 提 到 的 超 流 运动 的 性 质 , 即 它 的 标 势 性 . 同时, 发现 速 度 势 og (在 精确 到 常数 
因子 时 ) 与 凝聚 体 波 函数 的 相位 是 相等 的 : 
Ф = Ф. (26.13) 
但 是 为 了 避免 误解 ,应 当 强 调 :虽然 凝聚 体 的 速度 与 液体 超 流 成 分 的 速度 相 
同 (即使 凝聚 体 和 超 流 成 分 在 A 点 同时 出 现 ) ,凝聚 体 密度 mm 与 超 流 成 分 密度 
p: 彼 此 绝 不 相同 ， 毫 无 疑问 , 绝 没有 理由 把 这 两 个 量 混为一谈 ,混淆 这 两 个 量 的 
错误 还 可 以 由 下 列 事实 看 出 :在 绝对 零度 时 ,液体 全 部 质量 都 是 超 流 的 ,然而 绝 
非 全 部 液体 粒子 都 处 于 凝聚 体 中 吃 . 


$27 凝聚 体 密度 对 温度 的 依赖 关系 


凝聚 体 中 粒子 数 密度 在 7=0 时 最 大 ,而 温度 升 高 时 密度 降低 . 该 密度 对 温 
度 的 依赖 关系 当 ?7-0 时 的 极限 规律 ,可 借助 研究 宏观 量 一 一 凝聚 体 波 函数 д 
МЕЖ Н (В. А. Ferrell, №. Menyhard , Н. Schmidt, Е. ЗебмаЫ ‚ Р. Szepfalusy ， 
1968). 


АЕ ЕЯ НЕ, ТРЛР. 
因此 ,为 了 计算 涨 落 原 则 上 应 该 利用 这 个 算 符 . 另 一 方面 ,在 绝对 零度 附近 长 波 
振动 在 宏观 量 涨 落 谱 中 起 着 主要 作用 .液体 中 这 些 振动 乃 是 流体 动力 学 宏观 方 
程 所 描述 的 声波 ,因而 有 可 能 独立 地 使 与 量子 化 来 建立 对 应 于 这 个 量 的 算 符 . 

在 这 种 情况 下 ‚РН Е = по exp(iG6) 来 说 ,直接 与 公式 (26. 13 ) 的 超 流 
速度 势 有 关 的 相位 更 ,在 长 波 极限 下 涨 落 最 强烈 . 我 们 提醒 一 下 ,p 和 这 两 个 
量 都 不 是 单 值 的 , 即 它们 有 可 加 的 任意 常数 , 因此 , 单 值 的 量 Vi 只 能 通过 的 
微 商 表达 ,所 以 wm 的 涨 落 的 傅 里 时 分 量 将 包含 波 矢 天 的 多 余 的 震 , 即 对 于 小 
,该 分 量 是 很 小 的 . 

相位 @ 与 速度 势 p 的 关系 ,可 以 直接 将 @ 与 描写 液体 中 声 子 分 布 的 量 联 
系 起 来 . 为 此 ,我 们 把 p 因而 也 把 @ 看 作 是 二 次 量子 化 算 符 ,并 根据 (24.10) 式 








Ф ”事实 上 , 液 氨 中 凝聚 体 的 密度 ,看 来 只 是 总 液体 密度 的 一 小 部 分 ， 
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通过 声 子 的 产生 算 符 和 淹没 算 符 将 钊 展开 : 


人 ^ mu 0 ір * r/h А+ ром 
= и С МУ 27.1 
Ф >, (275) (Ce тере ) ( ) 


(把 非 微 扰 的 液体 密度 写成 p = пт 的 形式 ,这 里 n 是 粒子 数 密度 ,并 略 去 下 标 
0). 如 上 所 述 ,宏观 量 Е 的 算 符 , 即 算 符 多 的 长 波 部 分 ,可 以 表 成 如 下 形式 : 
Ф= /техр(:Ф), (27.2) 
式 中 mo 为 凝聚 体 的 粒子 数 密度 . 
首先 ,我 们 利用 这 个 公式 来 计算 玻 色 液体 的 “ 非 凝 聚 体 "粒子 (在 小 动量 值 
的 情况 下 ) 按 动量 的 分 布 . 在 单 粒 子 的 密度 矩阵 р(г, ,г,) Е, ЧЕ и, - к, 1 
大 时 ,就 可 以 利用 少 算 符 的 长 波 表 达 式 (27.2) : 
No(r ,ғ,) = (фе (л) (т) = т (е- od). (27.3) 
这 里 是 对 给 定 温度 的 液体 状态 取 平 均 . 由 于 涨 落 很 小 ,应 当 将 这 个 表达 式 按 辐 
ЗЕ ЕР ,这 时 只 保留 前 几 个 未 消失 的 (二 次 ) 项 . ЕФ‘ =Ф, ПИЗ. 
No{risr) = п - т (Ф (ғ) ) +n (Br,) Br,)). (27.4) 
第 三 项 当 1r: – к, |-> 时 趋 于 零 ,并 给 出 所 求 的 密度 矩阵 的 非 凝 聚 体 部 分 (在 均 
名 液体 中 第 二 项 根本 与 7 无关, 它 给 出 对 凝聚 体 密度 的 修正 , 稍 后 将 用 另 一 种 方 
法 计算 这 个 修正 )， 利用 (27.1) 式 ,可 将 非 凝 聚 体 部 分 变 成 如 下 形式 ， 











р п 1 А+А ip: (р-р A + (РР 
Мр’(г, ,‚г,) = 7 406, Сует от (C6) еол. 
_ поти 1 1 ір е (лу ло) /н 
= ур 之 7 (№ + }® А 
式 中 


将 求 和 变 为 求 积 分 ,有 : 
поти гп, +1/2. а 
№, 二 0 ip* (гр -г2) ИВ _ ар _ 
ртт) = е РТ; 


当然 ,此 表达 式 只 对 来 自 小 动量 pP( 即 ћ/р 大 于 原子 间距 离 ) 的 贡 Жду. 
(27.5) 式 中 的 被 积 式 可 直接 确定 粒子 按 动量 的 分 布 : 


N(p) = |( и, +}. (27.6) 


(27.5) 





当 了 =0 时 ,此 公式 给 出 : 


N(p) =5 





(27.7) 


(J. Gavoret, Ph. Noziéres ,1964) , 当 Tz0 и << 了 ;于 是 
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ттт 
N(p) = 
п 


(Р. С. Hohenberg ,P. С. Магіп, 1965) 现在 可 以 确定 凝聚 体 密度 对 温度 的 依赖 关 
Ж. 按 定 义 , 我 们 有 : 


(27.8) 








п(Т) =п- [мс ТЕ (27.9) 


如 果 直 接 将 (27. 6) 式 代 人 此 公式 , 则 积分 由 于 零 振 动 而 发 散 ， 这 种 情形 ,与 
(27. 6) 式 不 适用 于 大 动量 有 关 , 并 意味 着 不 能 只 用 这 种 方法 计算 凝聚 体 在 7 
=0 时 的 密度 值 ,该 密度 值 在 这 里 应 认为 是 给 定 的 量 . 为 了 确定 所 求 的 对 温度 
的 依赖 关系 ,需要 从 mm(7) 中 减 去 它 在 7=0 时 的 值 ,这 时 积分 已 收敛 . 结果 我 
们 得 到 ， 

т(Т) -mo(0) ти гп Ф? 

0 0 | р р 








п, (0) п ) р (211) 
2 © 2 
= „То. (27.10) 
2T пий Јо e 一 1 12 пи 


在 计算 时 ,我 们 忽略 了 液体 总 密度 对 温度 的 依赖 关系 ;由 于 液体 的 热膨胀 (与 声 
子 的 激发 有 关 ) 正比 于 更 高 的 温度 的 朝 次 一 一 7 ( 见 第 五 卷 867) ,所 以 作 这 样 
ЖЕН. 


$28 超 流 密度 在 人 点 附近 的 行为 


在 $23 中 已 经 谈 过 , 玻 色 液 体 的 超 流 密度 的 比率 р/р 随 着 温度 的 升 高 而 减 
小 ,并 在 第 二 级 相 变 点 ( 称 作 液体 的 A 点 ) 变 为 零 . A 点 的 温度 7 是 压强 P 的 函 
数 ; 方 程 了 =7T,(P) 决 定 了 P,T 平 面相 图 上 诸 和 A 点 所 构成 的 曲线 . 

在 第 二 级 相 变 的 普遍 理论 中 ,物体 状态 的 改变 是 以 表征 物体 对 称 性 质 的 序 
参数 的 行为 来 描述 的 ， 对 于 玻 色 液体 的 A 相 变 来 说 ,凝聚 体 波 函数 名 就 起 着 这 
种 参数 的 作用 ,在 $26 中 曾 说 过 , 它 描 述 液 体 中 的 “远程 有 序 ” 性 . 与 是 一 个 复 
数 就 说 明 : 序 参数 有 两 个 分 量 ,并 且 系 统 的 有 效 哈密 顿 量 ( 见 第 五 卷 $147) 只 与 
| 加 | 有关, 也 就 是 说 ,对 于 入 一 e* 和 名 (a 为 任意 实数 ) 的 变换 ,哈密 顿 量 是 不 
变 的 . 

ЖЖ А 相 变 的 实验 资料 证 明 ; 对 这 种 相 变 , 朗 道 相 变 理 论 得 以 
适用 的 区 域 并 不 存在 . 因为 不 论 在 A 点 邻 域 的 任何 地 方 ( 即 不 论 在 IT - 71 << 
7 范围 内 的 任何 地 方 ) 都 不 满足 第 五 卷 (146. 15) 这 一 判 据 , 因此 ,描述 这 种 相 





Ф 已 得 出 的 对 于 任何 玻 色 液体 都 成 立 的 各 公式 ,当然 与 $25 中 得 出 的 弱 非 理想 玻 色 气体 的 各 公式 
是 一 致 的 . 在 比较 时 ,应 考虑 对 于 弱 非 理想 气体 来 说 no л, р 小 的 条 件 为 :p << mu ~ 有 (an)12， 
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变 的 性 质 需 要 运用 第 二 级 相 变 的 涨 落 理 论 ,该 理论 可 以 将 各 种 量 对 温度 的 依赖 
关系 相互 联系 起 来 . 
序 参数 (因而 也 包括 凝聚 体 的 密度 по) 当 7 一 亿 时 对 温度 的 依赖 关系 由 临 
界 指数 В 给 出 ( 见 第 五 卷 §$ 148); 
ГЕЙ = Vno << (Т, - Т)". (28.1) 
但 我 们 更 感 兴趣 的 是 超 流 密度 p. 的 行为 问题 ,为 计算 p, ,我 们 来 研究 这 样 的 
液体 :在 该 液体 中 凝聚 体 波 函数 的 相位 Ф 在 空间 作 缓 慢 的 变化 . 这 就 是 说 ,在 
液体 中 发 生 速 度 为 (26.12) 式 的 宏观 超 流 运动 ,单位 体积 液体 相应 的 动能 为 : 
р ? 


5 8 р 


此 表达 式 也 可 以 用 于 序 参 数 的 长 波 涨 落 . 根据 标 度 不 变性 的 假设 ,在 相 变 
点 邻 域 决定 涨 落 状况 的 唯一 的 长 度 参数 , 乃 是 涨 落 的 关联 半径 г. 因而 ,该 参数 
也 用 来 确定 这 样 数量 级 的 距离 ,在 该 距离 内 相位 Ф 的 涨 落 变 化 的 数量 级 为 1; 所 
以 , 涨 落 速度 平方 的 平均 值 随 温度 的 变化 规律 为 : 

Рег. (Т, Т)”. 
АН и 为 关联 半径 的 临界 指数 . 另 一 方面 ,因为 热力 学 量 在 相 变 点 的 特性 恰好 
与 长 波 涨 落 有 关 ,自然 可 以 认为 :在 该 点 的 邻 域 , 涨 落 动能 (28.2) 与 液体 热力 学 
势 的 奇异 部 分 一 样 按 同样 规律 即 (T， -7T)” “(这 里 a 是 热 容量 C, 的 临界 指数 ) 
随 温度 改变 .因此 求 得 : 
ps p(T - Т) о (Т, - Т)?“ 
从 而 p,x (Т, -7) 2， 最 后 ,考虑 关系 式 


Зи -2 а (28.3) 
《根据 标 度 不 变性 的 假设 得 出 一 一 见 第 五 卷 $ 149 ) ,最 终 得 到 : 
pc (和 一 们 2 (28.4) 


此 式 将 A 点 附近 的 p. 和 热 容量 分 别 对 温度 的 依赖 关系 相互 联系 起 来 (B. р. 
Josephson ,1966 ) . 
我 们 注意 到 从 第 五 卷 (148. 13) #1 (148.17) 可 得 出 关系 式 : 
а +28 +0(2- 4) =2. (28.5) 
其 中 28 为 决定 nm 对 温度 依赖 关系 的 指数 , 此 (28. 5) 式 可 以 表 成 
28 = (2-а) (1-0) /3. 
的 形式 . 对 于 液 氮 ,指数 a 和 事实 上 是 很 小 的 . 因此 ,相当 精确 地 有 268= (2 - 
а) /3 =2/3 ,于 是 
р. “т = (Т, - Т). 
鉴于 (28.4) 式 的 重要 性 ,最 好 做 另 一 更 形式 化 的 推导 . 为 此 计算 相位 Ф 
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由 于 只 对 经 典 洲 落 感 兴趣 ， 我 们 首先 求 出 与 其 相关 的 自由 能 的 变化 , 因 对 能 
нии, 此 变化 可 以 根据 (28.2) 式 直接 写 为 


АҒ =po iv Фу?ау (28.6) 
遵循 第 五 卷 116 ника 的 方法 ,将 A 按 坐 标 
展 成 傅 里 叶 级 数 : 
Аф = У Ф,е""', Ф ‚=(Ф,)°. (28.7) 
将 此 式 代 入 (28.6). Ж dV 积分 的 结果 ,对 于 大 关 -大 的 多 项 均 为 零 . 剩 下 的 积 
分 归于 乘 以 V, 因 此 得 到 
уу 
АҒ =р, 37 > Ф, | . 
根据 热力 学 涨 落 的 普遍 理论 ， и 


(|Ф, |? у (Ф.Ф, ) =0, Kk (28.8) 


ps 所 р 
现在 可 以 将 (28.7) СЕЛ Е АЗ pllr -rl)= (AB(r)AD 
(7,)) ,并 用 (28. 8) 式 进行 平均 .经 简单 计算 得 出 


T т? 1 Р т? 1 і оғ ФА 
= 一 一 = Т ' . 28.9 
Ф(0) Ур? 之 ре оте де (2%) (28.9) 








利用 单位 电荷 库仑 势 的 传 里 叶 分 量 геш , 即 可 写 出 积分 答案 : 


m 1 
4пр,ћ т 

公式 (28.10) 适 于 入 点 以 下 的 一 切 温度 (在 足够 大 的 距离 上 ). 407 Т,, 
此 公式 适 于 7 <<7, 的 距离 上 在 此 区 域 可 以 忽略 序 参数 模 的 较 小 的 涨 落 并 认为 此 
参数 的 涨 落 等 于 АЕ =i Vno Др. 于 是 ,相位 p(r) 的 关联 函数 乘 以 п Уу 
数 的 关联 函数 p(r) =< ДЕ” (г,) A 全 (7,)) 一 致 了 . (应 指出 ,考虑 与 Н 
意义 ,p 就 是 液体 的 密度 矩阵 . ) 在 适用 区 域 的 边界 , 当 r ~r, 序 参数 关联 函数 在 
数量 级 上 应 该 跟 普 遍 表达 式 (148.7) (参阅 第 五 卷 ) 相 一 致 

р(г) ~r : (28.11) 
гг, ‚ ИЖ р(г) + п,ф(г) , 便 得 出 
Р. ~ пог. * =(Т, - Т)", 

利用 (28.3) 和 (28.5) 容 易 信 服 此 温度 依赖 关系 同 (28.4) 式 一 致 . 


$29 量子 涡 线 
装 在 圆柱 形容 器 中 的 普通 液体 , 当 圆 简 绕 自身 轴 旋 转 时 ,在 与 器 壁 的 摩擦 的 





Ф(ғ) ЕТ (28.10) 
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带动 下 其 整体 最 终 将 随 容器 一 起 旋转 起 来 . 但 在 超 流 液体 中 ,只 是 它 的 正常 成 
分 才 被 带动 旋转 ;而 它 的 超 流 成 分 仍 保持 静止 ,其 根据 是 :这 种 成 分 根本 不 能 作 
整体 旋转 ,因为 这 时 会 破坏 超 流 运动 的 标 势 性 了 . 

但 是 当 转 速 足 够 大 时 ,这 种 状态 在 热力 学 上 是 不 利 的 . 热力 学 平衡 条 件 
是 使 

Е, = 已 -MO (29.1) 
取 极 小 值 , 它 是 相对 于 转动 坐标 系 的 能 量 ;E 和 M 分 别 为 系统 相对 于 静止 坐标 
系 的 能 量 和 角 动 量 ( 见 第 五 卷 $26). 此 表达 式 中 -M .0 的 项 , 当 虽 足够 大 
时 ,将 使 M .2 >0 的 状态 在 热力 学 上 比 M =0 的 状态 有 利 . 

因此 , 增 大 容器 的 转速 时 ,最 终 必 定 产生 超 流 运动 . 这 一 论断 与 超 流 运 动 标 
势 性 的 条 件 之 间 的 外 表 上 的 矛盾 ,可 用 下 述 假设 来 消除 :这 种 标 势 性 , 仅 在 液体 
中 某 些 特殊 的 曲线 即 涡 线 上 才 受 到 破坏 @. 在 这 些 曲 线 的 周围 ,液体 进行 所 谓 
的 标 势 旋转 运动 ,因此 在 涡 线 外 的 整个 体积 中 Vv хо, =0. 

液体 中 涡 线 的 粗细 具有 原子 尺度 , 依 宏观 的 观点 ,应 当 把 它们 看 作 是 无 限 细 
МФ. ТЕТЕ У (26. 12) 的 速度 表达 式 并 不 矛盾 ,因为 这 个 表达 式 假定 ， 
在 空间 的 变化 充分 缓慢 ,只 有 接近 涡 线 时 站 的 改变 才 可 以 任意 地 快 [ 抑 下 边 公 式 
(29.3) ]. 4 与 $23 中 根据 玻 色 液体 能 谱 的 性 质 所 作 的 超 流 运动 具有 标 势 性 的 
论述 也 不 矛盾 ,因为 涡 线 与 一 定 的 宏观 大 的 能 量 相 联 系 [ 见 下 边 (29. 8) 式 ] ,而 
且 有 涡 线 的 液体 状态 不 能 认为 是 弱 激 发 态 . 

我 们 首先 从 纯 运 动 学 的 观点 来 研究 涡 线 , 即 当 液体 作 标 势 性 运动 时 ,把 涡 线 
作为 速度 分 布 中 一 些 奇异 线 . 每 条 涡 线 用 速度 沿 环绕 这 条 线 的 闭合 回路 的 环流 
值 (把 它 表 为 2mrk) 来 表征 : 

фо. - dl =2тк. (29.2) 


这 个 值 与 积分 回路 的 选取 无 关 . 事实 上 ,如 果 C, 和 C, 是 两 个 环绕 涡 线 的 回路 ， 
则 根据 斯 托 克 斯 定理 ,速度 沿 两 个 回路 的 环流 之 差 等 于 矢量 V хо, С, С, 
之 间 所 张 表面 的 通 量 ; 但 由 于 这 个 表面 在 任何 地 方 都 不 截断 涡 线 , 所 以 在 表面 的 
所 有 点 上 V хо, =0, 因 此 积分 变 成 零 . 由 此 得 出 , 涡 线 不 可 能 中 断 : 它 或 是 闭合 
的 ,或 是 终止 于 液体 的 界面 上 (而 在 无 边界 的 液体 中 , 它 的 两 端 延伸 到 无 穷 远 ). 
实际 上 ,如 涡 线 具 有 自由 端 ,就 表明 可 能 用 回路 C 张 紧 表 面 ,而 此 表面 在 任何 地 
方 都 不 会 截断 涡 线 . 因此 (29.2) 式 左边 的 积分 将 变 成 零 . 





Ф ” 当 液 体 以 速度 p = О xr 作 整体 旋转 时 , 式 中 02 为 角速度 , 径 矢 r 是 从 任意 点 起 到 转轴 计 得 的 . 
此 时 V хо = 20250. 

@ 这 个 假设 是 由 工 . Onsager 1949 年 提出 的 ,以 后 由 费 曼 R.P. Feynman ,1955 ) 予以 发 展 . 

Ф 但 是 这 一 论点 并 不 适合 于 点 的 邻 域 ;这 里 涡 线 的 粗细 具有 涨 落 关 联 半 径 的 数量 级 . 


$29 量子 涡 线 * 103. 





条 件 (29.2) 能 定 出 绕 涡 线 运动 的 液体 中 速度 的 分 布 . 在 无 边界 液体 中 具有 
直 涡 线 的 最 简单 情况 下 ,各 流 线 都 是 圆 , 圆 的 平面 与 涡 线 垂直 ,圆心 位 于 圆 的 平 
面 上 . 沿 此 曲线 的 速度 环流 等 于 2mrr。, 因 此 


v=， (29. 3) 


式 中 7 为 到 涡 线 的 距离 .应 当 指 出 ,在 有 势 旋转 的 情况 下 ,速度 随 着 远离 转轴 ( 涡 
线 ) 而 降低 , 即 与 整体 转动 相反 ,在 整体 转动 中 速度 与 成 比例 地 增 大 ， 
对 于 任意 形状 的 涡 线 来 说 ,速度 的 分 布 由 下 列 公式 给 出 : 
_ к гахе 
8 2 р? 
这 里 是 沿 涡 线 进行 积分 ,R 是 从 ао Е ВЕ ЗА Не КФ. 当 距 涡 线 的 距离 小 
于 涡 线 的 曲率 半径 时 ,公式 (29.4) 自然 近似 地 归结 为 (29. 3) 式 . 

我 们 曾经 指出 ,公式 (29. 2 一 29.4) 只 是 液体 运动 具有 标 势 性 的 结果 . 在 超 
流体 中 , 涡 线 的 量子 本 质 表现 为 常数 只 能 具有 一 系列 确定 的 离散 值 . 实际 上 ， 
利用 凝聚 体 波 函数 的 相位 Ф 所 表 出 的 速度 s, 的 表达 式 (26. 12) Вен] но, 
流 : 





(29.4) 


фи = АФ, (29.5) 
т 


其 中 АФ 为 环绕 回路 时 相位 的 改变 .但 由 于 波 函 数 是 单 值 的 , 当 回 到 出 发 点 时 ， 
它 的 相位 改变 只 能 是 2r 的 整数 倍 . 由 此 得 到 : 

к= пђћ/т, (29.6) 
АН п 是 整数 .下面 我 们 会 看 到 :实际 上 只 有 环流 可 能 值 为 最 小 (n =1) 的 涡 线 ， 
在 热力 学 上 才 是 稳定 的 . 因此 下 面 我 们 将 取 

к= f/m. (29.7) 

现在 我 们 来 求 第 一 次 出 现 涡 线 时 圆 简 容 器 的 临界 转速 . 根据 对 称 的 考虑 , 显 

然 这 条 线 将 位 于 容器 的 轴线 上 . 液体 靠 涡 线 的 出 现 而 改变 的 能 量 为 : 

ДЕ = ЕЯ . 2mrdr = Ір, тк? К 
(ВНОК). 这 里 ,应 当 在 容器 的 半径 R ЯП Я г (827 [Ер ОЎ Е РУХ dr 
进行 积分 ,r 近似 等 于 数量 级 为 原子 距离 的 a, 在 这 种 距离 上 宏观 的 分 析 已 失去 
意义 ;由 于 积分 呈 对 数 发 散 ,其 数值 对 于 a 值 的 精确 选择 并 不 敏感 ,因此 ， 





Ф ”这 个 表达 式 可 以 直接 从 熟知 的 直线 电流 磁场 的 毕 奥 - 萨 伐 尔 公式 类 推出 来 .将 (29.2) 式 速度 的 
环流 与 直线 电流 了 周围 磁场 H 的 环流 $ на! = “7 作 比较 ,显然 这 两 个 问题 具有 形式 上 的 巧合 . 因而 将 记 
号 进行 代 换 : 五 ww,,J/C->K/2, 便 可 以 从 一 个 问题 得 出 另 一 个 间 题 . 
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2 
ЛЕ = Гар, п 5 (29.8) 


т? 
(该 表达 式 具 有 所 谓 对 数 精确 度 , 即 不 仅 要 求 比值 К/а 而 且 也 要 求 它 的 对 数 很 
大 ) 中 . 旋转 液体 的 角 动 量 为 : 


M= {pwrdV =р,к | dV = рт? Ир (29.9) 
如 果 ДЕ» =A -MO<0, 即 假如 
п, В 
0 >О я рта’ (29. 10) 


则 涡 线 的 产生 在 热力 学 上 是 有 利 的 . 

由 上 述 的 讨论 也 能 理解 (29.6) 式 中 n >1 的 涡 线 呈 现 热力 学 不 稳定 的 原 
因 . 事实 上 ,把 数值 n=1 换 成 n>1 时 ,能 量 AE 将 增 大 到 mn 倍 而 角 动 量 内 将 增 
ЖЗ] п 1; ДЕ» 也 明显 地 增加 . 

超过 (29. 10) 式 的 临界 值 之 后 ,继续 增 大 圆 简 容器 的 转速 将 产生 新 的 涡 线 ， 
并 且 当 >> Qs 时 这 些 涡 线 的 数目 就 变 得 非常 大 . 此 时 诸 涡 线 在 容器 的 横 截 面 
趋 于 均匀 分 布 ,并 在 极限 情况 下 涡 线 的 总 体 将 液体 的 整个 超 流 部 分 模拟 成 刚体 
ЕО. 当 给 定 大 的 2 值 ,不 难 算出 涡 线 的 数目 ,这 里 要 求 环绕 大 量 涡 线 的 回路 
取 速 度 环流 之 值 等 于 液体 当 作 刚体 旋转 时 的 速度 环流 . 如 果 这 种 回路 在 垂直 于 
转轴 的 平面 内 包围 单位 面积 , 则 


фо, Ф =у · 2тк=2ти №, 
т 


Дор у 是 涡 线 沿 容器 横 截 面 的 分 布 密度 . 另 一 方面 ,液体 作 整体 转动 时 V_ хо, =20, 
并 且 这 个 环流 也 等 于 22. 使 两 个 值 相等 , 求 得 : 
то 
тћ 
涡 线 的 出 现 ,在 某 种 意义 上 破坏 了 液体 的 超 流 性 质 . 构成 液体 正常 成 分 的 元 
激发 将 在 涡 线 上 发 生 散 射 , 而 将 自己 的 部 分 动量 传递 给 涡 线 (因而 传递 给 液体 
的 超 流 成 分 ). 换言之 ,这 意味 着 在 液体 的 两 种 成 分 之 间 出 现 了 相互 摩擦 力 . 
一 般 说 来 , 涡 线 随 着 流动 液体 在 空间 移动 . 当 了 =0 时 ,液体 完全 是 超 流 的 ， 
而 且 每 一 条 涡 线 元 df 都 以 它 所 在 处 液体 具有 的 速度 w 运动 . 但 在 温度 不 等 于 零 


р (29. 11) 





Ф 一 般 地 说 , 绕 涡 线 的 运动 将 伴 有 液体 密度 的 某 些 改 变 . 在 上 述 计 算 中 忽略 了 这 种 改变 ,其 理由 可 
用 下 述 事实 证 明 : 由 于 积分 呈 对 数 发 散 , 所 以 对 (29.8) 式 能 量 的 主要 贡献 来 自 于 大 距离 +, 但 在 该 距离 上 
密度 的 改变 已 经 很 小 ,根据 同样 原因 ,也 可 以 忽略 液体 内 能 的 改变 对 AE 的 贡献 . 

加 ”此 事 不 难 证 明 , 这 只 要 指出 ;因为 涡 线 的 数目 与 成 比例 地 增长 [ 见 下 边 的 (29. 11) 式 ], 所 以 
AEw = AE -M0 的 第 二 项 与 (7 成 比例 地 增长 ,而 第 一 项 与 2 成 比例 地 增长 ,因此 当 .2 >> Он 时 可 以 把 
第 一 项 忽略 .于 是 , 取 AE 关 为 极 小 值 归结 为 取 М 为 极 大 值 ,这 正 是 液体 作 刚体 旋转 时 所 能 达到 的 . 
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的 情况 下 ,作用 给 涡 线 的 摩擦 力 将 使 前 者 相对 于 超 流 成 分 产生 一 定 的 移动 速度 . 

旋转 时 产生 的 涡 线 具 有 直线 形状 . 但 液体 流 经 毛细 管 、 狭 缝 等 物体 可 以 同时 
形成 闭合 涡 线 一 一 涡 环 . 当 流速 超过 一 定 的 临界 值 时 , 涡 环 将 引起 超 流 动 性 的 破 
Ж. 这 些 临界 速度 的 实际 大 小 与 具体 的 流动 条 件 有 关 ; 但 它们 远 小 于 能 使 条 件 
(23. 3) 受 到 破坏 的 数值 . 

直线 形 涡 线 能 够 就 地 停止 在 ( 远 处 ) 静 止 的 液体 中 ,与 此 相反 , 涡 环 能 够 相 
对 于 液体 运动 . 每 条 涡 线 元 的 移动 速度 是 所 有 其 余 线段 在 该 线 元 所 在 点 上 形成 
的 速度 值 w[ 按 公式 (29.4) 确 定 ]; 对 于 弯曲 的 涡 线 ,一 般 说 来 这 个 数值 不 等 于 
零 .结果 是 , 涡 环 作为 整体 不 仅 有 确定 的 能 量 而 且 也 有 确定 的 动量 ,就 此 意义 讲 ， 
它们 是 特殊 类 型 的 元 激发 . 





习 题 


1. 试 求 圆 形 涡 环 的 运动 速度 和 动量 . 

解 : 环 的 每 个 线 元 都 以 该 点 上 的 速度 由 运动 ,由 于 国 环 是 对 称 的 ,这 个 速度 
在 环 的 所 有 点 上 都 相同 . 因此 算出 在 环 的 任何 一 点 已 上 由 所 有 其 余部 分 形成 的 
速度 v, 就 够 了 . 环 元 虹 和 从 41 至 已 点 的 秋 径 尽 都 位 于 环 的 平面 内 ;所 以 由 公式 
(29.4) 决 定 的 已 点 上 的 速度 符 直 于 环 的 平面 (因此 环 移动 时 并 不 改变 自己 的 形 
状 和 大 小 ). 

现在 我 们 用 角度 9 来 确定 线 元 dl 的 位 置 ( 图 3). 于 是 

41 = Rd0,R =2Rosin -6., 147 х RI = Rsin 9-dl р 


( 式 中 忍 。 是 环 的 半径 ) ,由 (29.4) 式 我 们 求 得 环 的 速 
Жо 的 表达 式 : м 





? = 


ЗЕ 2|, my 

但 是 ,这 个 积分 在 积分 下 限 呈 对 数 发 散 , 必 须 在 9~ 9 
а/Е, 的 数值 处 截断 ,该 值 对 应 于 已 点 到 线 元 аж 

子 距离 ( ~ a). 积分 以 对 数 精确 度 定义 在 区 域 


3 
a/R。<<8<<m 内 ,并 等 于 图 


~1 R 
| 240 9.29, 
Ro Ө a 


В 
因此 = = ln 
a 





(1) 
以 同样 的 对 数 精 确 度 , 涡 环 的 能 量 为 : 
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В 
ln (2) 
т 


[在 公式 (29.8) 中 ,将 尺 换 成 Ro, 将 工 换 为 2mwR,]. 能 量 & 与 速度 vv 是 以 关系 式 
de/dp = 联系 起 来 的 , 式 中 是 环 的 动量 . 由 此 


dp = 98 = 42р, RdR, 
人 т 


в=2т’ Вр, 


(车 保持 对 数 精确 度 , 则 求 微 分 时 应 把 大 的 对 数 看 作 是 常数 ) ,所 以 
ћ 
т 
公式 (2),(3) 以 参数 形式 (参数 为 R) 确 定 了 涡 环 能 量 se(p) 的 依赖 关系 . 

应 注意 ,由 于 得 出 公式 (1) 的 积分 具有 对 数 特征 ,这 个 公式 (其 中 的 记号 作 

了 一 定 的 变更 ) 对 于 任何 形状 谊 曲 涡 线 的 每 条 给 定 线 元 的 移动 速度 ! 仍旧 成 立 : 

р а. (4) 
这 里 五 为 重 直 于 涡 线 在 给 定点 的 切 平面 的 单位 秋 量 ( 副 法 线 拓 量 ) ;RR, 是 涡 线 在 
该 点 的 曲率 半径 ;为 涡 线 曲率 发 生变 化 的 特征 距离 . 

2. 试 求 直线 形 涡 线 微 振 动 的 色散 律 (W.Thomson ,1880). 

解 ;我 们 选取 涡 线 作为 z 轴 ,并 令 矢量 r=(x,y) 表 示 涡 线 振动 时 线 上 各 点 的 
位 移 ; 它 是 z 和 时 间 上 的 函数 ,其 形式 为 exp[ i(kz ~ wi) ]. 涡 线 各 点 的 速度 可 由 
公式 (4) 得 出 ,在 该 情况 下 应 把 此 公式 中 的 A 理解 为 振动 的 波长 (A ~1/E): 

dr . к 1 Р 
=> т, 
ЖЕКЕ Ь=Ехл, Е тли кии 
Эда М Е ЛГУ, , а/а? =п/К ,此 处 1 为 活 曲 线 计 得 的 长 度 . 当 微 振动 时 ， 
涡 线 只 呈 微 小 的 弯曲 ,因此 可 以 取 1=z 及 上 =1.( 沿 z 轴 的 单位 秋 量 ) ;于 是 


P=2T p, 一 Ro (3) 


他 


2 
| т = — ёп, хг. 
因此 ,我 们 求 得 涡 线 的 运动 方程 : 
—iwr = к а х ма 工 
01579". ак 


车 诊 成 展开 式 , 上 式 可 给 出 关于 x 和 yy 的 两 个 线性 齐 次 方程 的 方程 组 ;使 这 个 方 
程 组 的 行列 式 等 于 零 , 便 得 到 所 求 的 ww 和 上 之 间 的 关系 : 


$30 非 均匀 玻 色 气体 
在 $25 我 们 研究 了 粒子 间 有 弱 排 斥 的 近 理想 玻 色 气体 的 性 质 . 然而 ,如 气 
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体 是 空间 非 均 匀 的 ,这 个 系统 就 会 出 现 新 的 重要 量子 特性 . 本 节 我 们 将 把 理论 推 
广 到 非 均 匀 气 体 情况 . 
现在 研究 温度 为 绝对 零度 时 的 弱 非 理想 气体 . 在 此 气体 中 ,几乎 它 的 全 部 粒 


子 都 处 于 凝聚 态 . 用 严 算 符 来 表述 ,是 指 算 符 “ 非 凝聚 体 "部 分 (多 ') 小 于 它 的 平 


均值 , 即 小 于 凝聚 体 波 函数 与 . ЕР) а “ЕЕ а” (7.8). 如 只 考虑 
无 自 旋 粒子 的 成 对 相互 作用 ,此 方程 的 形式 如 下 (上 略 去 5@ 的 上 标 (1). ) 


де _/ 
请 Di,r) = | -5-А +и+0(г) } 7) + 


+ С) UY rr ат). 
(30.1) 
然而 ,在 (30.1) 式 中 简单 地 将 到 (站 换 成 与 (tr) ,在 一 般 情 形 是 不 正确 的 . 因 
为 ,这 个 代 换 并 未 考虑 在 粒子 成 对 势 作 用 半径 量 级 的 距离 上 有 强烈 的 相互 作用 . 
这 个 困难 是 可 以 回避 的 .如 8$6 和 $25 所 为 ,形式 上 将 真实 相互 作用 势 换 成 与 散 


射 长 度 а 值 相同 并 允许 使 用 微 扰 论 的 势 . 此 时 ,在 (30.1) 式 中 将 到 换 成 与 在 所 
有 上 距离 上 都 是 允许 的 . 这 里 认为 函数 久 (i,r) 在 原子 距离 内 变化 很 小 . 我 们 可 以 


将 代 换 后 的 全 (i,r) 从 积分 号 下 提出 来 ,于 是 该 积分 归结 为 | О® (г) х= Ц. 
这 样 ,得 出 形 如 下 面 的 与 (ir) 的 待 求 方 程 
Е (а,г) = ( -EA -p+U(r) )3(1,7) +0,15(1,ғ) Е (ар). 
(30.2) 


如 在 §25, 现 在 我 们 应 该 认为 描述 原子 间 相 互 作用 的 常数 U。 用 精确 的 散射 长 度 
公式 (6.2) 表 示 成 : 


0, -4m (30.3) 
应 强调 指出 ,凝聚 体 波 函 数 与 (+r) ,正如 827 指出 的 ,是 经 典 宏观 量 ,这 时 

它 所 满足 的 方程 (30.2) 却 显 含 善 朗 克 常量 А. 
在 定 态 ,函数 号 与 时 间 无 关 ( 我 们 提醒 ,方程 (30.1) 已 对 应 哈密 顿 量 应 = 

应 -六 ) 因 此 ,这 样 的 状态 用 下 列 方程 @ 描 述 : 





Ф Е.Р. Gross(1961) 和 Л. П. Питаевский ( 1961 ) 在 讨论 下 面 的 玻 色 气体 中 的 涡 线 问题 时 得 出 方程 
(30.2) ЖК 30.4). #4 (30.4) У, 5 ЖЖ В. Л. Гинзбург 和 Л. П. Питаевский ( 1958 ) Ел 点 附近 液 氨 
超 流 理论 中 研究 过 . 在 此 二 问题 里 系数 的 意义 完全 不 同 . 然而 ,此 二 方程 形式 上 的 相似 性 允许 将 对 氮 中 涡 
线 的 解 用 于 玻 色 气体 . 这 个 解 如 图 4 所 示 . 
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(да+) } (р + Ul r) ПЕ(г) =0. (30.4). 


应 指出 ,在 无 外 场 时 从 方程 (30.4) 得 出 均匀 气体 化 学 势 等 于 = п0, (п 为 
气体 密度 ). 这 对 应 于 博 苹 留 波 夫 理论 的 第 一 级 近似 (25. 6). 

所 得 方程 的 重要 应 用 是 近 理想 玻 色 气体 涡 线 的 结构 问题 . 正如 指出 过 ,液体 
中 的 涡 线 本 身 的 粗细 以 原子 距离 来 衡量 . 然而 在 近 理想 玻 色 气体 ,情况 就 是 另外 
的 样子 了 . 这 里 , 涡 线 “ 忌 ” 所 在 介质 的 性 质 有 显著 变化 . 在 下 边 我 们 将 看 到 , 芯 
有 具有 宏观 粗细 , 它 的 结构 可 以 用 上 边 得 到 的 方程 来 描述 . 假如 不 存在 外 场 ,n 是 
无 穷 远 处 非 微 扰 的 气体 密度 . 设 (30.3) 式 中 几 =zaUo ,得 出 方程 


Я АН +U Е п Е( р) =0. (30.5) 
2т 








АЕ, тт (30.6) 
式 中 r 和 9 分别 是 到 涡 轴 距离 和 绕 轴 极 角 . 此 函数 的 相位 对 应 于 环流 值 (29.7). 


平方 | 与 上 是 凝聚 体 中 粒子 数 密度 . 在 所 讨论 的 近似 下 ,此 数 密度 与 气体 总 密度 
一 致 . Чгъо ,气体 总 密度 应 趋 于 给 定 的 数值 ,而 函数 /相应 地 趋 于 1. 
引入 一 个 量 纲 为 1 的 变量 上 = xm ,得 出 函数 (Е) 的 方程 
1 d/ dr 
ЕЕ) - 247-7 =0. (30.7) 
图 4 表示 由 方程 (30. 7 用 数值 积分 得 时 的 角 ЩО 时 方程 的 解 与 上 成 正比 地 
趋 于 零 . 4 Е ъ 时 , 解 按 f= 1 -5 的 规律 趋 于 1 
参数 г, 决定 涡 “ 芯 юни. 现在 引入 散射 长 度 以 代替 U0,, 按 照 
(6.2) 式 中 0, | 


o~n 9 >> п 


АР п = aa 为 气体 参数 . 如 果 气 体 参数 是 够 小， 则 这 个 半径 实际 上 大 于 原子 
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间距 . 

气体 非 均匀 性 起 显著 作用 的 另 一 个 问题 是 气体 在 外 场 内 的 问题 . 设 气 体 处 
在 势能 U(r) <0 的 引力 场 内 (与 此 对 应 的 实际 实验 情形 是 原子 阻 留 于 “ 磁 阱 ” 
内 ). 基态 波 函 数 可 以 选 为 实 的 并 满足 方程 (30.4). 在 无 穷 远 处 函数 应 趋 于 零 ， 
而 化 学 势 а 从 归 一 化 条 件 来 确定 : 


КЕСУ (30. 8) 


式 中 尺 为 气体 粒子 总 数 . 在 一 般 情况 ,方程 (30.4) 只 能 数值 解 . 然而 存在 两 种 极 
限 情况 ,问题 可 以 大 大 化 简 . 

因为 方程 (30.4) 中 不同 项 的 相对 重要 性 决定 于 (30. 6) 式 所 定义 的 量 x, 与 
И“ д” 特征 线 度 丸 之 比 . 简单 的 估算 表明 , 含 相互 作用 项 与 含 拉 普 拉 斯 算 
子 A 项 之 比 的 数量 级 为 (R/ro)”. 

于 是 , 当 К <<r 时 相互 作用 完全 不 重要 . 此 时 方程 (30.4) 就 归于 粒子 在 势 
О(г) ПАО ЕЛЕ ТЕ. 这 表明 气体 可 以 算 作 理 想 的 ,而 且 所 有 的 原子 都 要 凝聚 ， 
此 状态 对 应 于 场 V(r) 内 的 每 个 原子 都 处 在 基态 . 

相反 的 极限 情况 是 :方程 可 以 略 去 拉 普 拉 斯 算 子 A, 则 气体 密度 简单 地 由 下 
式 给 出 


(与 (r)) =n(r) 700-000) (30.9) 


此 式 表述 化 学 势 在 外 场 内 不 变 的 经 典 条 件 ， 我 们 注意 到 在 这 种 近似 下 气体 有 由 
方程 p ~- U(r) =0 所 决定 的 清楚 的 界限 . 化 学 势 在 区 域 U(r) < 人 上 通过 积分 
(30.9) 式 而 求 得 


习 题 
试 求 近 理想 玻 色 气体 中 的 元 激发 谱 , 这 里 将 元 激发 谱 看 作 是 凝聚 体 波 函 数 
微 振动 的 色散 律 . 
解 : 现 在 来 研究 РАНЕ нинияя. 
Е = [п +Ae "70 Вет i re 
这 里 A,B* Аж. 把 这 个 表达 式 代 入 方程 (30. 2), 其 中 外 势 世 取 为 零 . 
使 (30.2) 式 线性 化 并 将 带 有 不 同 指数 因子 的 各 项 分 开 , 则 得 方程 组 : 


2 
hwA = Р-А +п0,(А +В), 
2т 


2 
-jioB = РВ +пЏу,(А +В), 
2т 


ЖФ р= ће. 由 此 令 方 程 组 的 行列 式 等 于 零 , 求 得 ; 
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2 2 


(о)? = (2) + 2-00. 
此 式 与 (25.10) 式 相同 . 
$31 玻 色 液体 的 格林 函数 2 


玻 色 液体 格林 函数 这 一 数学 工具 的 建立 ,在 许多 地 方 跟 费 米 液体 的 同类 工 
具 类 似 . 这 里 不 再 重复 全 部 讨论 ,但 我 们 首先 引入 一 些 基 本 定义 和 公式 ,并 且 着 
重 指出 它们 的 区 别 . 这 些 区 别 既 与 不 同 的 统计 法 有 关 , 也 与 凝聚 体 的 存在 有 
0. 与 本 章 上 述 几 节 一 样 ,现在 也 假定 液体 粒子 是 无 自 旋 的 . 
在 定义 玻 色 液体 格林 函数 时 ,应 当 把 算 符 表 成 (26.4) 式 ,并 将 凝聚 体 部 分 
АЕ ЯН у НЕРОН. 格林 函数 用 非 凝聚 体 部 分 算 符 并 根据 
СОХ, ,Х,) = КТР)" (Х,)) (31.1) 
定义 ,这 里 还 用 括号 4…》 表 示 对 系统 的 基态 求 平 均 , 了 是 编 时 乘积 记号 .但 这 与 
费 米 子 的 情况 不 同 ,现在 置换 各 乡 算 符 以 使 它们 排 在 需要 的 位 置 时 并 不 需 改 变 
乘积 的 符号 ,因此 有 与 (7.10) 式 不 同 的 形式 : 
(РР (Х,)), 1122,3 
іС(Х,,Х,) =). . (31.2) 
《更 (XK) VX) , <. 
平均 值 同 (31.1) 式 是 一 样 的 ,但 应 以 全 沙 算 符 代 替 非 凝聚 体 部 分 算 符 , 于 是 应 
得 出 : 


КТ)" (Х,)) = -т+6(Х,,Х,), (31.3) 
式 中 m 为 凝聚 体 中 粒子 数 密度 @. 在 均匀 液体 中 ,函数 G 当然 只 与 差 值 X= 
Хх, -和 有 关 . 
非 凝 聚 体 密度 年 阵 p" ,可 通过 格林 函数 按照 下 式 表达 出 来 : 
№’ (ғ, ,ғ,) =аб(а, м зв +0,г,) =iG(t = ~0,7) (31.4) 


[注意 ,与 (7.18) 式 的 总 符号 不 同 ]. НЫ л, =r, 时 ,可 得 到 非 凝 聚 体 粒子 数 总 
密度 : 


人 -mm=icG= -0,r=0) (31.5) 








Ф 在 831 一 833,835 ФАА = 的 单位 制 . 
@ 将 格林 函数 这 一 数学 方法 运用 于 具有 凝聚 体 的 玻 色 体系 统 , 属 于 C.T. Беляев( 1958) 的 工作 . 
Ө 像 对 待 费 米 系统 一 样 ,我 们 将 研究 在 给 定 化 学 势 凡 值 (而 不 是 给 定 入) 的 情况 下 玻 色 系统 的 状 


态 . 相应 地 ,(7.1) 式 的 应 =Н-рм 这 个 差 起 着 系统 的 哈密 顿 量 的 作用 . 这 时 y 算 符 的 凝聚 体 部 分 与 时 间 
无 关 . 
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[9 (7.19). 
现在 还 按照 公式 (7.21 一 7. 22) 变 到 动量 表象 中 去 . 函数 CG(w,p) 的 归 一 化 


可 用 下 列 公式 表 出 : 





М ， өр 
ут +1 а | С(о,р)е Ол)" (31.6) 


ГШ (7.24) 5. ]. 
对 于 动量 表象 中 的 玻 色 系统 格林 函数 ,可 以 得 到 和 8$8 中 对 于 费 米 系统 同 
样 的 展开 式 . 经 完全 类 似 的 计算 ,首先 得 出 公式 : 








з А,ё(р -р,) 
С(®,р) = (2т) 之 { 09 ENTI) ri 
В,ӧ(р -р„) 
РЕ Ey rl (31.7) 


其 中 
„=1(014’(0)туР, В, =1Кт1ф’ (0) 10) 1? 
р (г) ЗЕЕ ЕВО. 为 了 导出 这 个 展开 式 的 最 终 形式 ,我们 指 
出 :在 粒子 数 М 不 变 的 情况 下 , 玻 色 系统 的 激发 态 能 量 和 基态 能 量 的 恒 为 正 的 
差 值 便 定 义 为 该 系统 中 的 激发 能 量 =, (М). 考虑 到 Е, (М) +и= Е, (№М+1), 
此 求 得 : 
Е„(М№М+1) -Е,(№) -и=Е,(М№М+1) -Е,(№+1) =e (CN+E) >0, 


Е„(М№М-1) - Е. (М) +ш=Е, (№-1) -RON-1) ==, (М-1) >0. 


但 是 添 人 或 取出 一 个 粒子 ,只 在 相对 数量 级 -~ 方 的 各 项 上 系统 的 性 质 才 发 生变 
化 . 对 于 宏观 系统 来 说 ,这 些 项 小 得 可 以 忽略 ,因此 应 当 认为 激发 能 e,(N +1) 
和 sw。(N) 是 相等 的 .所 以 ,最 终 求 得 : 


An6n(p -Pn) В,ӧ,(р-р,) 

w 一 En +10 +2, -Ю 上 
从 而 用 获得 (8.14) 式 的 同样 方法 不 难 求 出 :对 于 玻 色 系统 ,格林 函数 的 虚 部 永 
远 是 负 的 : 


С(ш,р) = (2т)? > | 





(31.8) 


Im С(о,р) <0. (31.9) 
格林 函数 当 ооо НАТЕ НТК СА — В: 
С(о,р) Ию, 2101-— 时 (31.10) 





Ф 公式 (31.7) 对 应 于 公式 (8.7). 因为 粒子 无 自 旋 , 所 以 现在 没有 172 这 一 因子 . 注意 , (31.7) 式 
第 二 项 前 的 符号 与 (8.7) 式 不 同 . 
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[比较 (8.15) 式 ]. 在 推导 这 个 结果 时 应 考虑 如 下 对 易 规 则 
Чет) Ч (ву) 9 (а, Фут) =6(7, -7,). 

此 式 现在 是 以 算 符 天 和 更 * 的 对 易 子 代替 反对 易 子 @. 

其 次 ,进行 如 $8 中 所 作 的 讨论 ,可 得 到 一 个 主要 结果 , 即 格林 函数 的 各 极 
点 确定 元 激发 谱 ; 

С ‘'(в,р) =0, (31.11) . 

而 且 只 应 取 这 个 方程 的 正 根 ;和 (8.16) 式 不 同 的 是 ,这 里 不 需要 从 = Й ц. 

格林 函数 在 自身 的 极点 附近 具有 下 列 形式 : 

Сбор) ру 
极点 留 数 的 符号 与 w 的 符号 一 致 ,这 一 点 是 根据 (31.8) 式 中 系数 4 ,В, 的 正定 
性 得 出 的 [但 留 数 的 大 小 不 受 任何 类 似 于 费 米 系统 (10.4) 式 那样 条 件 的 限制 ]. 
和 §8 中 的 做 法 一 样 ,利用 表达 式 (31. 12) 不 难 证 明 : 不 等 式 (31.9) 自然 保证 准 
粒子 衰减 系数 的 正定 性 ,也 就 是 说 , 当 。 值 向 复数 区 域 移动 时 ,需要 的 符号 是 
一 Jn ee>0. 

非 凝 聚 体 粒 子 可 能 转 为 凝聚 体 以 及 进行 相反 的 过 程 , 除 画 数 (31.1) 之 外 ， 
还 将 使 玻 色 系统 格林 函数 这 一 数学 工具 中 自然 也 出 现 如 下 函数 (我 们 在 $ 33 中 
将 会 看 到 ) : 


Z, >0,Z_ <0. (31. 12) 


іЕ(Х,,Х,) = CN-21T ОХ, ) YB'(X,)IN), (31.13) 
ІР (Х.Х) = (МТ (X ) YY! (Х,) М -2) = 
=(М+21Т $" * (Х,) $" (ОХ, ) 1м). (31.14) 


其 中 茎 迁 矩 阵 元 是 对 于 系统 中 总 粒子 数 的 变化 的 ,记号 1W)》 表征 М 个 粒子 的 系 
统 的 基态 ((31.14) 式 中 最 后 一 个 等 式 在 精确 到 数值 ТИЛ 的 情况 下 是 成 立 的 ， 
对 比 95 页 上 的 脚注 ). ЖЕ ХМ ЖЕ ЖЕ’, ЖЕНИ. 现在 我 们 
来 证 明 :在 均匀 并 静止 的 液体 中 ,函数 己 和 严 * 彼 此 相等 . 

同 函 数 6 В ЮЖ РР" Я ЗЕ ХЕХ, -Х, 有 关 @. 此 时 ， 
由 于 置换 Х, 和 X, 只 能 改变 乘积 中 算 符 的 排列 顺序 ,而 排列 顺序 总 会 由 编 时 手 





Ф 在 函数 6 的 定义 中 分 离 出 去 少 算 符 的 凝聚 体 部 分 在 这 里 是 无 关 紧 要 的 ,因为 8 函数 85(w)5(p) 
在 动量 表象 中 对 应 于 (31.3) 式 中 的 常数 项 - т , 它 并 不 影响 (31. 10) 式 ， 
@@ ”函数 下 与 时 间 之 和 +0, 无 关 , 这 一 性 质 与 哈密 顿 量 的 定义 式 序 = 户 -w 太 中 含有 р ЛХ 
有 关 . 因而 由 不 同 粒子 数 系统 能 量 本 征 值 之 差 可 消去 这 一 项 
E(N+2) -Е(М) ~29Е/ӘМ = 2 


相应 地 从 算 符 多 Р ЕЕС Е 35 emp[ -ш(и+ь) 1. 
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续 建 立 . 所 以 

F(X) =Е(-Х). (31.15) 
当然 ,由 此 得 出 :在 动量 表象 中 下 也 是 本 身 宗 量 的 偶 函 数 ; 

Е(Р) =Е(-Р). (31.16) 


其 次 , 严 和 天 "之 间 确 定 的 关系 ,是 由 静止 液体 海 森 伯 少 算 符 的 下 述 性 质 得 出 的 
结果 中 : 
更 + (tr) = (1, -7). (31.17) 
壁 如 说 , 令 i >4 ,而 有 : 
ІР (Х,,Х,) = (+21 (Х,) (XX )IN) = 


= (м (ХФ (д, IN +2) = 
(МИХ, "С Х,) 1+2) = 


=iF( —X,, -Х,). . 
或 F(X) =F( – Х). 考虑 (31.15) 式 ,从 而 得 出 所 求 的 等 式 ， 
Е*(Х) =F(X). (31. 18) 


将 函数 F(X) 通过 算 符 的 矩阵 元 表达 出 来 后 , 便 可 以 得 到 类 似 于 (31.8) 
式 的 Fwo,P) 的 展开 式 , 因 而 也 可 以 闸 明 该 函数 的 极点 问题 ;但 在 这 里 我 们 不 研 
究 这 个 问题 . 仅 指出 :函数 F(w,p) 的 极点 与 函数 CG(w,p) 的 极点 相同 . 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 将 算出 理想 玻 色 气体 的 格林 函数 С. 首先 应 当 指出 : 
因为 在 这 种 气体 的 基态 ,所 有 粒子 都 处 凝聚 体 中 ,所 以 非 凝 聚 体 粒 子 的 淹没 算 符 


多 作用 到 基态 波 亢 数 上 ,将 使 该 波 函 数 变 成 零 . 因此 函数 CO (tr) 只 有 当 : =1, 


5 > ЖЗ. [9 (31.2) Ш р НЕ). 
虽然 对 于 理想 气体 来 说 化 学 势 六 =0, 但 在 这 里 把 化 学 势必 视 作 预先 未 确定 





Ф ”这 个 问题 ,可 用 下 述 方法 证 明 . 算 符 2 ,2 的 一 切 不 等 于 零 的 矩阵 元 都 能 定义 为 实 量 [ 见 第 三 郑 
(64.7 一 8) ] ;就 此 意义 来 说 ,这 两 个 算 符 都 是 实 的 , 即 27 = 人， =2, ЯН р Я 
ф (г) 一 了 -12 У де? '", 


Яр (r) к) НГ НАЕ 
P(r,r) = ехр(1 Н) ф (ғ) ехр( -1 Н 
的 等 式 (31.17) ,这 是 容易 证 明 的 ,只 要 注意 下 列 事实 即 可 :对 于 无 自 旋 相 互 作用 系统 ,哈密 顿 量 启 是 实 的 


(因此 + =Й) ,由 于 系统 是 各 向 同性 的 ,所 以 痛 ( г) = (р). 但 是 ,需要 强调 一 下 :哈密 顿 量具 有 实数 
性 ,其 意思 是 指 , 在 液体 中 不 存在 宏观 超 流 运动 . 对 于 玻 色 凝聚 系统 ,哈密 顿 量 依赖 于 宏观 参量 凝聚 
体 波 函数 Я. 在 运动 液体 中 ,这 个 参量 是 复 的 , 随 之 哈密 顿 量 也 是 复 的 (但 自然 都 是 厄 米 的 ). 
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的 自由 参量 时 ,我们 不 能 使 =0; 这 一 点 ,对 于 在 图 技术 中 进一步 将 函数 С лт 
用 于 任意 液体 时 是 很 必要 的 ,在 这 样 的 液体 中 尺 恰好 起 这 种 参量 作用 ,与 此 相 
应 , 算 符 针 (1,r) 可 写成 
(гк) -记忆 а,ехр |і i(p течи } | (31.19) 
[与 (26.1) 式 只 差 指数 函数 因子 e*]. 按照 (31.2) 式 ,将 此 表达 式 代 入 С 的 定 
义 式 时 应 注意 : 当 取 平均 时 ( 即 取 对 角 和 矩阵 元 ) ,只 有 乘积 &, а’ япа; а, 能 够 给 
出 不 等 于 零 的 结果 ;但 因为 在 气体 的 基态 时 pz0 的 粒子 的 一 切 状态 的 占有 数 都 
(24 а,) =0, (а,4/) =1. 
然后 以 通常 的 方法 由 对 p 求 和 过 渡 为 求 积 分 , 则 得 : 


р’ Фр 
С° (в,г) А |" i Јек ( 一 т + иі + 1р a (2m) 








0, 当 1: < ОВ; 
(31.20) 
从 而 对 于 动量 表象 中 的 格林 函数 ,有 
GV (о,р) = і exp ( i E+ ip + iowt ) dt. 
积分 时 应 借助 于 公式 
| е = 1 (31.21) 
(在 被 积 式 中 引入 因子 e“ ,其 中 和 >0, 此 后 取 A 一 0 的 极限 ). 最终 
CO (wp) = (0-2 +и+0) 和 (31.22) 


ЖР Р, ИРА Р(Х) =0, 根 据 定 义 (31.13) 式 这 是 显 
而 易 见 的 ,在 (31.13) 式 中 两 个 算 符 潭 没 了 非 凝聚 体 的 粒子 . 因此 在 动量 表象 中 
也 有 


РФ (фр) =0. (31.23) 
此 等 式 表明 这 一 事实 : 当 7=0 时 ,只 是 由 于 相互 作用 才 出 现 非 凝聚 体 粒子 . 
2] 题 
试 求 声 子 场 的 格林 函数 ,该 函数 定义 为 
D(X,,X,)=D(X, -Х,) = -КТр’(Х,)р’(Х,)), (1) 


ХРЯУАЕЕННЖЬЖТИ: р’ (24.10) РЮА Я, Ља 
按 (31,2) 式 的 规则 展开 . 
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解 :把 (24.10) 式 代入 定义 (1) 时 应 注意 :因为 在 基态 上 上 声 子 状态 的 所 有 占 
有 数 都 等 于 零 ,所 以 只 有 平均 值 (C С, 》= 1 不 等 于 零 . 然后 由 对 天 求 和 变 为 求 
积分 ,得 : 

_ pk КЕ ееш) dk 
D(i,r) 一 ТРЫ (2т)°' 

这 里 指数 中 的 “<” 和 “ +” 两 个 符号 分 别 对 应 于 1>0 和 1<0 的 情况 (积分 中 对 
于 4<0 的 情况 ,积分 变量 进行 了 变换 :大 -yy - К) .被 积 式 ( 无 因子 et 时) 就 是 函 
数 Р(+,г) ВАО Е АЛИЯ. 同时 也 按时 间 将 函数 分 解 , 便 得 到 动量 
表象 中 的 格林 函数 : 


pk Коли о Цозш 
D(w,k) == | | е а + | е 41, 


借助 公式 (31.21) 求 出 积分 , 则 得 ; 


рё 1 о КИТУ 
Dlw,k) [ЕЮ ri- | а uk +10. 





$32 玻 色 液体 的 图 技术 


下 面 建立 用 于 计算 玻 色 系统 格林 函数 的 图 技术 ,这 和 在 $ 12 一 $ 13 中 对 于 
费 米 系统 的 作法 是 一 样 的 . 同 以 前 一 样 ,我 们 来 定 出 图 技术 规则 . 这 个 系统 分 子 
间 的 成 对 相互 作用 以 如 下 算 符 描述 : 

(а) => | 更” (тоғ) 7 (гу) Ur г, (вк, ) (от) ах, dx 

(32.1) 

ДА ИР, ЕТЕ РЧА р 算 符 都 应 当 表 为 
志 = 宅 + 与 的 形式 ,其 中 它 ' 为 非 凝 聚 体 部 分 ,性 是 凝聚 体 波 函数 ,对 于 静止 液体 
来 说 ,分 只 是 一 个 实数 Vmg. 作 这 样 的 代 换 之 后 , 算 符 (32.1) 可 以 分 解 为 由 四 
个 到 零 个 算 符 多 (连同 相应 因子 Vn 的 附加 数 ) 的 各 项 所 构成 的 级 数 . 

在 $12 中 关于 变 到 相互 作用 绘 景 的 所 有 叙述 仍然 完全 有 效 ,而 借助 维 克 定 
理 (与 以 前 不 同 的 ,只 是 现在 在 求 平均 的 乘积 中 置换 y 算 符 不 需要 变 导 ) 可 以 将 
得 到 的 表达 式 实行 进一步 展开 . 但 是 算 符 (32. 1) 分 解 成 各 种 不 同 项 ,它们 将 导 
致 在 费 曼 图 中 出 现 新 的 图 元 素 . 我们 可 以 立刻 写 出 最 终 的 动量 表象 中 的 这 些 图 
元 素 . 





Ф 应 当 强调 :因为 这 个 量 是 从 精确 的 海 森 伯 少 算 符 分 离 出 来 的 ,所 以 m 是 了 =0 时 液体 中 凝聚 体 
密度 的 精确 值 ， 
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在 图 的 每 个 顶点 上 , 同 以 前 一 样 汇聚 了 三 条 线 : 一 条 虚线 [相当 于 具有 
4 -动量 0 = (qu,g) 的 因子 ОСО) ] 和 两 条 粒子 线 一 “一 条 人 射线 及 一 条 出 身 
线 .但 这 时 应 当 将 凝聚 体 粒子 和 非 凝 聚 体 粒子 区 别 开 来 .各 实 线 现在 对 应 于 非 凝 
聚 体 粒子 ,这 种 线 [ 具 有 4 -动量 忆 = (o,p) ] 同 以 前 一 样 对 应 于 因子 16° (Р). 
凝聚 体 粒子 线 则 以 波纹 线 来 表示 ;用 这 些 线 来 描述 4 - 动量 已 =0, 它 们 相应 于 因 
пФ. 因此 ,出 现 了 四 种 形式 的 顶点 : 


VY YY 


(32. 2) 


1 
| 
| 
| 
| 


(а) (Ы) (е) (4) 


( 带 有 一 条 或 两 条 波纹 线 的 顶点 称 作 不 完全 顶点 ). 在 每 个 顶点 上 必须 满足 
“4 -动量 守恒 定律 " ;因此 在 顶点 b 和 上 虚线 的 4 -动量 与 实 线 的 4 -动量 是 
相等 的 ,而 在 顶点 Q 上 4 -动量 等 于 零 . 波纹 线 永 远 是 图 的 外 线 , 即 与 图 相连 接 
的 只 是 线 的 一 端 ,而 另 一 端 则 保持 自由 . 

进入 格林 函数 G(P) 定 义 中 的 每 一 个 图 都 有 两 条 4 -动量 P 的 实 外 线 ( 入 射 
线 和 出 射线 ) ,此 外 还 可 以 有 一 定 的 偶数 条 波纹 外 线 ; 各 图 中 的 入 射 外 线 和 出 射 
外 线 的 总 数 是 相同 的 (以 此 来 表达 系统 中 凝聚 体 和 非 凝 诊 体 粒子 总 数 的 守恒 ). 
像 费 米 系统 一 样 (也 因为 同样 的 理由 一 一 见 $13) ,只 有 不 能 分 解 为 两 个 (或 更 
多 个 ) 不 相连 的 子 图 的 图 才 是 允许 的 .但 与 费 米 系统 情况 不 同 的 是 ,这 里 要 改变 
共同 符号 的 定义 规则 , 按 这 种 规则 ,ic 中 所 含 的 图 都 有 相同 的 符号 ( 即 取消 48 
页 上 的 规则 3). 

图 中 每 一 条 虚线 在 自己 的 两 端 都 有 完全 的 或 不 完全 的 项 点. 但 这 不 会 是 
《32.2d) 类 型 的 两 个 顶点 ,因为 其 中 连 一 个 实 外 线 也 没有 ,这 种 图 形 根本 不 能 与 
格林 函数 图 相连 . 并 且 也 不 可 能 是 (32.2d) 与 (32. 2e) [ (32.29) 与 (32.2b) ] 
类 型 的 顶点 ,因为 当 存在 三 条 波纹 外 线 时 ,图 形 中 项 点 上 4 -动量 的 守恒 会 使 得 
第 四 条 外 线 的 4 -动量 也 变 成 零 , 也 就 是 说 ,我 们 能 得 出 具有 凝聚 体 全 部 四 条 
(波纹 线 的 ) 外 线 的 图 形 . 

然而 , 按 以 前 叙述 的 规则 建立 的 微 扰 论 , 它 的 每 一 级 中 有 相当 数目 的 图 总 是 
变 成 零 . 其 消失 的 原因 是 :理想 玻 色 气体 处 于 基态 时 不 存在 非 凝 聚 体 粒子 . 这 一 


点 ,如 果 我 们 仔细 考查 坐标 表象 中 图 的 来 源 , 就 更 清楚 了 ,因为 所 有 《和 ' 9) В 





Ф 更 准确 地 说 ,入 射 到 顶点 的 波纹 线 相应 于 因子 分, 而 出 射线 相应 于 因子 全" ,由 于 入 是 个 实数 ， 
所 以 这 两 个 因子 实际 上 是 相同 的 . 
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的 收缩 都 等 于 零 ЕЕ НУ РВД, ВЕ НЕЕ 
上 ; 剩 下 的 只 是 (全 多 *) 形 的 收缩 @. 

例如 ,自身 封闭 "的 实 线 图 都 将 变 成 零 ,因为 这 种 线 来 自 非 凝聚 体 粒子 密 
НУ (гот) (1,r)) 的 收缩 .其 次 ,以 虚线 封闭 的 实 线 图 ; 


都 等 于 零 . 这 种 线 来 自 同一 个 相互 作用 算 符 六 (ti нло вика 
(Ч (ат, (вк). СЕРА). 

最 后 ,由 实 线 和 虚线 按 一 定 顺序 构成 的 封闭 圈 图 (而 且 实 线 的 指向 沿 整个 
圈 图 都 相同 ) 所 组 装 的 一 切 图 都 等 于 零 . 现在 我 们 来 画 出 这 类 圈 图 . 在 线段 的 端 
点 旁 标 出 消 算 符 的 时 间 宗 量 ; 





图 中 每 条 虚线 端点 上 的 宗 量 都 相同 @. 与 实 线 对 应 的 函数 С 的 宗 量 等 于 差 值 
;对 于 任何 封闭 圈 图 ,这 些 差 值 之 和 等 于 零 , 因 此 即使 
其 中 的 一 个 差 值 是 负 的 ,对 应 的 函数 С° 也 变 为 零 . 

上 述 规则 也 适用 于 确定 反常 格林 函数 的 图 ,不 同 的 只 是 :两 条 实 外 线 ,对 于 
函数 刁 来 说 一 定 是 出 射线 ,或 对 于 函数 忆 * 来 讲 一 定 是 人 射线 . 相应 地 ,在 这 些 
图 中 人 射 波纹 线 数 和 出 射 波 纹 线 数 变 得 不 相等 了 ,但 要 使 所 有 出 射线 的 总 数 仍 
等 于 入 射线 的 总 数 . 一 条 实 外 线 描述 4 - 动量 已 ,而 另 一 条 描述 一 一 4 -动量 -P 
[这 里 己 是 等 求 的 函数 РОР) Р (P) 的 宗 量 ]@; 根据 整个 图 的 “4 - 动量 守恒 
定律 "这 两 种 线 的 4 - 动量 之 和 应 当 等 于 堆 . 

按 图 技术 计算 的 格林 函数 包含 两 个 参数 一 一 化 学 势 ys 和 凝聚 体 密度 mm; 这 
两 个 参数 还 应 当 与 液体 密度 п = NAV 联系 起 来 . 

直接 由 格林 函数 的 定义 得 出 的 公式 (31.6) 是 这 三 个 量 之 间 的 一 个 关系 式 . 
下 面 得 到 的 方程 (33. 11 ) 可 作为 第 二 关系 式 , 该 方程 用 图 技术 概念 术语 明显 地 





Ф 按 同 样 的 理由 ,两 个 粒子 在 真空 中 散射 的 某 些 图 也 变 成 零 一 一 见 $ 16. 

加 ”应 注意 :在 虚线 图 的 空间 - 时 间 表 象 中 ,与 1 和 2 两 点 对 应 的 因子 是 (Хх, - 0), ВЯ 
5(и-ь). 

Э ”因为 玉 是 宗 量 的 偶 函 数 ,所 以 己 的 共同 符号 的 选取 在 这 里 是 无 关 紧 要 的 . 
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表达 出 化 学 势 人 . 
$33 自 能 函数 


现在 我 们 详细 考查 格林 函数 图 的 结构 ,为 此 像 在 $14 中 对 费 米 系统 的 作法 
一 样 ,在 讨论 中 引入 自 能 函数 的 概念 , 即 采用 的 方法 是 研究 一 切 带 有 两 条 实 外 线 
的 图 的 集合 . 这 些 图 都 不 可 能 只 截断 一 条 实 线 就 分 成 两 个 部 分 .但 与 $14 有 所 
不 同 ,就 图 的 外 线 指向 来 说 ,现在 可 能 出 现 不 同 的 情况 :除了 带 有 一 条 人 射线 和 
一 条 出 射线 的 图 外 ,还 存在 带 有 两 条 出 射线 或 两 条 人 射线 的 图 . 与 此 相应 ,就 产 
生 了 三 种 自 能 部 分 : 


Уи 一 1220 一 302 


О >20 #03 (38.1) 


(这 些 记号 中 ,3 的 第 一 个 下 标 表 征 人 射 实 外 线 数 , 第 二 个 下 标 表征 出 射 实 外 线 
数 ). 自 能 图 ,除了 实 外 线 ,一 般 地 说 也 有 波纹 线 的 (凝聚 体 的 ) 自由 端 线 . 这 些 端 
线 包含 在 自 能 函数 的 定义 中 ,这 里 自 能 函数 是 以 圆圈 表示 的 . 下 边 我 们 将 会 看 
到 ,函数 (Р) 2o(P) 实 际 上 是 相等 的 : 

(Р) = Х,(Р). (33.2) 
还 要 立即 指出 ,因为 已 和 - 己 以 对 称 形 式 包 含 在 这 些 函 数 的 定义 中 ,它们 是 自身 
宗 量 的 偶 函 数 : 

5»(Р) = Х,( - Р). (33.3) 
作为 示例 ,我 们 画 出 函数 马 , 和 3 的 开头 两 级 微 扰 论 中 所 有 不 等 于 零 的 图 : 


ro | р РЕ (за 
РО Г. СЕ (33.5) 


现在 我 们 列 出 用 自 能 函数 表达 的 精确 的 函数 G 和 的 方程 . 
用 微 扰 论 的 术语 来 说 , 差 值 C(P) - С (P) 可 用 无 穷 多 个 链条 图 之 和 表达 
出 来 ,其 形状 为 : 





一 一作) Oo 
一 OO . о—0-— 
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它们 是 由 不 同 数量 的 小 圈 组 成 的 , 圈 间 用 正 向 和 反 向 (相对 于 两 个 端 线 而 言 ) 的 
第 头 以 一 切 可 能 的 方式 连接 起 来 .用 同样 方法 ,也 可 将 精确 的 函数 (函数 Е 
=0) 以 链条 图 之 和 表示 出 来 ,链条 图 中 两 边 上 的 箭头 的 指向 相反 : 


如 果 从 所 有 这 些 链 条 图 中 沿 竖 直 虚线 所 示 的 地 方 切断 边缘 的 环节 (小 圆圈 连同 

箭头 ) , 则 剩余 图 的 边缘 箭头 的 指向 相同 的 图 集合 又 将 与 精确 的 函数 С 一 致 ,而 
边缘 上 入 头 的 指向 相反 的 图 集合 则 与 精确 的 函数 Е 一 致 . 

现在 我 们 引入 以 单 向 和 双向 粗 箭头 表示 的 这 些 函 数 的 图 记号 : 
іС(Р) iF(P) iF(P) 


33. 
Р Р -Р Р -Р (33.6) 


于 是 ,上 述 论断 可 写成 由 骨架 图 组 成 的 图 等 式 的 形式 : 
Oe <O< Р 十 20) Р 


(33.7) 


[对 比 类 似 的 方程 (14.4) ] .将 这 两 个 等 式 写 成 解析 形式 ,得 :中 
G(P)=[1+B,(P)G(P) + 5,(P)F(P) 1G (P), (33.8) 
Р(Р) =6®( -Р)[5,(-Р)Р(Р) +5,(Р)б(Р)]. 

求解 这 两 个 关于 G 和 下 的 方程 ,并 将 GW” 的 表达 式 (31. 22) 代 入 , 便 得 到 所 求 的 

函数 : 


c(P) = [ot -pts -7)], 


F(P) = 5» (Р), (33.9) 


式 中 
В = [ (已 )] 一 


_ BP) -о 10 +0 | [ Х,(-Р) +0 +2. (33.10) 


Ф 我们 也 可 以 写 出 6 和 ' 类似 的 方程 组 ,而 该 方程 组 与 (33.8) 式 的 区 别 , 只 是 互 换 了 及 ,和 ,,. 
因为 F=F* ,所 以 由 此 可 得 出 等 式 (33.2). 
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我 们 强调 一 下 ,这 些 关系 式 不 依赖 于 自 能 函数 的 内 部 结构 ,所 以 也 与 粒子 间 具 有 
成 对 相互 作用 这 一 假设 无 关 , 因 此 它们 对 于 任何 玻 色 液体 都 是 正确 的 . 

液体 中 与 动量 p 有 关 的 元 激发 能 量 ,决定 于 函数 G 和 F 对 于 变量 w 的 极 
点 . 当 p 很 小 时 ,这 些 元 激发 是 声 子 , 它 们 的 能 量 同 p 一 起 趋 于 零 . 因此 函数 
(33.10) 当 p=0,w =0 时 应 变 成 零 . 由 此 我 们 求 得 等 式 : 


[3.,(0) -HA = 50,(0) , 
此 式 作 为 4 的 方程 有 两 个 根 ,其 中 之 一 应 取 
и=5, (0) -5,,(0). (33.11) 


实际 上 ЕКТ и ЯН (27.2) ДАН, ЕЖЕ = - 
т і УФ, НЕ" = - т, МЕ - 6; 后 一 等 式 , 当 取 (33. 11) 式 时 丛 
好 得 到 满足 ,这 时 (33.9) 式 中 的 各 分 子 (在 P_*0 的 极限 情况 下 ) 只 差 一 个 符号 . 
等 式 (33.11) 就 是 第 二 关系 式 ( 见 $32 未 ) , 它 同 关系 式 (31.6) 一 起 可 以 把 参数 
шп, 通过 液体 的 密度 n 表达 出 来 . 

进一步 将 表达 式 (33.10) 按 w 和 pp 展 成 短 级 数 , 便 可 决定 在 宗 量 w 和 为 
小 值 范围 内 的 格林 函数 的 形式 . 这 时 应 该 考虑 到 :标量 函数 У, Т ХУ, Г р? 的 
ЖЕЛЕЗЕ ,而 对 全 部 宗 量 为 偶 函 数 的 Р, , 它 的 展开 式 也 只 包含 变量 w ИЕ. 
将 (33. 10) 式 表 为 


D= [+ хаР) -5,(-Р)3] - 
- 2-х Р) +5, (-Р)] | +5, (Р), 
我 们 可 以 立即 得 出 结论 :展开 式 的 前 儿 个 末 消 掉 的 项 都 具有 D = 常数 (@w? — шр" + 
i0) 的 形式 ,其 中 4 是 一 个 常数 ,显然 它 是 液体 中 的 声速 . 同时 应 当 指 出 :由 于 
(33.11) 式 ,(33.9) 式 中 的 各 分 子 当 w,p-0 时 只 差 一 个 符号 ,因而 求 得 : 
G=_F= 常数 
w = и?р? +10. 
根据 这 个 格林 函数 ,算出 р 很 小 时 的 粒子 动量 分 布 VCp) ,并 把 它 与 我 们 已 知 的 分 
布 (27.7) 对 比 , 则 能 确定 出 分 子 中 的 常数 值 . 积 
Мр) =ilimf Clop)e we 


[对 比 (7.23) 式 ] 可 采用 在 上 半 平 面 内 以 无 穷 远 的 半圆 周 封 闭 积 分 围 道 的 方法 计 
算出 来 (对 比 $7 最 末 的 讨论 ) ,该 积分 相应 地 决定 于 w = -up +i0 极点 上 的 留 数 . 
最 后 我 们 得 到 N(p) = 常数 /2up ,将 它 与 (27. 7) 式 对 比 , 即 得 出 常数 = пути? /п. 因 
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此 ,最 终 求 得 w 和 pp 为 很 小 值 时 格林 函数 表 为 下 式 : 


2 
nomu 


C= -Е= (33.12) 





n(w -up +0). 

应 当 指出 ,在 精确 到 可 差 归 一 化 系数 的 情况 下 ,该 函数 与 声 子 场 格 林 函 数 相 
等 ( 见 8$31 中 的 习题 ) ,这 个 结论 是 十 分 自然 的 ,因为 在 w 和 pp 为 很 小 值 的 范围 内 ， 
玻 色 液体 中 的 全 部 元 激发 都 是 声 子 . 

最 后 ,我 们 演示 所 得 公式 用 于 研究 $ 25 中 近 理 想 玻 色 气体 粒子 成 对 相互 作用 
的 模型 . 在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,3 和 2 决定 于 (33.4) 的 前 两 个 图 及 (33.5) 的 第 
一 个 图 .将 它们 写成 解析 形式 ,得 到 : 

B=nlU + 0(р) Т, У. =т (р). — 
在 同样 的 精确 度 下 ,这 两 个 公式 中 的 凝聚 体 密度 m 可 以 换 成 气体 的 总 密度 п. 在 
$25 中 己 指 出 ,在 这 个 模型 中 气体 粒子 的 动量 可 认为 是 很 小 的 ,与 此 相应 ,各 健 里 
叶 分 量 UV(p) 可 用 它们 在 p =0 时 的 值 UV, ЖА. 于 是 
Хх, =210,, У, =а0,. (33.13) 

将 这 两 个 表达 式 代 入 (33. 11) 式 ,得 出 j=nUo, 它 与 (25.6) 式 符合 . КЛ 
(33.9 一 33.10) 式 , 则 得 到 格林 函数 的 下 列 两 个 公式 : 


2 
w+p /2m+nU. 
С(ө.р) = уу, 
w -в (р) +10 


Е ) -п0, 
Фр а? =? (р) +’ 


(33.14) 


式 中 
ко а" 
从 这 两 个 函数 分 母 的 形式 显然 可 看 出 a(p) 就 是 元 激发 能 量 ,这 符合 以 前 用 另 一 种 


方法 得 到 的 结果 (25.10 一 25. 11). 
$34 МУМИЯ 


量子 液体 中 一 个 准 粒 子 具 有 有 限 寿 命 (发 生 衰减 ) ,与 它 同 其 它 准 粒子 发 生 碰 
撞 或 它 自发 裂变 成 两 个 (或 更 多 个 ) 新 的 准 粒 子 有 关 . 当 温 度 ТО 时 ,衰减 的 第 一 
个 原因 消失 了 (因为 碰撞 概率 跟 准 粒子 数 密 度 一 起 趋 于 零 ) ,这 样 ,衰减 只 能 由 准 
粒子 的 裂变 才 会 发 生 . 
现在 来 研究 动量 为 p 的 准 粒子 裂变 为 二 的 情况 . 如 果 4 是 所 出 现 的 准 粒子 之 
一 的 动量 , 则 男 一 个 准 粒子 的 动量 为 p – q, 能 量 守恒 定律 给 出 如 下 条 件 : 
e(p)=e(g) +=(1р-91). (34.1) 
可 以 看 出 ,在 p 值 的 菜 一 范围 内 ,这 个 等 式 对 于 任何 g 都 不 满足 ;这 时 ,这 个 范围 内 
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的 准 粒子 根本 不 会 衰减 (当然 ,假如 也 不 能 裂变 为 更 多 的 准 粒子 ) . 

随 着 р 的 改变 , 当 p =p. (裂变 阐 ) 时 ,会 首次 出 现 方 程 (34.1) 的 根 . 这 时 将 发 
ЕЕ ЖЕ. 

首先 应 当 指 出 :在 p =p。 这 一 点 ,方程 (34.1) 的 右边 作为 4 的 函数 是 具有 极 值 
的 .事实 上 , 令 e(g) +e(ip -gq1) 在 给 定 p 值 时 的 极 值 是 E(p) (为 了 明确 起 见 , 我 
们 将 把 它 看 作 是 极 小 值 ). 于 是 ,方程 

е(р) -Е(р) ==(4) +е(1р-41) -Е(р) 
的 右边 是 非 负 的 . 因此 , 当 p НН Е =(р) -Е(р) <0 时 ,方程 显然 没有 根 ;而 只 在 
P=P。 这 一 点 才 有 根 出 现 , 在 该 点 上 =(р.) =Е(р,). 
将 方程 (34. 1) 表 为 对 称 形式 : 
e(p)=e(gi) +2(9), qi +4, =р, 
我 们 发 现 ,方程 右边 的 极 值 条 件 可 以 写成 9e/9q, = 92/94, 或 
V1 =9,, (34.2) 
也 就 是 说 ,在 冰点 上 两 个 裂变 出 的 准 粒 子 具 有 相同 的 速度 . 这 里 可 以 分 为 以 下 几 种 
10 (Л. П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 ,1959 ). 

а) Ҹр=р, 时 , 玻 色 液 体 中 准 粒子 的 速度 等 于 零 ,而 m 对 应 于 图 2 曲线 上 旋 
子 的 极 小 值 . 因此 ,如 果 v , =v ,=0, 其 意思 是 指 :在 阐 点 上 准 粒 子 裂变 为 两 个 动量 
№ ро ВЕД 的 旋 子 . 相应 地 ,发生 裂 变 的 准 粒 子 的 能 量 e(p.) =24 ,而 它 的 动量 
р. ЖЕ р, =Ри +Poz, 即 2pocos Ө =р, 这 一 条 件 与 pe 联系 起 来 ,这 里 26 是 两 个 旋 子 
飞 出 的 夹 角 . 由 此 得 出 ,在 所 有 情况 下 必 有 : 

р, <2po- (34.3) 

Ь) БА о, =v ,0, 并 且 与 它们 相应 的 动量 g, Ма, 是 有 限 的 ,其 意思 是 
НЕ ЕВРА У ВН (ЗЕТ ВЕЗЕТ НО) ЕК. 

с) 如 果 速 度 v ,和 w , 均 不 为 零 ,但 动量 之 一 (譬如 说 а) ЛЕМ НЕЗ = Яр 





便 可 以 由 准 粒 子 产生 声 子 .在 阐 点 上 声 子 的 能 量 等 于 零 , 准 粒子 速度 刚刚 达到 声速 
(速度 v=v, =и 全 相同 ). 
d) 最 后 还 有 一 种 特殊 情况 , 即 一 个 声 子 裂变 成 两 个 声 子 ,而 且 阐 点 就 是 能 谱 
的 始点 P=0. 但 是 这 种 裂变 只 当 能 谱 起 始 一 段 ( 声 子 段 ) 的 曲率 具有 确定 的 符号 
[应 为 de(p)/dp” >0] 时 才 可 能 ,也 就 是 说 a(p) 曲线 必须 从 起 始 的 切线 =wup 起 
向 上 弯曲 . 这 不 难 证 明 ,现在 将 这 一 段 能 谱 表 为 如 下 形式 : 
(р) =ир +ар?, (34.4) 





也 ”由 于 液体 是 各 向 同性 的 , 准 粒子 动量 已 及 其 速度 wp = 3s/6p 取向 共 线 , 但 方向 可 能 相同 也 可 能 相 
5. 
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该 式 除 线性 项 以 外 也 计 入 了 按 小 动量 的 备 展 开 的 下 一 项 @. 于 是 由 能 量 守 恒 方 程 
(34.1) 得 出 : 

и(р-9 - 1р -41) = -a(p -9 -lp-ql). 
在 阐 点 附近 与 准 粒 子 起 始 动量 p 成 小 角 Ө 的 方向 射出 一 个 声 子 ;在 方程 的 左边 ， 
有 : 


р-9-1р -41= С - соз 0). (34.5) 
在 方程 的 右边 ,只 要 令 ip -qi~p -4, 就 可 以 求 得 : 
и(1 -eos 0) =3a(p -9g)’, (34.6) 


由 此 可 见 , 应 当 是 а >0. 

我 们 在 下 面 ( $35) 将 会 看 到 :在 a) 和 ) 两 种 情况 ,函数 se(p) 不 可 能 在 六 点 
以 后 延 拓 ,因此 这 一 点 是 能 谱 的 终点 .但 在 e) 和 а) 两 种 情况 ,辐射 长 波 声 子 的 准 
和 粒子 ,其 裂变 会 导致 弱 误 减 的 出 现 ,这 可 以 借助 微 扰 论 来 确定 @. 

现在 我 们 来 计算 由 一 个 声 子 裂变 成 两 个 声 子 的 衰减 (第 d 种 情况 ). 由 
(24. 12) 趟 给 出 的 哈密 顿 量 的 各 二 次 项 中 ,都 有 这 种 过 程 的 矩阵 元 . 对 于 由 动量 为 
РИ АРН Е а, а, НИТРО КЕ НЕ 
的 和 矩阵 元 等 于 

Vi =T8(p -а, - ть (5 pgg, ) [1 о} (34.7) 

СЕТ АННЕ р, 的 下 标 0). 注意 其 中 有 (pq14,) “这 一 因子 ;由 于 它 很 小 ( 指 
的 是 长 波 声 子 的 裂变 ) ,因而 保证 可 以 运用 微 扰 论 @ 

在 1s 内 裂变 的 微分 概率 由 下 列 公 式 给 出 : 


2а И ад, 00, 
dw = 1 125 Е-Е) >. 
ћ ( ) (2тй)° 


[ 见 第 三 卷 (43.1) 式 ] .把 (34.7) 式 代入 上 式 时 将 出 现 8 函数 的 平方 ;应 把 它 理解 





Ф 由 声 振动 的 色散 方程 可 将 频率 平方 w? 确定 为 波 矢量 函数 .与 此 相应 ,将 声 子 能 量 的 平方 ez(p) 按 
动量 己 的 宪 作 正则 展开 ;由 于 液体 是 各 向 同性 的 ,所 以 从 ~p? 项 开始 应 按 р? ЕЕ. ВЧТ, ЖЖ (р) ЖЖ 
的 展开 式 使 含有 p 的 奇 次 罕 . 

@@ 上 面 所 列举 的 各 种 情况 中 ,究竟 哪儿 种 实际 上 能 够 实现 ,这 有 赖 于 准 粒 子 谱 e(p) 曲线 的 具体 走向 . 
ЖЕЖ (Не) 的 一 些 实验 资料 ,证 明了 在 压强 小 于 15 个 大 气压 时 有 开始 不 大 一 段 声 子 谱 存 在 ,在 这 一 段 
里 具有 第 d) 种 情况 的 不 稳定 性 . 液 氨 谱 终止 于 第 a) 种 情况 的 点 上 . 

Ф ”计算 矩阵 元 (34.7) 时 ,应 考虑 到 ; 声 子 算 符 名 ма 中 的 每 一 个 都 可 以 从 人 或 的 三 个 因子 中 任 选 
一 个 ;因此 出 现 因子 31. (34.7) 式 中 的 8 函数 是 由 积分 exp[i(p -gq - gs)r/i] 因 子 而 产生 的 , 最 后 注意 ,p， 
4 和 gq, 的 方向 几乎 重合 . 
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为 0. 


[5(р-4, -4q)] = т у (pp -gq -4), (34. 8) 
剩 下 的 一 个 5 函数 被 对 dg, 的 积分 消 掉 了 ;这 里 也 取 Е, = ир, Е, =и(4, +4,), % 
们 得 到 : 


} атра 4)8(р-4 - 1р -4.1) 





й = 


1 р» .Pp du 
3w dpp 让 

( 当 分 别 对 digq, 和 Фа, 积分 时 ,考虑 两 个 声 子 的 全 同性 ,答案 应 除 以 2). 最 后 ,把 8 

函数 的 宗 量 表达 成 (34.5) 式 ,并 对 94, = 214144. 9с0з 6( 在 9 <р 的 区 域 ) 进行 积 

分 ,可 求 得 裂变 的 总 概率 : 





3p’ 2 du 1? 
™ т Зи? ар р |. (34.9) 
声 子 的 衰减 系数 y= - Im е = ћо/2. 其 中 ,对 于 近 理 想 玻 色 气体 来 说 ,根据 (25.11) 
式 ,w/p~4m 有 4a/m 这 一 数值 与 密度 无 关 . 在 这 种 情况 下 


3 5 
У (94.10) 





(С.Т. Беляев 1958). 
对 于 第 。) 种 情况 在 阔 点 附近 准 粒子 辐射 声 子 的 过 程 来 说 , 微 扰 算 符 的 形式 可 
借助 研究 声波 中 准 粒 子 能 量 的 改变 来 确定 . 这 种 能 量 改变 由 两 部 分 组 成 : 


д=(р) = 886, +9 р. 
др 


第 一 项 与 液体 密度 的 变化 有 关 , 准 粒子 能 量 依赖 于 作为 参量 的 液体 密度 . 第 
二 项 (其 中 v 是 声波 中 液体 的 速度 ) 是 由 于 液体 宏观 运动 而 形成 的 准 粒子 能 量 的 改 
变 ; 因 为 在 阐 点 附近 辐射 出 的 声 子 波长 大 于 准 粒子 的 波长 ,所 以 可 以 认为 : 准 粒子 
处 于 均匀 液 流 之 中 ,于 是 准 粒 子 能 量 的 改变 就 可 如 523 初段 所 述 给 以 确定 . 在 8 
中 使 = Y 9, 将 p' 换 成 二 次 量子 化 算 符 (24. 10) ,并 将 p 换 成 准 粒 子 动量 算 符 P = 
21 V, 即 可 得 到 微 扰 算 符 : 


ее 


+59 "p+p:$) (34.11) 


(在 第 二 项 涉 把 乘积 加 以 对 称 化 ,以 使 其 成 为 厄 米 形式 ). 其 次 ,可 像 上 面 处 理 声 子 
裂变 一 样 来 计算 声 子 辐射 的 概率 (见习 题 ). 





Ф 实际 上 ,6 函数 5( 且 产生 于 积分 | e dm(2m) .如 果 计 算 大 =0 时 的 另 一 个 同样 的 积分 (因为 已 
有 了 一 个 8 函数 ) ,并 且 饥 及 有 限 体积 了 进行 积分 , 则 得 到 VA(27)? ;这 就 是 公式 (34.8) 所 表达 的 . 
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2] 题 
1， 试 求 动量 为 p( 接 近 于 阅 值 p,) 的 准 粒子 辐射 声 子 的 概率 ,这 时 准 粒子 速度 
达到 上 声速. 
解 : 准 粒子 在 动量 为 p 和 p' 两 个 状态 (平面 波 ) 间 跃迁 ,同时 产生 一 个 声 子 ( 动 
量 为 4) ,对 这 一 情况 取 算 符 (34.11) 的 矩阵 元 .在 阅 点 附近 , 声 子 的 动量 g <<p,, 而 
4 的 方向 几乎 与 的 方向 重合 也. 考虑 到 这 一 点 , 即 可 求 出 : 


| А ш\ 2 
У, = - ти) 3(P -gq 4.) ря (39) ’ 

Ф 

р де 

и др 





А =р, +— 

因而 声 子 辐射 的 微分 概率 为 
194 _ _ _@9_ 
dw г 43[e(p) - (1р - 41) Ге. РУ 


(动量 的 5 函数 已 被 对 dp' 的 积分 消 掉 ) .把 5 函数 的 宗 量 写 成 近似 形式 -ug(1 - 
cos 9) 并 对 中 9 进行 积分 , 则 得 : 
_ 24 (р-р. )* 
Зтрћ ^ 
2， 初 速度 为 g 的 中 子 在 液体 内 散射 . 试 求 此 时 可 以 产生 动量 为 卫 , 能 量 为 e(p) 
的 激发 的 条 件 . 
解 :在 所 考察 的 过 程 中 能 量 和 动量 守恒 可 以 写成 如 下 的 方程 (mn 为 中 子 质量 ， 
Р 为 其 初 动量 ): 
Р? (Р-р)? 


2т 2т 


=е(р), 


此 


2 
Урсов 0==(р) +Р_, 
2т 


这 里 0 是 P,p 间 夹 角 , 于 是 待 求 的 条 件 为 


уь) + 过 
р 2т 





Ф 为 了 明确 起 见 ,我 们 研究 声 子 愉 好 以 这 个 方向 (而 不 是 相反 方向 ) 被 辐射 时 的 情况 . 对 此 ,函数 e(p) 
在 阐 点 附近 应 有 如 下 形式 ， 
e(P) 一 e(po)+(P-Po)z+ea(P-Po) 
(线性 项 的 符号 为 正 ). 根据 能 量 守恒 定律 不 难 证 明 : 当 a >0 以 及 p >p。 时 才能 发 生 声 子 辐射 ;辐射 出 的 声 子 
动量 取 记 0<g<2(p - pe) 间隔 内 的 一 切 值 . 
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$35 能 谱 在 其 终点 附近 的 性 质 


这 一 节 我 们 将 研究 在 元 激发 型 变 成 两 个 准 粒子 的 阀 点 附近 玻 色 液体 谱 的 性 
质 ,但 这 两 个 准 粒 子 当 中 一 个 也 不 是 声 子 [ $ 34 №) а) 和 b) 两 种 情况 0. 与 产生 
声 子 的 裂变 相反 ,对 于 а) ,b) 两 种 情况 微 扰 论 是 不 适用 的 ,并 且 研 究 这 两 种 裂变 时 
需要 阐明 液体 的 格林 函数 在 阔 点 处 的 奇异 性 质 . 另 一 方面 ,使 我 们 只 对 这 些 奇异 性 
感 兴趣 这 一 事实 , 便 人 允许 更 大 程度 地 使 用 图 解法 ,因而 简化 了 计算 过 程 . 比如 说 ,可 
以 不 必 区 别 G 和 下 这 两 个 函数 (因为 它们 的 解析 性 质 是 相同 的 ) ,因而 可 以 认为 只 
存在 一 种 格林 函数 ; 若 考 虑 C 和 下 之 间 的 区 别 , 只 会 使 方程 中 出 现 若干 个 同类 项 
( 按 其 解析 性 质 划 分 ) ,但 这 并 不 影响 所 得 的 结 

我 们 感 兴 趣 的 格林 函数 的 奇异 性 与 一 个 准 粒子 裂变 成 另外 两 个 准 粒子 有 关 ， 
这 一 事实 用 图 技术 的 术语 来 说 ,就 是 指 奇异 性 出 自如 下 形状 的 图 : 





2 
а >, (35.1) 
Р-0 


1х 1 РЯ В] ЕН] В ЖА, 0, Р Б 5 О В Е йа] 
态 . 在 这 些 图 中 对 中 间 4 -动量 0 = (9,9) ЖТА. 并 且 就 产生 奇异 性 来 
说 ,@ 和 忆 -4@ 的 值 域 起 决定 性 作用 ,而 裂变 出 的 准 粒 子 ( 裂 变 产 物 ) 就 以 这 些 
动量 在 冰点 附近 产生 出 来 . 对 于 所 要 阅 明 的 理论 来 说 下 述 论 断 是 重要 的 :对 于 
格林 函数 C(O@) ,这 个 4 ~ 动量 值 域 并 不 是 奇异 的 ,因为 在 这 个 值 域内 G(0) 具 
有 通常 的 极点 的 形式 : 
С(0) =С(9,,9) [go -в(4) +i0] ， (35.2) 
其 中 函数 e(g) 是 裂变 出 的 准 粒子 能 量 , 它 不 具有 奇异 性 . 这 个 值 域 的 物理 特殊 
性 ,只 在 于 其 中 一 个 准 粒子 能 和 另 一 个 准 粒 子 “ 粘 ”在 一 起 ;但 这 个 过 程 在 绝对 
零度 时 是 不 可 能 发 生 的 ,因为 这 时 不 存在 真实 的 激发 . 格林 函数 的 奇异 域 只 是 原 
来 的 准 粒 子 裂变 阀 附近 的 一 些 己 值 [ 图 (35.1) 的 外 线 ]. 
图 (35.1) 中 的 两 条 连接 线 对 应 于 因子 СОО) С(Р- 0), О 进行 积分 . 
这 里 ,因为 只 有 0 的 小 值 域 是 重要 的 ,所 以 图 中 其 余 的 因子 在 求 积分 时 可 以 当 
作 常 量 , 并 等 于 它们 在 阐 值 О = О, 时 的 值 @. 因此 ,在 图 中 出 现 用 积分 表达 的 因 





中” 这 一 节 的 内 容 属 于 开工 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 的 工作 (1959) 
@ ”对 这 个 论点 应 该 作 明确 解释 . 因为 ,因子 ССО) C(P - 0) 与 决定 (p,q) 平 面 位 置 的 角 9 无 关 . 所 
以 对 dp 求 积 分 归结 为 将 待 积 式 其 余部 分 对 @ 求 平均 ,此 后 О 便 可 以 理解 为 2ng? dqodqdeos Ө. 在 这 种 对 
О 的 积分 中 ,小 值 域 恰恰 是 重要 的 . 对 于 下 面 计算 的 其 它 类 似 场合 也 应 注意 此 点 . 
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і 40 
| Gn | Tat) ОВ а, stlp al) +i0] 

式 中 =(w,p). 借 助 于 在 复数 q。 的 一 个 半 平 面 内 用 无 穷 远 半 圆 封闭 积分 围 道 
的 方法 来 完成 对 ад, 的 积分 ,于 是 得 出 : 





ПСР) = 


1 а 
П(Р) = 1 | osc scp -41) +10 
下 面 我 们 还 要 分 析 这 个 积分 ,现在 需要 用 它 将 所 求 的 精确 函数 СОР) 表达 
出 来 ,为 此 应 把 所 有 (35.1) 形 的 图 累加 起 来 . 
函数 С(Р) 可 以 写成 戴 森 图 方程 : 





(35.3) 


= + (35.4). 
Р-0 


НАТО 1С, 7 СА“ ЧЕ аре" В, а“ АТР 
条 线 "而 不 能 截 开 的 图 形 的 集合 所 定义 的 . (35.4) 式 右边 第 二 项 表示 (35. 1 ) 图 
形 的 集合 . 这 时 白 小 环 代表 精确 的 “三 端 ” 顶 角 函数 [用 (8,P -0,P) 标 记 ]， 
阴影 小 环 代表 该 函数 的 非 奇 异 部 分 ,这 个 部 分 已 经 消去 了 因 切 断 两 条 实 线 而 被 
截 开 的 图 中 . 如 上 所 述 ,对 4 @ 求 积分 会 出 现 因 子 太 (P) ,并 且 图 中 其 余 的 因子 
可 代 之 以 它们 的 9 = 0. 时 的 值 .所 以 等 式 (35.4) 就 是 : 
С(Р) =а(Р) +Ъ(Р)С(Р) Г, (Р) П(Р) (35.5) 

з Г.(Р) = Г(0,,Р-0,,Р) ,їа(Р),Ь(Р) ЖР =Р, ЖИТЕЛ 
函数 . | 

在 (35.5) 式 中 出 现 的 С 和 二 .是 两 个 奇异 函数 ,为 了 通过 王将 它们 表达 出 
来 ,还 需要 有 一 个 方程 . 注意 ,将 精确 的 项 角 函 数 丁 表示 成 “梯形 ”级 数 


р- = ООО 
我 们 就 得 到 这 一 方程 ,上 列 级 数 与 四 端 顶 角 函 数 的 级 数 (17.3) 类 似 . 级 数 之 和 
可 给 出 方程 : 





QD 这 里 所 说 的 情况 与 量子 电动 力学 中 的 戴 森 方程 相似 ( 见 第 四 卷 $ 107 ) : 同 那里 一 样 ,所 有 必要 的 
图 的 集合 都 是 只 修正 一 个 项 角 函 数 而 得 到 的 . 
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[比较 (17.4)]; 当 0=0. 时 ,这 一 方程 可 给 出 如 下 的 解析 式 : 

Г.(Р) =с(Р) +а(Р)П(Р)Г,(Р), 
式 中 c(P) ,d(P) 是 正则 函数 . 现在 从 上 述 两 个 方程 中 消去 本 ,, 我 们 便 得 到 所 求 
的 格林 函数 通过 П 的 表达 式 : 


серу -_АСРИКР) 


1 + В(Р)ӘП(Р) 
这 里 4,B,C 也 都 是 P=P, 附近 的 正则 函数 . 
对 不 同类 型 的 准 粒子 裂变 作 进 一 步 计 算 有 不 同 的 情况 . 
а) 裂变 成 两 个 旋 子 的 阐 
在 这 种 情况 下 ,冰点 附近 裂变 粒子 的 能 量 a (gq) 由 公式 (22.6) 给 出 ,于 是 
(35.3) 式 的 积分 取 如 下 形式 : 
П(®,4) = 


= | [о -24 -37[(g рь)" + (1р 41 -Р 1 } 


为 求 积 分 我 们 引入 两 个 新 的 变量 q; ,gq’ ,根据 定义 ,有 
4. = (posin G+q,)eos ф, 9, = (posin 0+9g’)sin ф, 





+C(P), (35.6) 


-1 dg 
(27)” 





(35.7) 


4. =pocos 0 +4., 

并 且 z 轴 沿 p 的 方向 , 角 9 决 定 于 等 式 2pocos 0 = р. ЗЕ ЖИР а, ,9, 很 小 ,因而 
以 所 需 的 精确 度 有 : 

9 ро + 9,5іп Ө + 4; соѕ Ө, 

Ір - 41 =ро +9, 5іп 0 - д,соз 0, 

d’g ~ posin 0dg,dgq’ dp, 
这 时 (35.7) 式 中 花 插 号 内 的 表达 式 取 下 列 形式 : 

[о -2A -一 (93sing + 4'2сов20) }. 
再 作 一 次 变量 代 换 
9,8іп 0 = Мт" peos №, qicos Ө = Мт? psin у, 

ЖАХ у 积分 ,可 求 得 : 


т” po pdp 
27c05 0] -w+2A +p” 





П(о,р) = 一 
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p 很 大 时 , 式 中 积分 的 发 散 性 只 与 所 作 的 若干 忽略 有 关 , 因 而 是 无 关 重 要 的 ; 当 
р’ 的 某 一 值 >> 124 -wl 时 ,积分 的 截断 只 对 三 的 正则 部 分 有 贡献 . 我 们 感 兴趣 
的 这 个 函数 的 奇异 部 分 产生 于 积分 下 限 附 近 区 域 ,于 是 我 们 求 得 奇异 部 分 : 
1 
2A-w 
当 24 - о 值 很 小 时 ,这 个 对 数 很 大 ;把 (35.8) 式 代入 (35.6) 式 并 按 对 数 的 
负 短 次 展开 ,我 们 得 到 : 


GCG '(w,p) =b +celn”! 





Hexln (35.8) 


2А - о’ 

К а,0,с 是 w Жр ЮТЕЛ. ЧЕМ (р=р.) 发 生 裂变 的 准 粒子 能 量 等 于 
24. 因为 准 粒 子 能 量 决定 于 函数 C ”的 零点 ,就 是 说 G6-'(24,p,) =0, 对 此 也 应 
Я 6(24,р,) =0. 但 是 ,将 正则 函数 5b(w,p) 按 差 p -p, 与 差 w -24 的 整数 寡 展 
开 ; 将 正则 函数 a(w,p) 和 c(w,p) 也 换 成 它们 在 阐 点 上 的 值 ,最 后 我 们 得 到 阐 点 
附近 区 域内 格林 函数 的 如 下 表达 式 ， 


c (op) =B[P-p+ram ae 一 |] (35.9) 
Ж а, а, В 是 常数 . 
令 这 个 表达 式 等 于 零 ,我 们 即 得 到 阔 点 附近 能 谱 e(p) 的 形式 . 假如 不 可 橡 
变 区 域 位 于 p <p.,e <24 的 范围 , 则 常数 a 和 sc 必 为 正 数 ,因而 方程 C-! =0 这 
里 具有 不 衰减 的 解 : 





е =2A - аехр (这 (35.10) 


我 们 看 到 ,能 谱 曲 线 终于 阔 点 ,并且 在 该 点 具有 无 限 阶 的 水 平 切线 .但 在 p >р, 
的 区 域内 ,方程 C” =0 既 没 有 实数 解 , 也 没有 p=p. 时 e=24 的 复数 解 . 就 此 意 
义 来 说 ,能 谱 曲 线 根本 不 可 能 延 拓 到 阐 点 之 后 ,而 只 能 终止 于 该 点 @. 
b) 有 裂变 成 具有 平行 动量 的 两 个 准 粒子 的 阅 

Я ЗЕМ ( Ч рер. 时 ) ,表达 式 (4) +e(1p -91) 作 为 9 的 函数 应 具有 
极 小 值 ,所 以 在 阐 点 附近 该 式 有 如 下 形式 : 

e(g) +2(1р-41) = 
= е, +0,(р -р,) +а(4-4,)° +8(4-4,,р.)°, 

式 中 a,B 是 常数 ;v ЕЕН Л НО ОЕ а, 是 一 个 准 
粒子 的 动量 .将 (35.11) 式 代入 (35.3) 式 ,并 按照 


(35.11) 





Ф 在 123 页 的 注解 中 已 经 指出 :在 液 氮 的 情况 下 ,能 谱 恰 好 终止 于 这 种 点 (图 2 中 的 曲线 具有 水 平 
切线 并 逐渐 接近 于 直线 s =24) . 
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Р =9-9, РР, =рр,соѕ р 
引入 新 的 积分 变量 ,得 : 





__1 р? ірӣсоз у 
П(озр) = (21)? | s -eo0-v.(p-p.) -ap -Bp'picos'y 
这 个 积分 在 冰点 具有 平方 根 的 奇异 性 : 
Hx[v(p-p.)-(e-e.)]. (35.12) 


把 上 式 代 入 (35.6) 式 ,我 们 便 求 得 阔 点 附近 区 域内 的 格林 函数 
С (op) =А(ш,р) +В(ш,р) [+.(р-р.) - (ш-=.) 1". 
Я С (е, ,р,) =0, 而 4 和 B 是 正则 函数 ,所 以 将 4,B8 按 p-p. 和 w-s. К 
展开 ,最 终 求 得 : 
C [.(р-р.) - (ө-е,) 1 + [а(р-р,) +b(w -2.)], (35.13) 
ра 是 常数 . 

能 谱 的 形状 决定 于 方程 6“"(e,p) =0. 现在 我 们 来 寻求 该 方程 形 如 e е, 
=0,(р-р,) + Ж (р-р) рати, <р. 时 有 解 , 必 须 有 a + bv, >0, 
于 是 

те, +1.(р-р.) - (а+.)*(р-р.)?. (35.14) 
在 同样 条 件 下 ,在 p >p. ИЖ, Е С ' =0 АЖ рер, М ее, Й. 
此 ЛЕНИН ГВЕН Е д. 


$35° 二 维系 统 的 超 流 性 


作为 二 维 玻 色 系 统 的 液 氮 薄膜 具有 非常 独特 的 性 质 . 首先 要 指出 的 是 ,在 二 
维 情况 只 当 了 =0 时 才 存 在 凝聚 体 . 温度 无 论 如 何 低 但 是 在 有 限 吕 的 情况 ,凝聚 
ТЯ 因为 ,如 将 (27.8) 式 的 WP) 代 人 等 于 非 凝聚 体 粒 子 数 的 积 


[м (р) Р — з= Е, 中, 则 在 小 p 区 域 此 积分 将 要 对 数 发 散 .该 公式 在 此 区 域 本 应 是 


正确 的 . 这 个 矛盾 表明 :在 二 维 情况 作为 推导 公式 基础 的 假设 本 身 是 不 正确 的 . 
此 假设 宣称 “在 有 限 温度 时 存在 凝聚 体 ”. 

这 里 的 状态 与 二 维 晶 体 情 形 相 类 似 ( 见 第 五 卷 $ 137) 例如 ,在 晶体 中 原子 
位 移 的 涨 落 冲 毁 了 日 格 ,与 此 相似 ,相位 的 涨 落 消 灭 了 凝聚 体 . 两 种 系统 在 形式 
上 相似 之 处 ,在 于 在 两 种 情形 下 在 能 量 的 表达 式 中 能 量 所 依赖 的 各 种 量 都 只 能 
以 微 商 的 形式 出 现 . 在 第 一 种 情况 下 ,是 指 原 子 的 各 位 移 矢量 本 身 不 能 包含 在 能 
量 之 中 ,因为 对 于 系统 的 整体 位 移 ,能 量具 有 不 变性 . 在 第 二 种 情况 下 ,是 指 凝 聚 
体 波 函数 的 相位 本 身 不 能 包含 在 能 量 之 中 ,因为 相位 不 是 单 值 的 . 事实 是 ,能 量 





Ф ”这些 断 言 也 适 于 二 维 焉 色 理想 气体 ,不 难 论证 当 7 0 时 在 二 维 情况 这 种 气体 的 化 学 势 为 零 . 
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只 依赖 于 这 些 量 的 梯度 ,并 且 最 终 将 导致 涨 落 的 发 散 . 

我 们 在 第 五 卷 $ 138 中 已 经 看 到 :在 二 维 晶 体 中 , 涨 落 的 对 数 发 散会 导致 系 
统 中 关联 函数 慢 的 ( 按 考 规律 ) 减 误 . 与 此 相似 ,在 二 维 玻 色 系统 中 ,密度 矩阵 
(26.7) 当 |r, - 疡 1 一 o 时 不 像 存 在 凝聚 体 时 趋 于 一 个 常数 极限 ,而 只 是 按 香 规 
律 减 小 (本 W. Капе, І. Kadanov ,1967. ) 

过 渡 到 对 问题 的 定量 研究 ,我 们 引入 一 些 记号 .用 d, 表示 二 维 超 流 密度 , 即 
单位 面积 的 质量 . 对 于 宏观 厚度 的 氮 层 ,此 量 可 以 写成 d, =p.L. 这 里 р, 是 通常 
的 体 超 流 密 度 . 对 于 薄膜 ,不 存在 这 种 关系 ,此 薄膜 的 参量 根本 不 能 用 体 性 质 来 
定义 . 

凝聚 体 波 函 数 当 T=0 时 写成 如 下 形式 
这 里 引入 了 =0 时 凝聚 体 的 表面 密度 m. 在 有 限 温度 时 相位 更 应 该 当成 涨 落 量 ， 
此 量 并 对 涨 落 进行 平均 . 这 些 涨 落 的 概率 是 

w=exp | -经 , {35*.1) 
此 时 自由 能 AF 等 于 液体 的 动能 (比较 (28.6) ) : 
[су Фуа, 

А ЕТЕ ИС ВА ВОИ ДЕ Л < =). 然而 ,此 量 根据 本 节 开 头 说 过 
的 是 等 于 零 . 为 证 明 此 点 我 们 利用 第 五 卷 $ 111 的 习题 所 得 的 结果 . 根据 这 个 结 
条 ,对 于 变量 y 的 具有 平均 值 为 零 的 线性 齐 次 函数 ,有 公式 (这 里 y 遵守 高 斯 统 
计 法 ): 





AP =4, 


(ехр(у)) =exp( (7 ) /2). (35°.2) 
(在 量子 情况 ,这 个 论断 对 于 遵守 维 克 定 理 的 算 符 是 正确 的 . 这 一 点 在 第 八 卷 
$ 127 计算 德 拜 - 瓦 勒 (Debye - Waller) 因子 时 利用 过 . ) 将 公式 (35'.2) 用 于 施 
的 平均 ,得 
(5) = Vvoexp( - (AB)/2) = Vzoexp( - ф(0)?), (35*.3) 
式 中 2o(r) 是 8$28 引入 的 相位 涨 落 的 关联 函数 . (相位 的 无 关 重要 的 平均 值 可 设 
为 零 ) .二 维 人 情况 p(7) 的 表达 式 可 从 三 维 公 式 (28.9) 用 明显 的 替换 方法 得 到 
结果 是 





е1 а, ФА 
= Т т ШР * 
Ф(ғ) ая [17° бту (35°.4) 


这 个 积分 对 任意 7 在 小 值 都 发 散 ,所 以 (35*.3) 的 右 侧 为 零 . 
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现在 来 计算 系统 的 密度 矩阵 中 ,根据 定义 , 它 等 于 

pllri -rl) = (27° (т) Е (т, )) =v (exp[i(AB(r) -АФ(г,))]) 
(当然 ,与 (35" .3) 一 样 ,不 可 将 指数 函数 按 相 位 涨 落 展开 ) ,再 一 次 应 用 公式 
(35 " .2) 来 平均 ,得 

р(1г, -г,1) =zmexp[ ~- ((AB(r) -АФ(г,))*)/2]. 
方 括号 中 的 表达 式 显 然 等 于 : 
((AB(ri)AB(r,) -(АФ(г,))°), 
因此 
р(г) =zoexp[eo(Cr) – Ф(0) ]. 

根据 (35* .4) 








т 1 
ФТ 8 (е ро Е 


此 积分 在 小 值 丰 是 收敛 的 . ТЕЧЕ & ВО АКАУ КА, ~ Тићи (и 为 声速 ) 时 不 能 


用 涨 落 经 典 理论 有 关 ,因此 ,积分 应 在 此 左 值 处 截断 . 结果 ,给 积分 主要 贡献 的 值 
域 为 


(35“.5) 


и 221 ИГ, 


ЕЕ НЕ 之 后 经 简单 的 积分 ,得 
1 





ф(г) -9(0) = Ту i hE 
密度 矩阵 的 最 后 形式 为 
一 1 * 
р(т) =, С)" (35*.6) 
这 里 衰减 指数 为 
_ т? А 
та" (35*.7) 


当然 ,密度 矩阵 按察 规律 (35". 6) 缓慢 下 降 的 液体 在 定性 方面 与 普通 液体 
是 不 同 的 . 后 者 的 密度 矩阵 按 指数 函数 下 降 . 要 讲 的 理论 的 核心 假设 认为 :具有 
缓慢 下 降 关 联 的 液体 是 超 流 的 . 虽然 ,凝聚 体 粒子 的 数目 等 于 零 ,而 超 流 密度 а, 
却 不 是 零 ( 当然 ,这 个 假定 是 在 推导 显 含 d, 的 公式 (35 .6),(35 .7) 时 做 出 
的 .这 里 重要 的 是 4, 有 限 的 假定 不 能 与 以 下 的 假定 相 了 矛盾 , 即 凝聚 体内 的 粒子 
数 为 零 ) 

实际 上 , 冲 毁 凝聚 体 的 是 相位 长 波 涨 落 、 此 涨 落 在 空间 几乎 均匀 地 改变 相 
位 ,并 不 影响 液体 的 力学 性 质 . 这 一 点 是 很 清楚 的 ,如 果 注 意 到 大 量 出 现 作 为 有 





Ф 下 面 的 计算 与 二 维 唱 体 密度 涨 落 关 联 函 数 的 计算 相 类 似 (第 五 卷 $ 138 ) . 
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势 流 的 超 流 , 即 速度 沿 闭合 围 道 的 环流 等 于 零 . 这 等 价 于 相位 单 值 性 的 要 求 . 此 
要 求 不 会 被 相位 的 长 波 涨 落 所 破坏 . 然而 ,破坏 它 的 是 在 围 道内 自发 产生 量子 涡 
线 . 这 种 过 程 在 三 维 物体 内 是 不 可 能 产生 的 ,因为 涡 线 在 这 种 情况 下 具有 宏观 长 
№. 从 而 能 量 也 是 如 此 . 而 涡 线 具有 原子 数量 级 的 能 量 , 它 横 穿 原 子 厚度 的 膜 ,可 
用 热 方式 激发 涡 线 . 这 种 “点 状 ” 涡 线 乃 是 二 维系 统 独 特 的 一 类 元 激发 , 它 与 普 
通 激发 不 同 之 处 在 于 它 的 能 量 对 数 地 依赖 膜 的 面积 . 这 导致 只 当 温 度 高 于 确定 
的 相 变温 度 时 ,才能 经 由 热 方式 产生 涡 线 .C 

首先 应 指出 ,产生 涡 线 在 热力 学 上 是 有 利 的 ,如 果 这 降低 自由 能 . 产生 涡 线 
供 自由 能 变化 AF = ДЕ - TAS, 这 里 A 已 是 涡 线 给 能 量 的 贡献 ,AS АА НО Т 
献 . 在 (29. 8) 式 将 [р, 换 以 d,, 得 出 
В т. № 19 


1 =—4 ， 
та 2 ‘т Uo 





ДЕ = та, 


这 里 о = wR 是 膜 的 面积 ,c。 = па, AS 决定 于 相 空间 体积 的 对 数 ,对 于 涡 线 
则 为 面积 的 对 数 , 涡 线 的 状态 由 它 在 平面 上 的 两 个 坐标 来 确定 . 于 是 

Й 二 -7m2. 
т oo С, 
ЖАНРУ ТОЕ с, 具有 面积 量 纲 ,其 数量 级 等 于 ос 以 对 数 精确 度 
В ос, =o , ЛЕ <0, Вр 


т 
Е = —а 
A 5 4, 





(35".8) 


тЪТт, = "4, № (35.9) 
2 т 

则 产生 涡 线 是 有 利 的 . (7. М. Kosterlitz О. Thouless ,1972 ) 

应 强调 ,普通 型 激发 ( 例如 旋 子 或 激发 原子 ) НО, ЕКА ИНН 
数 , 相反 的 ,“ 普 通 型 "激发 的 能 量 却 与 面积 无 关 . 因此 它 的 产生 在 热力 学 方面 总 
是 有 利 的 . 在 任意 的 ,无 论 如 何 低 的 温度 总 有 一 些 这 类 的 激发 ,而 在 了 < 了 时 涡 
线 数 严格 等 于 零 . 

也 要 指出 一 种 重要 的 情况 ,薄膜 因为 存在 宏观 角 动 量 , 在 热力 学 方面 是 无 利 
的 , 定 会 产生 等 量 的 反 向 环流 的 涡 线 , 于 是 平均 角 动 量 等 于 零 . 可 以 将 涡 线 的 产 
生 看 做 涡 旋 束缚 对 的 解 离 过 程 . 

因为 ,在 $29 所 指出 的 ,出 现 涡 线 表明 超 流 的 破坏 , 当 温 度 高 于 了. , 超 流 便 
消失 .了 7, 是 过 湾 到 基态 的 相 变温 度 .然而 这 种 相 变 不 同 于 第 一 、 第 二 级 相 变 乃 是 
二 维系 统 所 特有 的 . 超 流 密度 4, 在 相 变 点 以 路 变形 式 变 成 零 . 低 于 相 变 点 ,此 密 
度 以 普 适 关系 式 (35' .9) 与 相 变温 度 Т, 自然 相 联 系 . 

按照 (35 .7) 和 (35 .9) 两 式 , 密度 矩阵 的 衰减 指数 лр 在 相 变 点 等 于 1/4， 





QD ”所 述 的 理由 分 别 由 В. Л. Березинский ( 1970 ) 和 1. М. Kosterlitz ‚р. Thouless(1972 ) 独立 提出 的 . 
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于 是 
р(г) =ғ7%. (35*. 10) 
高 于 相 变 点 ,由 于 d, =0 此 函数 呈 指 数 衰减 . | 
下 面 我 们 将 看 到 , 当 从 上 方 接近 相 变 点 , 涡 线 密度 按 指数 规律 趋 近 于 零 . 相 
应 地 , 涡 旋 以 指数 微小 的 形式 贡献 给 热力 学 各 函数 ,于 是 在 相 变 点 热力 学 函数 的 
一 切 微 商都 是 连续 的 . 在 宏观 厚度 的 膜 内 (此 时 d, = р.) 情形 就 变 得 特殊 了 . Ч 
远离 入 点 ,p。~p, 如 按 (35 .9) 估 算 ,温度 了. 是 高 的 . 二 维系 统 在 这 里 无 论 如 何 
都 不 会 出 现 . 然而, 随 着 向 入 点 的 接近 ,p, 会 减少 ,最 终 达 到 
р.(Т) = (2Tm /nL ) 一 (27 m /nL ). 
在 此 温度 , 膜 将 失去 本 节 所 述 机 制 的 超 流 性 . 于 是 ,在 厚 膜 内 形成 涡 旋 的 相 变 将 
发 生 在 略 低 于 A 点 处 , 膜 越 厚 , 越 靠近 和 点. 
上 述 现象 不 仅 是 超 流 氨 所 特有 ,而 且 可 以 出 现在 其 他 二 维系 统 . 在 这 些 系 统 
涨 落 破坏 了 远程 有 序 性 ,结果 产生 具有 缓慢 减弱 关联 的 状态 . 例如 在 第 五 卷 
$137 讲 过 的 二 维 唱 膜 . 此 时 ,与 膜 平面 相 垂直 的 位 错 起 着 涡 线 的 作用 . 此 位 错 
能 量 形 如 А (о/о). ОЯНУ ЧА Т, =4 时 产生 相 变 . МТТ, 在 膜 内 会 有 
位 错 的 有 限 密度 . 在 此 膜 内 位 错 的 运动 可 能 形成 位 错 流 . 在 此 意义 下 ,位 错 的 行 
为 有 如 液体 ,其 相 变 是 熔 解 .虽然 相 变 点 附近 位 错 数目 不 多 ,在 无 位 错 之 处 ,就 会 
有 足够 多 的 “固态 ”区 域 . 
涡 线 数 日 由 涡 线 化 学 势 等 于 零 的 条 件 来 确定 .为 了 写 出 化 学 势 的 表达 式 ,我 
们 注意 到 ,自由 能 (35". 8) 的 附加 项 就 是 化 学 势 .不 过 那里 所 写 的 是 膜 面积 上 总 
共 只 有 一 条 涡 线 的 情况 . 过 渡 到 单位 面积 上 用 条 涡 线 , 只 需 将 总 面积 o 换 成 
一 条 涡 线 所 占有 面积 ( 即 除 以 W) 就 行 了 . КЖ о, Жо, 引入 另外 两 个 参量 N。 
和 so( 在 了. 附近 它们 可 认为 是 恒 量 ) , 则 得 出 涡 线 的 化 学 势 . 
mh 
2т? 
(根据 量 的 数量 级 Ne ~ co ,so ~ Т,.) 
当 了 = 了 对 数 前 的 系数 等 于 零 , 当 了 > 了 . 它 应 为 负 , 此 系数 变 为 零 的 规律 不 
能 从 一 般 的 议论 中 建立 起 来 . 据 第 二 级 相 变 涨 落 理论 的 精神 ,我们 推测 , 变 为 零 
是 按 某 种 适 规 律 发 生 的 : 


Th 了 
за, (Т) -了 | -(т-Т.)", 
2т 


АН р 是 某 一 临界 指数 ,从 化 学 势 等 于 零 的 表达 式 ,得 出 在 高 于 相 变 点 的 情况 下 





м 
а, (ТУ Тое. (35*.11) 


м. = | м 





Ф 参照 第 七 卷 $27 习题 2. 在 此 题 所 讨论 位 错 模 型 是 在 各 向 同性 固体 中 4 = Гр? У8 т, Ж р 
移 模 量 ,6 是 位 错 的 伯 格 斯 矢量 (Burgers veetor) , 工 是 膜 厚 . 
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涡 线 的 平衡 数目 与 温度 的 关系 : 


N= Mow | - тет |. (35*. 12) 


4 ТТ, ,我 们 说 过 ,此 数 是 指数 函数 性 地 变 小 . 

涡 旋 之 间 的 距离 &~N “以 及 涨 落 的 关联 半径 可 同时 被 确定 . 在 此 半径 上 
发 生 密度 矩阵 的 指数 人 性 衰减 . 我 们 见 到 ,在 相 变 点 附近 这 个 半径 将 指数 性 地 
增 大 . 
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$36 ”有限 温度 时 的 格林 函数 2 


宏观 系统 格林 函数 在 温度 不 等 于 零 时 的 定义 与 温度 等 于 零 时 的 定义 是 不 同 
的 ,其 区 别 仅 在 于 将 按 封 闭 系统 的 基态 求 平均 换 成 了 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 :现在 
用 记号 (…) 表 示 


(.…) = > ws 人 (nl 1а) ,w, = ехр ( 


这 里 是 按 系 统 所 有 的 (用 不 同 的 能 量 Е, 和 不 同 的 粒子 数 N, 描述 的 ) 态 进行 求 
和 ,有 =Е, -pjN,,《nl.…In) 是 第 n 态 的 对 角 和 矩阵 元 . 用 这 种 方式 定义 的 平均 什 
是 热力 学 变量 7,y,V 的 函数 . 

研究 有 限 温度 格林 函数 的 解析 性 质 (万 . 瑟 . 朗 道 ,1958) 时 最 好 利用 所 谓 推 迟 
格林 函数 及 超前 格林 函数 . 这 样 可 使 格林 函数 的 解析 性 质变 得 更 为 简单 @. 为 了 
明确 起 见 ,我 们 首先 说 明 费 米 系统 的 情况 . 

推迟 格林 函数 定义 为 ; 


但 一 五 ， 





(36.1) 


(PX) De (Xa) + Be (Х,) 4. (Х,)), а>, (36.2) 
0 


(Хх, ,Х,) -| 

， tl <1,. 
对 于 微观 均匀 的 非 铁 磁性 系统 , 当 没 有 外 场 时 ,这 个 函数 ( 像 通常 的 C.。 一 样 ) 归 
结 为 只 与 =X, -Х, 这 个 差 有 关 的 标量 函数 : 


б.(Х,,Х,) =5.6\(Х), С" = (36.3) 





Ф 在 $36 一 $38 中 我 们 采用 无 =1 的 单位 制 . 
@ 一 般 用 上 标 R 和 4( 来 自 于 英语 retarded 和 advanced) 来 区 分 这 两 个 函数 . 
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现在 用 通常 的 方法 变 到 动量 表象 .但 因为 :<0 В С" (+,г) =0, 所 以 在 
Сор) = Г ее  (1,г) анд (36.4) 


这 一 定义 式 中 ,实际 上 只 需 从 0 到 % 对 + 上 求 积分 . 移动 变量 w 到 上 半 平 面 仅 仅 是 
改善 这 个 积分 的 收 伍 性 . 因此 (36.4) 式 的 积分 在 w 的 上 半 平 面 内 定义 一 个 不 具 
奇异 性 的 解析 函数 名 .但 在 下 半 平 面 内 ,函数 С" 是 借助 于 解析 延 拓 的 方法 来 定 
义 的 ,这 里 该 函数 有 极点 ( 见 下 文 ). 
对 于 函数 0” ,我 们 可 以 得 到 类 似 于 §8 中 对 了 =0 时 导出 函数 G(8.7) 式 那 
种 形式 的 展开 式 . 
把 光 算 符 习 积 的 矩阵 元 (4n1…1n) 按 矩阵 乘法 规则 展开 ,并 把 矩阵 元 表达 成 
(8.4) 的 形状 ,我 们 得 到 : 
іс (1,r) = 
1 РГЕ А .. 
= ие о Кн) ВР (0) 1 т) (ті 4: (0) Tn) + 
жетин) (nl (0) | т) (т! ф. (0) 1а) |, 
式 中 
| о =Е, -Е!, Е, =Р, – 
对 于 花 括 号 中 的 两 项 来 说 ,对 nn 和 m 求 和 有 某 些 不 同 的 意义 :第 一 项 里 ,处 于 n 
和 т 态 的 粒子 数 以 关系 式 N, = №, +1 相 联 系 ;而 第 二 项 里 ,是 以 N, =N,-1 相 
КЖ. 在 第 二 个 求 和 式 中 互 换 下 标 m 和 便 可 以 消除 这 个 差异 . 同时 注意 到 


(nl$, (0) 1т) (т (0) 1n) = 101, (0) 1ту ?=4,,, 
我 们 即 得 出 如 下 形式 的 完整 表达 式 : 
1С" (4,7) = 过 > еен Од (1 жетет), 20 (36.5) 
最 后 ,计算 (36.4) 式 的 积分 时 应 作 一 下 ( 同 $8 中 一 样 的 ) 代 换 :w-w +10, 
最 终 求 得 : 
А 2 А„ӧ(р-.,„) 
Сбер 0 У м аР) 


应 注意 : ЕВ ЩЕ БАЛЕТ, 即 在 о 的 
下 半 平 面 之 内 . 
上 述 性 质 足 以 用 来 建立 函数 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 一 定 的 关系 , 即 所 谓 


(1 +e ""™’). (36.6) 





Ф ”对照 一 下 第 五 着 $123 中 关于 函数 a(w) 的 类 似 讨论 . 6* 和 a 这 两 个 函数 具有 相同 的 解析 性 质 
当然 不 是 偶然 的 :从 第 五 卷 的 (126. 8 ) 式 来 看 ,该 式 就 是 用 相似 的 方法 通过 一 定 的 算 符 对 易 子 表达 出 来 
№. 
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Kramers – Kronig 关系 ,或 称 作 色散 关系 : 
в В 
Ве С*(ш,р) = 了 | Im (и), (36.7) 
ТРОЈ -= 





и – 0 
ГАЖ 12 $ 123 中 关于 о (о) 同样 关系 式 的 推导 ]. 对 于 上 式 , 只 要 借助 公式 
(8.11) 在 (36.6) 式 中 分 离 出 实 部 及 虚 部 来 直接 检验 , 便 可 确信 它 的 正确 性 . 还 
应 指出 ,考虑 到 公式 (8.11) 可 以 将 (36.7) 式 重 写成 如 下 形式 : 


С" ор) -工厂 р(и.р) ац, (36.8) 


а Ш – 0 – 0 





式 中 
р(и,р) = -4т У ш,А„5(и-@)8(р-К,) (1 нет), 


М о 为 实数 时 , 则 有 р = Im С". 

表达 式 (36.8) , 当 趋 于 “宏观 极限 "一 (比值 W7 一定) 时 ,具有 更 深刻 
的 意义 .在 这 个 极限 下 ,各 极点 @,, 都 汇合 在 一 起 ,因而 函数 p(w) 对 于 一 切 w 值 
都 不 等 于 零 (但 不 简单 地 等 于 各 离散 点 上 的 5 函数 之 和 ). 这 时 公式 (36.8) 可 直 
接 确定 在 о 上 半 平 面 内 及 实 轴 上 的 С" (в). НИЕ о 下 半 平 面 内 的 6G*(w)， 
必须 进行 积分 的 解析 延 拓 ,因而 应 当 改 变 积分 围 道 的 形状 ,以 使 围 道 总 是 从 下 面 
绕 过 w=w 这 一 点 .这 时 C(o) 在 下 半 平 面 内 距 实 轴 为 有 限 距 离 处 可 以 有 奇 点 ， 
积分 围 道 被 “ 夹 ” 于 极点 uw =w 和 分 子 的 奇 点 之 间 . 

现在 用 类 似 的 方法 引入 超前 格林 函数 ,按照 定义 : 

iC2 (已 ,人 ) = 


0 ， 1215 


| Д А А А (36.9) 
—- 《VX ) Ls (Х,) + Wi (Х,)Ҹ,(Х,)), и <. 

动量 表象 中 的 函数 CG“(w,p) 是 变量 w 的 解析 函数 , 它 在 下 半 平 面 内 没有 奇 点 . 
它 的 展开 式 不 同 于 (36.6) 式 的 地 方 在 于 改变 了 分 母 中 i0 前 的 符号 . 这 就 是 说 ， 
在 实 轴 上 С (о) = С (о), ТЖ о 整个 平面 内 ， 


С (о) =” (о). (36.10) 
ою 时 ,函数 C 和 6 与 6 一 样 都 按 如 下 规律 趋 于 零 : 
6®,6^-э1/0, 当 lwl 一 w 时 . (36.11) 


我 们 提醒 一 下 [ 见 (8.15) 式 的 推导 ] ,这 个 渐 近 表达 式 的 系数 (为 1) 决 定 于 函数 
在 = 时 跃 变 之 值 ;这 个 跃 变 值 与 温度 无 关 , 并 且 对 于 所 有 三 个 函数 С", С", С 
都 是 相同 的 ,根据 它们 的 定义 ,这 一 点 是 很 显然 的 . 

НТН ЕЖЕ ЛЖ С", С 与 通常 的 格林 函数 


16.2(Х,,Х,) = CT WX ) $ (X,)) (36.12) 
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之 间 的 关系 ,我 们 可 获得 此 格林 函数 类 似 于 (36.5) 的 展开 式 . 经 过 上 面 所 进行 
的 完全 类 似 的 计算 , 便 得 出 如 下 结果 


(2т)? 
С(о,р) = => ж,4,,8(р -^„) x 





(36.13) 
x венн) +ind(o о) (1 = ет) | 
Ф. 一 中 
比较 (36.13) 和 (36.6) 两 式 ,我 们 求 得 ; 
CR 
ве С(ш,р) +ісоћ 210 G(w,p). (36.14) 
这 时 , 仍 从 上 述 的 表达 式 (36. 13) 可 以 看 出 : 
яв т G(w,p) = -sign о. (36. 15) 


应 当 注 意 ,函数 СОУС С ЖЕ) Е о 的 解析 函数 . 
当 7 0 时 ,有 coth(w/2T) 一 sign w, 因 而 由 (36. 14) 式 得 出 :在 实 轴 上 
С, w>0; 
c-| ， (36.16) 
С, mw<0. 
所 以 ,了 =0 时 的 函数 G6(w) 乃 是 两 个 不 同 的 解析 函数 : 右 实 半 轴 上 的 CG*(w) 和 
左 实 半 轴 上 的 С^ (о) Па 01-0 时 是 G(w) 在 w 的 两 个 实 半 轴 上 的 极限 值 . 
现在 不 难 写 出 理想 费 米 气体 的 函数 С", С" 的 表达 式 . 只 需要 注意 :这 两 个 
函数 都 遵从 同一 个 方程 (9.6) ,而 在 推导 这 个 方程 的 过 程 中 只 利用 了 函数 在 上 
= 时 的 跃 变 值 . 由 于 6 “的 极点 位 于 实 轴 下 方 ,而 СОА РН Е, 
因而 绕 过 极点 的 方式 是 熟知 的 . 由 此 得 出 下 式 : 


2 -1 
С" (о ,р) = (о-2-+и+0) . (36.17) 


上 式 在 温度 等 于 零 时 和 在 有 限 温度 时 都 成 立 . 根据 (36. 14) 式 ,我 们 求 得 函数 
С №: 
1 


2 
о - іліапһћ ©. -Р_ . . 
ор `В т 5 (ә Р-и). (36.18) 


С° (о,р) =Р 


当 7—0 时 ,我 们 又 回 到 了 公式 (9.7) ,该 式 与 (36.17) 式 的 区 别 就 是 将 +i0 换 成 
ТҮ 10 · sign о. 

现在 我 们 对 玻 色 系统 引入 类 似 的 公式 . 推迟 格林 函数 和 超前 格林 函数 分 别 
定义 为 : 





名” 改 用 动量 表象 时 ,对 的 积分 可 分 成 从 - % 到 0 和 从 0 到 om 两 部 分 ,并 且 在 其 中 一 个 积分 里 交换 
求 和 指标 т ‚п. 
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iG* (XX, ,X,) = 


[CBX С, -BK ) ОХ )), ti>b; 
-| <. 
(36.19) 
іС*(Х,,Х,) = 


0, i >t,; 


[ада -Р (хх), и <. 


假如 我 们 这 时 所 谈 的 是 温度 超过 和 点 的 情况 , 则 在 这 两 定义 式 中 将 出 现 全 有 标 
符 ; 当 温度 低 于 A 点 时 ,定义 式 则 与 非 凝聚 体 算 符 有 关 . 代替 (36.6) 式 ,现在 有 : 


К 3 А „(р -Ёш) 
С (wp) =(2т) >. мои +. 

这 个 函数 与 С 的 关系 ,由 下 列 公式 给 出 : 
С'(о,р) = Ве С(ө,р) +i tanh т + Im С(о,р), (36.21) 


并 且 在 实 轴 上 有 


(1 em?), (36.20) 


Im G(w,p) <0, (36.22) 

[ 函数 С 由 (31.1) 式 定义 ,并 以 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 代替 按 基 态 求 平均 ]. 对 于 
理想 玻 色 气体 来 说 ,函数 С" 由 同样 的 公式 (36.17) 给 出 ,而 函数 6 为 : 
рр "вр. 5 (0-2 +). (36.23) 

格林 函数 在 温度 不 等 于 零 时 的 物理 意义 与 了 =0 时 的 物理 意义 基本 上 相同 . 
当然 ,格林 函数 6 与 粒子 动量 分 布 之 间 的 关系 式 (7.23 ) 以 及 6 与 密度 矩阵 之 间 
的 关系 式 (7.18) ,(31.4) 仍 旧 成 立 . ， 

这 里 ,关于 格林 函数 的 极点 与 元 激发 能 量 相合 的 论断 也 仍然 有 效 ( 但 因为 
函数 G 本 身 不 是 解析 的 ,所 以 这 时 讨论 解析 函数 С" 在 w 的 下 半 平 面 内 的 极点 
或 讨论 函数 С” 在 w 的 上 半 平 面 内 的 极点 更 为 合适 ). 这 个 论断 ( 像 $8 中 的 情 
况 一 样 ) 可 重新 由 展开 式 (36.6) 得 出 . 虽然 在 这 个 展开 式 的 不 同 项 里 现在 会 出 
现 系统 任意 两 个 态 之 间 的 跃迁 频率 w,, ,但 是 在 趋 于 宏观 极限 之 后 , 同 以 前 的 情 
况 一 样 , 仍 保留 的 极点 只 对 应 于 由 基态 到 具有 一 个 元 激发 的 各 态 的 跃迁 . 两 个 激 
发 态 之 间 的 跃迁 不 会 使 宏观 单 粒子 格林 函数 中 出 现 极 点 ,正如 由 基态 到 具有 多 
于 一 个 准 粒 子 态 的 跃迁 不 会 引起 极点 的 出 现 一 样 ( 见 $8). 因 为 这 些 态 的 能 量 
之 差 并 不 单 值 地 决定 于 它们 的 动量 之 差 . 

还 应 强调 一 下 : 当 温度 不 等 于 零 时 , 准 粒 子 寿命 不 仅 与 它们 本 身 的 不 稳定 性 
有 关 , 而 且 也 与 它们 之 间 的 相互 碰撞 有 关 . 由 这 两 种 原因 引起 的 衰减 必须 是 微弱 
的 ,这 样 , 准 粒子 的 概念 继续 有 意义 . 


69 (w,p) =Р 
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为 了 建立 计算 有 限 温 度 时 格林 函数 的 图 技术 ,需要 从 y 算 符 的 海 森 伯 绘 景 
变 到 相互 作用 绘 景 ,这 同 在 $12 中 的 做 法 是 一 样 的 . 这 时 我 们 重新 得 到 的 表达 
式 与 (12.12) 式 的 差别 ,只 在 于 求 平均 不 是 对 基态 进行 的 . 但 是 ,这 一 差别 是 很 
重要 的 :与 由 (12.12) 式 变 到 (12.14) 式 的 做 法 不 一 样 ,现在 对 算 符 5-!' 的 平均 不 


可 能 与 对 其 余 因子 的 平均 再 分 离开 来 ;问题 在 于 , 非 基 入 在 算 符 §$-' 的 作用 下 并 
不 自然 地 变 为 其 本 身 ,而 是 变 成 具有 同样 能 量 的 一 些 激 发 态 的 一 定 的 又 加 ( 包 
括 准 粒子 所 有 可 能 的 相互 散射 过 程 的 结果 ). 这 种 情形 ,将 使 得 图 技术 变 得 极为 
复杂 , 即 因 $- :中 的 少 算 符 也 参与 收缩 而 产生 一 些 新 的 项 . 

但 是 ,可 以 改变 格林 函数 的 定义 ,以 避免 产生 类 似 的 复杂 情况 . 根据 这 种 定 
义 建立 起 来 的 数学 工具 ,是 松原 (T，Matsubara,1955 ) 研究 的 成 果 , 很 适宜 于 计 
算 宏观 系统 的 热力 学 量 . 

我 们 按 下 面 定义 引 和 人 所谓 松原 у ВО. 


Ч" (т,г) =e tf (г)е-"", 
| | І (37.1) 
ЧИ" (т.г) ер (г)е ™ 

式 中 7 是 辅助 实 变量 ;这 两 个 算 符 , 从 纯 形 式 观点 来 看 ,与 海 森 伯 算 符 的 区 别 在 


于 后 一 种 算 符 中 是 把 实 变量 i 换 成 虚数 - и®. 例如 在 (7.8) 式 中 作 代 换 : 多 一 


фр 一 WV,i9/91 一 - 3/97, 便 得 到 (37.1) 式 的 两 个 算 符 所 遵从 的 方程 . 像 用 
海 森 伯 少 算 符 定义 通常 的 格林 函数 一 样 ,借助 上 述 两 个 算 符 可 定义 新 的 格林 函 
数 多 

Gg( TI ПЗ ,Ts) = 一 (Т, м (т, ‚ми (т, ‚г, ) 》 ， (37.2) 
这 里 记号 Т, 表示 “7 编 时 ”, 即 按 > 从 右 至 左 增 大 的 次 序 排列 算 符 ( 在 费 米 系统 
的 情况 下 ,置换 一 次 算 符 时 需 改 变 符号 ) ;括号 (…) 表 征 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 . 
将 定义 (37.2) 写 成 如 下 形式 后 , 即 可 把 这 个 分 布 表示 成 显 形式 : 


Sp = -TriwT, М (туз, (т, г, | ， 





WD 这 一 节 里 我 们 写 出 的 公式 将 同时 用 于 费 米 系统 和 玻 色 系统 (高 于 A 点 ). 用 记号 来 区 别 时 ,上 标 
对 应 于 费 米 系统 ,下 标 对 应 于 玻 色 系统 . 此 外 ,对 于 玻 色 系统 应 赂 去 自 旋 下 标 . 


© 我们 强调 一 下 :鉴于 这 一 区 别 , 算 符 W* 与 + 绝 不 相同 . 
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5 -emp (25, (37.3) 


式 中 Tr ЕЕ ЖЕН Е ЕНОТ. 用 这 种 方式 定义 的 格林 函数 称 作 温度 格林 函 
数 ,以 区 别 于 “通常 的 " 函数 6( 故 把 С 称 作 时 间 格 林 函 数 ). 

ИЖС, РАК О 多 ,在 无 外 磁场 时 归结 为 标量 : 9, = 
98,2. 对 于 空间 均匀 系统 来 说 ,该 函数 与 7, 和 7, 的 关系 又 归结 为 与 r=r -7 
这 一 差 值 的 关系 . 

同样 不 难看 出 :就 定义 (37.3) 本 身 来 说 ,函数 多 只 与 7 =7 -m 这 一 差 值 有 
关 . 例如 , 令 т, <т, ;于 是 就 有 @; 

多 = + уе" ееп р (р, )е" ОЙ (г)е-"й | ， 
或 者 在 记号 Tr 下 循环 置换 因子 : 
1 
(2) 
由 此 ,上 述 的 说 法 是 显然 的 . 
事实 上 ,变量 7 的 取 值 只 在 如 下 有 限 区 间 内 : 


-1/Tgr<1/7, (37.5) 


并 且 当 7<0 时 和 7>0 时 ,函数 贸 7) 的 值 可 以 用 简单 的 关系 式 联系 起 来 . М т 
=т, - т, >0 时 , 作 类 似 于 (37.4) 式 的 推导 , 求 得 : 





Y= + етет (г, ет (г) |і, т<0. (37.4) 








> _ 1 eT + е- (177-й -FH 和 + _ 
Я= (2) Тг | фу. (г, )е фа (г,)} = 
= -le (re 0770р (р) | ‚т >0 
把 此 式 与 (37.4) 式 作 比 较 , 则 得 : 


Жп) == (т+1:), т <0 (37.6) 


[由 于 (37.5) 式 ,右边 函数 的 宗 量 当 7 <0 时 是 正 的 ]. 
现在 我 们 把 函数 贸 7,r) 按 坐标 展 成 侍 里 叶 积 分 ,并 按 r[ 在 (37.5) 式 的 区 
间 内 ] ИВ = ПЕ >; 


: _ < рок) с Фр 
Жтт) ет У етее р), (37.7) 
其 中 ,对 于 费 米 系统 | 








二 ”括号 中 的 因子 2 是 对 费 米 系统 的 ,对 于 玻 色 体系 统 应 换 成 1. 
@ А.А. Абрикосов, Л. П. Горъков,И. Е. Дзялошинский ( 1959 ) № Е. С. Фрадкин (1959) | А У № 
种 方法 . 


937 温度 格林 函数 . 143. 





С, = (25+) тГ (37. 8а) 
对 于 玻 色 系统 
=2sT7 (37. 8b) 
(=0,+ 上 1,+ 上 2,…); 这 时 自然 满足 条 件 (37.6). 对 (37.7) 式 的 道 变换 ,具有 如 
下 形式 : 
%4,,р) = ре gr) вав (37.9) 
[28 (37.6) (037.8) 3, - 1/Т<т<1/Т 范围 的 积分 变 为 从 0 到 177 的 
积分 1. 
进行 类 似 于 836 中 所 作 的 一 些 计 算 ,可 以 把 Ср) АЕ у ВЮ 
和 矩阵 元 表达 出 来 , 计算 的 结果 为 : 





рт 5 (1 ew), (37. 10) 
由 此 ,首先 可 以 看 出 : 
R=,p) = (Lp). (37.11) 
其 次 将 (37. 10) 式 与 с" 的 两 个 展开 式 (36.6) 和 (36.20) 作 对 比 ,我 们 求 得 : 
HY PD) =C (i,,p), &,>0. (37.12) 


在 139 М ЕВ ЯД, ЖЕ с, >0 来 源 于 表达 式 (36.6) 和 (36.20) 只 在 w 的 上 半 
平面 内 才 直 接 成 立 . 因此 ,在 传 里 叶 分 量 中 温度 格林 函数 与 在 w 的 虚 轴 上 离散 
点 处 所 取 的 推迟 格林 函数 相同 . 特别 是 ,由 这 个 结论 可 以 立即 写 出 理想 气体 温度 
格林 函数 的 表达 式 ,将 о 换 成 过,, 由 (36.17) 式 可 得 : 


(ор) = (Речи). (37.13) 


下 一 节 将 要 讲述 计算 函数 О, р 的 图 技术 . 3 УЕ ВА С'(о,р) (Н 
而 特别 是 为 了 确定 系统 的 能 谱 ) ,需要 建立 一 个 解析 函数 ,该 函数 应 在 @ = 这 , 点 
与 5, РУНЫ, о 的 上 半 平 面 内 没有 奇 点 . 假如 补充 上 1w1l 一 w 时 6”(w， 
了 ) 一 0 这 一 要 求 , 则 这 套 手续 就 是 唯一 的 [ 见 (36.11) 式 ]. 然 而 在 具体 的 情况 
下 ,这 种 解析 延 拓 可 能 伴 有 一 定 的 困难 . 但 计算 热力 学 量 时 并 不 需要 进行 解析 
延 拓 . 

例如 ,为 了 计算 势 2, 可 以 根据 对 密度 矩阵 按 吉 布 斯 分 布 取 平均 的 表达 式 

Npog (TisT2) = + (ту, TT +0,г, ) (37.14) 

来 进行 .[ 该 式 显 然 由 定义 (37.2) 得 出 ;比较 (7.17)]. 取 r,=r,( 并 对 a=B 求 和 
后 ) ,我 们 得 到 系统 的 密度 


N 


Ы 3 
уат У | Ирре ео 


(2m) 一 -9 





(37.15) 
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该 表达 式 将 六 定义 为 AT, 的 函数 ,然后 对 等 式 N = - 902/9k 求 积 分 即 可 算出 
Q(x,T,V). 


$38 ”温度 格林 函数 的 图 技术 
建立 计算 温度 格林 函数 多 的 图 技术 同 在 $12,§ 13 中 对 时 间 格 林 函 数 6 的 
处 理 方法 是 类 似 的 . 松原 小 算 符 的 定义 (37. 1) 与 海 森 伯 算 符 的 定义 之 区 别 ,只 
不 过 是 在 形式 上 将 让 换 成 7, 这 一 事实 允许 在 许多 方面 利用 直接 类 比 法 . 
首先 我 们 引入 “相互 作用 绘 景 "中 的 松原 算 符 ,这 些 算 符 与 (37.1) 式 的 区 
别 ,是 把 精确 的 哈密 顿 量 语 ' 换 成 自由 粒子 的 哈密 顿 量 房 ' : 
ЧФ (т,г) =ехр(т И, )4.(г)ехр( -тй,). | (38.1) 


算 符咒 和 WW 之 间 的 关系 是 由 松原 5 矩阵 来 实现 的 , 它 的 建立 类 似 于 (12.8) 
式 : 


(тт) = Тер - |" 六 (7)dr | ， (38.2) 
式 中 
Й, (г) =ехр(т Bi) Vexp( -т Ё!) (38.3) 


是 相互 作用 绘 景 中 的 相互 作用 算 符 .但 是 ,以 前 在 $ 12 Рф, 之 间 的 联系 是 


在 := -% 时 “加 入 ”相互 作用 的 初始 条 件 下 建立 起 来 的 ,而 现在 名 和 如 т 
=0 时 相 重合 应 起 着 “初始 条 件 ” 的 作用 . 相应 地 ,代替 (12.11) 式 可 写成 : 


(т) =б '(т,0) $ (т)б(т,0). (38.4) 
把 此 式 代 入 格林 函数 的 定义 (37.3) 中 ;为 明确 起 见 , 取 r >7, ,我 们 有 : 


Gg (Tl т.) 三 


= -Т| 06 (т, ,0) Ф (т,) 6 (т, 06 7 (7 0) 4 (1,6 (т, ,0) | 
(为 简单 起 见 , 没 有 写 出 宗 量 7, ‚г, ). Е, М т, > т, > т, 时 ， 
б (тт) =б(т,,т.)б(т.,т.), 


(т, т.) 9 (тут, ) =6(т,,т,), 


我 们 把 上 式 重 新 写成 如 下 形式 : 
тот) = отео (1,0) х 


х [8 (= Ф (т) (туут) Р (т,) 6 (т,,0) | }, 
方 括号 中 的 各 因子 是 从 右 至 左 按 增 大 次 序 排列 的 . 因此 可 以 写成 ， 


(тот) = ад т, Ф (т) (т,)6] |, (38.5) 
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其 中 


^ 


= ( 0). 
不 难 验 证 :写成 这 种 形式 的 表达 式 当 r < т, 时 仍然 成 立 . 

不 同 于 (12. 12) 式 的 是 :在 (38.5) 式 中 包含 多 余 的 ( 吉 布 斯 ) 因 子 , 除 此 之 
外 , 仍 按 相互 作用 粒子 系统 的 各 态 进 行 平均 . 下面 我 们 证 明 , 这 两 个 差异 将 “ 相 
互 抵消 ” ,因而 可 回复 到 完全 类 似 于 (12. 14) 的 形式 . 为 此 ,我 们 利用 公 圭 


ее" (т,0), (38.6) 


此 式 是 把 (38.1) 式 代入 (38.4) 式 ,随后 将 得 到 的 表达 式 同 到 的 定义 (37.1) 作 
比较 而 得 出 的 . 借助 于 上 式 ,在 (38.5) 式 中 作 如 下 代 换 ; 


中 | 一 


把 因子 e” 从 记号 Tr 下 提出 来 ,再 把 它 从 分 子 移 到 分 母 上 ,并 表示 成 : 
er-27 — Те КЕ = те е- То (2.0 ) 


末了 ,以 ехр(О,/Т) (这 里 0, 是 在 同样 的 ,7,V 值 时 理想 气体 的 热力 学 势 ) 乘 
分 子 和 分 母 ,我 们 最 终 得 到 : 


бтп) = 79 二 фи (т) 5 (1,6. (38.7) 
这 里 , 按 无 相互 作用 粒子 系统 的 各 态 进行 平均 : 
(5) = Тон | 


显然 这 个 结果 与 (12.14) 式 相似 . 
为 了 变 到 微 扰 论 的 图 , 同 $13 中 的 作法 一 样 ,我 们 将 表达 式 (38.7) 按 相互 


ЕЖЕЙ, (т) ЕЕ. 对 于 粒子 间 呈 现成 对 相互 作用 的 系统 来 说 ,这 个 算 符 


与 (13.2) 式 的 区 别 只 是 把 海 森 伯 算 符 儿 ,到 АТА рая 
乘积 的 平均 值 重新 按 维 克 定 理 展 开 ( 即 用 所 有 可 能 的 方式 来 选取 算 符 的 成 对 收 
缩 ) ;用 $13 中 的 同样 的 讨论 ,可 以 证 明 在 这 种 情况 下 这 个 定理 是 适用 于 宏观 极 
限 的 . 

因此 ,现在 产生 的 图 技术 规则 与 $13 中 所 得 到 的 ,对 于 了 =0 时 的 图 技术 规 
则 完全 类 似 . 图 表示 法 也 丝毫 不 差 地 保持 原样 . 只 不 过 图 的 解析 读 法 规则 有 一 点 
儿 改 变 

在 坐标 表象 中 ,每 一 条 由 点 2 进入 点 1 的 实 线 都 相当 于 一 个 因子 
-So (т, „г, зт, ол) (НЯ). 每 一 条 连接 点 1 和 点 2 的 虚线 对 应 于 一 个 因 
Ф - U(r -7,)5(7 -7). 图 的 各 内 点 的 一 切 变量 r,r, 要 在 整个 空间 对 dx 积 
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分 ,并 在 由 0 到 1/7 的 界限 内 对 dr 积 

为 了 变 到 动量 表象 ,需要 把 所 有 的 函数 用 " 展 成 (37.7) 式 的 形式 . 对 全 部 
内 变量 了 求 积 分 之 后 ,在 图 的 每 个 顶点 都 出 现 一 个 表征 动量 守 便 定律 ( >p =0) 
的 5 函数 . 此 外 ,在 每 个 顶点 上 还 出 现 如 下 形式 的 积分 : 


rf exp| (и +4. +6) | ат. 


这 个 积分 [考虑 到 (37.8) 式 ] 只 当 > с =0 时 才 不 为 零 ,并 且 在 这 种 情况 下 等 
于 1. 因此 ,在 每 个 顶点 上 也 遵从 离散 频率 守 便 定律 . 现在 每 条 实 线 与 因子 
Я” (4,P) 相 对 应 (但 自身 封闭 的 实 线 重新 对 应 于 因子 п (и, 7 一 一 理想 
气体 在 人 ,了 一 定时 的 密度 ). 每 一 条 虚线 相应 于 因子 - U(g). 所 有 顶点 上 的 守 
恒定 律 都 考虑 到 之 后 ,对 余下 的 全 部 不 确定 的 动量 和 频率 作 如 下 形式 的 积分 并 
求 和 : 





四 4р 
г>. ] (2л). 
公共 系数 (包含 在 - 多。 中 的 图 均 带 此 系数 ) ,在 费 米 系统 情况 下 等 于 ( - 1) ,这 
里 上 是 图 中 闭合 实 线 的 圈 数 . 在 玻 色 系统 情况 下 ,此 系数 等 于 1. 
当然 ,在 这 种 图 技术 中 ( 像 在 7=0 时 的 图 技术 一 样 ) 也 可 以 进行 部 分 求 和 
以 及 引信 名 种 图 “单元 ”. 比如 说 ,可 以 定义 顶 角 部 分 , 它 是 通过 双 粒 子 格林 函数 
表达 出 来 的 . 这 个 顶 角 部 分 是 以 类 似 于 (15. 14) 式 的 戴 森 方程 与 函数 乡 联系 起 
来 的 .我 们 不 必 写 出 这 些 公式 ,因为 这 些 公 式 的 推导 完全 类 似 于 7 =0 时 图 技术 
当 变 到 了 =0 的 情况 时 ,在 松原 图 中 对 $ 的 求 和 变 为 对 Y 的 积分 ,因而 松原 
图 技术 就 变 为 与 第 二 章 所 讲 的 普通 图 技术 非常 类 似 的 技术 . 但 不 同 的 是 , 当 * 为 
实数 时 松原 函数 与 相应 的 虚 半 轴 上 С" 和 С" 的 值 相 同 [ 见 (37. 11 一 37. 12) 式 ]. 
为 过 渡 到 了 = 0 时 通常 的 图 技术 ,还 需要 把 积分 围 道 一 直 转 到 与 о 的 实 轴 相 
重合 . 





第 
超 
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在 第 一 章 所 叙述 的 朗 道 理论 都 只 与 一 种 费 米 液体 有 关 , 即 只 与 不 产生 超 流 
现象 而 有 能 谱 的 液体 有 关 . 对 于 量子 费 米 液 体 来 说 ,这 种 谱 型 并 不 是 唯一 可 能 
的 ,现在 我 们 开始 研究 具有 另 一 类 型 能 谱 的 费 米 系统 .采用 粒子 间 有 吸引 作用 的 
简 并 近 理 想 费 米 气 体 的 简单 模型 (这 是 可 以 作 完 全 的 理论 研究 的 ) ,可 以 最 鲜明 
地 说 明 这 种 能 谱 的 起 源 及 其 基本 性 质 中 . 

粒子 间 呈 现 排斥 作用 的 弱 非 理想 费 米 气体 已 在 $6 中 讨论 过 了 . 初 看 起 来 ， 
在 那 一 节 里 所 进行 的 计算 ,对 于 粒子 间 的 排斥 作用 情况 和 吸引 作用 情况 ( 即 散 
射 长 度 a 为 正 值 和 负 值 时 ) 在 同等 程度 上 都 是 正确 的 .但 实际 上 ,在 吸引 作用 (e 
<0) 的 情况 下 ,用 这 种 方法 求 出 的 系统 的 基态 ,对 于 一 定 的 改组 (改变 基态 的 性 
质 和 降低 能 量 ) 是 不 稳定 的 . 

这 种 不 稳定 性 的 物理 本 质 在 于 粒子 都 倾向 于 “成 对 ” :在 p 空间 中 ,位 于 费 
米面 附近 并 具有 大 小 相等 .方向 相反 动量 和 反 平 行 自 旋 的 粒子 对 ,都 倾向 于 形成 
束缚 态 ,这 就 是 所 谓 的 库 珀 (L. М. Cooper,1957) 效应 .奇妙 的 是 ,在 费 米 气体 中 
粒子 间 的 吸引 作用 无 论 有 多 弱 都 会 产生 这 种 效应 . 

正 是 由 于 这 种 效应 ,在 讨论 有 排斥 作用 的 费 米 气体 问题 中 曾 使 用 过 的 适 于 
气体 单个 粒子 自由 态 的 算 符 集合 2 6, 现在 已 不 能 作为 微 扰 论 最 初 的 正确 近 
ТО. 现在 需要 立即 引入 新 的 算 符 来 代替 上 述 算 符 ,我 们 寻求 的 是 下 列 线性 组 





@ ”这 个 问题 是 超 导 理 论 的 基础 ,该 理论 是 由 J. Bardeen,L. М. Соорег 和 Ј. В. Schrieffer 于 (1957 ) 建 
立 的 .下 面 叙述 的 解法 属于 Н. Н. Боголюбов (1958 ) 的 工作 . 

© 指出 微 扰 论 (就 8$6 中 运用 的 形式 来 说 ) 不 适 于 具有 自 旋 投影 为 上 172 和 动量 为 p, = -pi ИН 
子 对 ,也 就 指明 妇 = "5 处 存在 奇 点 ,用 这 种 理论 得 到 的 准 粒子 相互 作用 函数 的 表达 式 (6.16) 就 具有 这 种 
奇 点 ;这 种 奇 点 只 在 反 平 行 自 旋 的 情况 下 才 存 在 ,而 这 些 自 旋 对 应 于 算 符 оо, 的 本 征 值 等 于 -3. 
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合 形式 的 算 符 : 
(39.1) 


上 述 形式 合并 了 具有 相反 动量 和 相反 自 旋 ( 投 影 ) 的 粒子 的 算 符 (下 标 + 和 一 表 
示 自 旋 投 影 的 两 个 值 ); 由 于 气体 是 各 向 同性 的 ,系数 w,,v, 只 能 依赖 于 动量 p 
的 绝对 值 . 为 使 这 些 新 算 符 对 应 于 准 粒 子 的 产生 和 淹没 ,它们 应 同 以 前 的 算 符 一 
样 遵从 同样 的 费 米 对 易 规 则 : 

bb + bb, =1, (39.2) 
而 所 有 其 它 的 算 符 对 都 是 反对 易 的 (下 标 а 注 明 两 个 自 旋 投影 值 ). 对 此 ,变换 
系数 应 遵从 如 下 条 件 : 

us +12 =1 (39.3) 

(适当 地 选择 相 因 子 能 够 使 u, ,vw 都 成 为 实数 ). 这 时 ,对 (39.1) 式 的 道 变 换 具 有 
如 下 形式 : 


和 


А 
А 
ар, =и,6,, +0 фір, 


. . (39.4) 
а, =и, b, -2, bi,,. 
根据 同样 原因 (具有 相反 动量 和 相反 自 旋 的 一 列 粒子 之 间 的 相互 作用 起 主 
要 作用 ) ,在 哈密 顿 量 (6.7) 的 第 二 个 求 和 式 中 ,我 们 只 保留 p, = -p,=p,p' = 
-Pp;==p ' 的 一 些 项 : 
H= Ура, а, - 6 У dd bd,,, (39.5) 


式 中 重新 引入 了 “耦合 常数 "8g тй Тат СНК а <0). 
在 以 下 的 计算 中 ,最 好 再 一 次 采用 通常 的 方法 ,不必 明显 考虑 系统 中 粒子 数 
的 不 变性 :现在 引入 差 应 = Н и N 作 为 新 哈密 顿 量 ,这 里 
N= У аа, 
是 粒子 数 算 符 ; 其 次 ,原则 上 可 利用 平均 值 等 于 给 定 系统 中 的 粒子 数 这 一 条 
件 来 确定 化 学 势 . 
我 们 还 引入 记号 


2 


п, = и, (39.6) 
Я ш = р2/2т, ТИЕ ЖАНЕ 
т, =0(р-ру), (39.7) 
式 中 ww =рь/т. М 5 (39.5) 25 и, Ре ЕЕ 
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Н' = > 7, аар - 5. У аа 6 人，. (39.8) 
ра рр’ 
我 们 在 这 个 哈密 顿 量 中 进行 (39.4) 式 的 变换 . 利用 关系 式 (39. 2 一 39.3) 和 
可 把 求 和 下 标 p 换 成 -p ,得 到 : 
Я’ =2 У 7,0 + У т, (м, 02) (63,6, + 2 ) 十 
Р р 


个 + 全 + 全 全 8 р+р 
+2 У при, (В.В, +в, В, -Ss У ВЫВ, (39.9) 
р 


В, = 6, - 2: В +1 и, (бф. -bb,, ). 
ЕЕН, МИН ЕВЕ Е 取 最 小 值 的 条 件 来 选择 系数 u,v,. ЯН 
表达 式 来 定义 ; 
5= - У [nn п, + (1 п, )189(1-в,,) 1. 


因此 上 述 条 件 与 在 准 粒 子 占 有 数 mw。 一 定时 能 量 取 最 小 值 是 等 价 的 . 
在 哈密 顿 量 (39.9) 中 ,对 角 和 矩阵 元 只 具有 含 乘 积 
bb =n ， В 6 =1-а 
的 一 些 项 . 因此 我 们 求 得 : 


Е =2 У п, + У т,(и2 22) (п,, +п,_)- 
р р 


-& | № uv, (1 -п,, -",-) | . (39.10) 


把 这 个 表达 式 对 参数 由 [这 时 考虑 (39.3) 的 关系 ] 取 变 分 ,我 们 便 得 到 极 小 
值 的 条 件 : 





2 
вы, = 70 71+ - пр.) [21,и,0, – 
- 600-0) 2, ио, (1- п. -п,_)] =0, 
从 而 求 得 方程 
21и, =А(ш-в), {39.11) 
式 中 A 表示 求 和 : 
а-у У wv, (1-п. п). (39. 12) 
(39. 11) #1 (39.3) 5 ЖЕ, ЖА ЖЕ ми: 
и? 1 
р | - 1 
=— [1+ Р . (39. 13) 
к(а) 


将 这 两 个 值 代 人 (39. 12) 式 , 即 得 到 确定 4 的 方程 : 
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55 р =]. 
/A +1, 


”在 热平衡 的 情况 下 , 准 粒子 占有 数 与 自 旋 方向 无 关 并 由 费 米 分 布 (化 学 势 等 于 
零 , 见 6 页 的 注解 ) 给 出 : 





пу. ЕП, =n,=[e” +1] (39. 14) 
再 将 求 和 变 为 对 p 空间 求 积分 ， Ни 
Е | 1-2", =1. (39.15) 
VA + Е 二 


现在 转 而 研究 上 面 得 出 的 几 个 关系 式 . 我 们 看 到 , 量 4 在 所 研究 类 型 的 能 
谱 理论 中 起 主要 作用 . 现在 首先 计算 了 =0 时 这 个 量 的 数值 (用 4, 表示 ). 
当 了 =0 时 , 准 粒 子 是 不 存在 的 ,因此 n, =0, 方 程 (39.15) 取 如 下 形式 : 
g | 4TP dp 
2(2mji | arr 
应 立即 指出 , 当 g <0 时 , 即 在 粒子 间 呈 现 排斥 作用 的 情况 下 (方程 两 边 的 符号 
显然 是 不 同 的 ) ,这 个 方程 显然 不 可 能 有 А, 的 解 . 
满足 A。<< vi1lps -pl << огр; ~ 人 的 动量 区 域 对 (39. 16) 式 中 的 积分 提供 主 
要 贡献 ,并 且 积 分 具有 对 数 性 质 (结果 证 实 4, № и №). Ч — у= 2-и 时 截断 
对 数 积分 ,我 们 有 中 





=1. (39. 16) 


2р» 











| pdp н | 一 ln 2. 
[45 +0 (рь -р)? 1?“ (45 +1’)? ve Д, 
因此 求 得 

8трр 5 

二 =1. 39.1 
ой д, (39.17) 
_ 2m ү. тћ 
从 而 А, = ѓехр | тр) = вер ( чет), (39.18) 
这 个 表达 式 也 可 以 写成 
А, = 5ехр( -2/ву,), (39.19) 


АН и, = трь/т В” 是 费 米 面 上 单位 能 量 间 隔 的 粒子 状态 数 (zde 是 de 间隔 内 
的 状态 数 )， 





Ф 当 p >>ps 时 mm, xp?, 因 而 (39.16) 式 中 的 积分 就 写 出 的 形式 来 看 ,将 同 p 一样 发 散 .但 实际 上 这 
个 发 散 是 虚假 的 ,将 常数 g( 即 散射 长 度 a) 和 相互 作用 势 之 间 的 关系 重 整 化 , 即 可 消除 此 发 散 ,这 和 §6 
及 $25 中 的 处 理 方法 是 一 样 的 . 连续 进行 这 样 相 当 复杂 的 计算 还 可 以 求 出 截断 参数 8 和 化 学 势 НИК 
比例 系数 :5 = (2/e)"?j = 0.49u [参看 Л. П. Горьков, Т. К. Мелик - Бархударов, ЖЭТФ, 40, 1452 
(1961) ]. 
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使 我 们 最 感 兴趣 的 是 系统 能 谱 即 元 激发 能 量 ep, ==, = (р) НЕ. 现在 
我 们 根据 准 粒子 占有 数 改 变 时 整个 系统 能 量 的 变化 [ 即 把 (39. 10) 式 中 的 五 对 
nos 取 变 分 ] 来 求 a(p) 的 形式 .因为 w, ,sv 的 值 已 由 E 对 它们 的 微 商 等 于 零 这 一 
条 件 选 定 了 ,所 以 可 在 м, ,», 一 定 的 情况 下 把 EE 对 nj。 取 变 分 .因此 





利用 (39. 11 一 39. 13 ) 式 计算 微 商 , 便 得 到 如 下 简单 的 结果 : 
=(р) = VA +1. (39.20) 

我 们 看 到 , 准 粒 子 能 量 不 可 能 小 于 p = рь 时 所 
达到 的 A 值 .换言之 ,系统 的 激发 态 与 基态 隔 着 一 个 
能 隙 .具有 半 整 数 自 旋 时 , 准 粒 子 都 必定 成 对 出 现 . 

就 此 意义 可 以 说 ,能 隙 的 大 小 等 于 24. 我 们 注意 到 4 

这 是 一 个 指数 函数 性 的 小 量 :因为 ppla1/<<1, 所 

Уил А, 是 指数 函数 小 量 . 也 应 指出 ,表达 式 Р-Р» 
(39.18 ) 不 可 能 按 小 参数 一 一 耦合 常数 МЕЛ; 
8 包含 在 指数 函数 的 指数 的 分 母 中 ,因此 g =0 的 值 
是 函数 A。(g) 的 本 性 奇 点 . 

(39.20) 式 的 能 谱 遵 从 $23 中 建立 的 超 流 条 件 :svp 的 最 小 值 不 等 于 零 . 因 
此 粒子 间 相 互 吸 引 的 费 米 气体 必定 具有 超 流 性 质 . 

在 图 5 中 将 超 流 情况 下 准 粒 子 的 色散 规律 (上 面 的 曲线 ) 和 正常 费 米 系统 
的 色散 规律 作 了 对 比 .在 后 一 种 情况 下 ,这 种 规律 (根据 $1 结尾 所 作 的 解释 ) 是 
ЊН е = 01р -р. |Ж 868467110. 

能 隙 4 的 大 小 与 温度 有 关 , 这 就 是 说 能 谱 形式 本 身 与 准 粒子 的 统计 分 布 有 
关 一 一 与 正常 型 费 米 液体 的 情况 类 似 . 因为 当 温 度 升 高 时 准 粒 子 占 有 数 增 加 
( 趋 于 1) ,所 以 从 方程 (39.15) 就 可 以 看 出 ,这 时 A 减 小 并 在 某 一 有 限 温 度 了. 时 
变 为 零 :系统 由 超 流 状 态 变 成 正常 状态 . 这 个 转变 点 就 是 第 二 级 相 变 (类 似 于 超 
流 玻 色 液 体 的 转变 ). 

在 简 并 费 米 气 体 的 能 谱 中 有 能 队 存 在 , 它 是 本 节 开 头 已 经 讲 到 的 “成 对 ” 效 
应 的 表现 .24 的 大 小 可 以 看 作 是 库 珀 对 的 束缚 能 , 即 分 离 这 种 粒子 对 时 所 需 的 
能 量 . 

哈密 顿 量 (39.5)( 如 $6 所 指出 的 ) 只 考虑 s 单 态 ( 即 粒子 的 相对 运动 轨道 
角 动 量 等 于 零 , 并 且 自 旋 反 向 平行 ) 上 粒子 对 间 的 相互 作用 . 总 自 旋 等 于 零 时 ， 
粒子 对 的 行为 同 玻 色 型 组 成 物 一 样 能 够 以 任意 数目 了 聚集 在 (整体 运动 的 ) 最 低 





Ф 原文 为 有 限 数目 一 一 译 者 注 . 
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能 级 ( 即 总 动量 为 零 的 能 级 ). 就 这 样 的 直观 解释 来 看 ,这 种 现象 完全 类 似 于 玻 
色 气 体 中 粒子 在 零 能 态 的 聚集 ( 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 ) ;在 这 种 情况 下 ,凝聚 体 
是 成 对 粒子 的 集合 . 

当然 不 应 赋予 东 缚 对 的 概念 以 过 多 的 字面 上 的 意义 . 更 准确 地 说 ,应 谈 及 p 
空间 中 粒子 对 各 态 之 间 的 关联 ,这 种 关联 使 合 动量 为 零 的 粒子 对 以 有 限 概率 出 
现 . 在 关联 区 域内 ,动量 的 弥散 值 jp 对 应 于 4 量 级 的 能 量 , 即 Sp - А/ь,. 相应 长 
度 & ~ 有 /6p ~ jive/A ,用 来 确定 具有 关联 动量 的 粒子 之 间距 离 的 数量 级 . 当 了 =0 
时 ,这 个 长 度 ( 称 作 相干 长 度 ) 为 





р тв 
名 -元 т оер [Ча ). (39.21) 


因为 对 简 并 费 米 气体 hi/ps 在 数量 级 上 与 原子 间距 相同 ,所 以 我 们 看 到 ,é。 比 原 
子 间距 大 得 多 . 特别 是 ,这 种 情况 直观 地 表明 了 束缚 对 的 概念 不 是 无 条 件 的 . 

库 珀 效应 的 发 生 与 费 米面 的 存在 有 密切 关系 ,该 面 7=0 时 在 p 空间 的 占据 
状态 限定 了 有 限 区 域 ; 有 一 个 重要 情况 是 :在 这 个 表面 上 ,单位 能 量 间隔 的 状态 
数 不 等 于 零 . 这 种 关系 表现 于 决定 能 隙 Д, 大 小 的 公式 (39. 19) 之 中 ,这 里 当 р, 
一 0 ВРА, ЖЖ. 
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现在 我 们 从 计算 能 隙 大 小 与 温度 的 关系 来 着 手 研究 超 流 费 米 气体 的 热力 学 
性 质 . 把 方程 (39.15) 重 写成 如 下 形式 : 
我 们 注意 到 ,方程 左边 的 积分 与 7=0 时 积分 的 差别 , 仅 在 于 把 Д, 换 成 A. 因此 
考虑 到 (39. 17) 式 我 们 看 出 ,方程 左边 等 于 55in 28. 把 (39.14) 式 中 的 必 К 
入 方程 的 右边 并 对 dp = dn/v; 进行 积 











Д, ” dn A 
м0 = | ет =2/ (+. (40.1) 
式 中 
Ки) = dx 
ом tu (exp Mx +и? +1) 


(由 于 积分 收敛 得 很 快 ,积分 限 可 以 扩大 到 + оо). 
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在 低温 (了 << А, ) 范 围 内 容易 算出 积分 也 ,并 得 到 : 





2тТ „дут 
A=A, (1- е ). (40.2) 
但 在 相 变 点 附近 区 域内 A 很 小 ,于 是 积分 ОДИТ) 展开 式 的 前 几 项 给 出 @， 
А, тт 72(3)4° 
№ = 1а пуд + я 1. (40.3) 
由 此 首先 可 以 看 出 : 当 温 度 在 
Т, =УД,/т =0.57A,, (40.4) 


它 小 于 简 并 温度 To ~ 人 时 ,4 变 成 零 . 然后 取 一 级 7. -了 ,可 得 : 


A= г. [855 (1- т)] =3.067 п-т. (40.5) 


下 面 剩 下 的 是 计算 气体 的 热力 学 量 . 首先 ,我们 研究 低温 范围 内 的 情况 . 
为 了 计算 在 此 范围 内 的 热 容量 ,从 公式 


Е = У ese(Sn +81, )=2 У edn, 
出 发 是 最 简便 的 ,此 式 表 示 对 准 粒 子 占 有 数 取 变 分 时 系统 总 能 量 的 改变 . 将 公式 








Ф 当 w 很 大 时 ,1(w) 按 1/u 的 展开 式 的 第 一 项 为 : 
12 


Ки) = |" н) | = (2) в-=. 


@ ”对 于 积分 1(&) 的 展开 式 来 说 , 当 w->0 时 我 们 可 以 从 展开 式 中 加 上 和 减 去 如 下 积分 : 


1 ү 1 1 x 
1 = - 一 tanh ах, 
122 |, (== а "15 ) 





Р 1=1 + 三 ,其 中 








х 1 х2 чи 
І, = 5 > |. (= tanh - = tanh 5 ах. 
在 7 中 可 以 简单 地 求 出 第 一 项 的 积分 ， 人 求 得 : 


211 = -hn 





шх 
2 2 >|, В? (+72) 4% 
式 中 的 积分 等 于 2ln(m/2y)( 这 里 jn y = C=0.577 一 一 欧 拉 常数 ) ,因此 27 = (туш). 
积分 Чи=о 时 变 成 零 . Ни 展开 式 的 第 一 项 为 : 


и? ге dx 1 х 
= |, = (=). 





把 展开 式 
tanh -= 4x > [m2n+1)? +2] -1 
(此 式 的 推导 ,可 参看 163 页 的 注解 ) 代 人 前 一 式 中 ,得 ; 


21, =4и? 了 三 : = У (2а +1) 72 8, 
т +20 


Пут т? +? ]2 82 
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除 以 87 并 由 求 和 变 为 求 积分 , 即 得 热 容量 : 


4 Т << Д 时 , 准 粒子 分 布 函数 ”= e ” , 准 粒子 能 量 e= 4。 + п /24。; 进 行 简单 
的 积分 , 便 得 出 如 下 结果 : 


V2mpr4i -Ao/T 
C= трое . (40.6) 
所 以 当 7 一 0 时 热 容量 按 指数 函数 规律 减 小 ,这 是 能 谱 中 存在 能 隙 的 直接 结果 . 
根据 热力 学 势 2 来 作 进一步 的 计算 是 方便 的 ,因为 我 们 所 作 的 全 部 研究 都 
是 在 系统 化 学 势 ( 不 是 系统 的 粒子 数 ) 为 已 知 的 情况 下 进行 的 中 . 现在 我 们 利用 


公式 


ал 

式 中 人 是 描述 系统 的 某 一 参量 [ 对 比 第 五 卷 (11.4) ,(15.11) 两 式 ] ;现在 ,我 们 
取 哈 密 顿 量 (39.8) 第 二 项 中 的 耦合 常数 g 作为 这 种 参量 . 这 一 项 的 平均 值 由 公 
式 (39.10) 中 的 最 末 项 给 出 ,根据 (39. 12) 式 , 它 等 于 - VA- [gccg. 因 此 有 

80_ Уд? 

8 в. 
当 8 一 0 НЕЕ Д 趋 于 零 . 因此 ,将 这 个 等 式 在 从 0 到 в 的 界限 内 对 dg 求 积分 ， 
我 们 便 求 得 超 流 态 的 热力 学 势 与 在 同样 温度 下 正常 态 (4 =0) 时 热力 学 势 值 之 
29; 


(20) = (20), (40.7) 





Е 2 
0,-0,= -уј de (40.8) 


根据 微小 附加 量 的 一 般 定理 ( 见 第 五 卷 (24.16) 式 ) ,修正 量 (40.8) 式 用 相应 的 
变量 表达 时 ,对 于 所 有 的 热力 学 势 都 是 相同 的 . 
在 绝对 零度 时 4 =4, ,于 是 根据 (39. 18) 式 我 们 有 : 
94, 2m Hi Ao 
dg mprg’ ` 
在 (40.8) 式 中 ,把 对 dg 求 积 分 变 为 对 ад, 求 积分 ,我 们 便 求 得 超 流 系统 和 正常 





中 ”不 要 把 气体 自身 的 化 学 势 与 等 于 零 的 准 粒 子 气体 化 学 势 混为一谈 ! 

@@ ”这 里 有 必要 对 我 们 从 一 开始 就 作 的 忽略 给 以 注释 . 在 哈密 顿 量 (39.8) 中 , 当 g =0 时 根本 不 存在 
粒子 间 的 相互 作用 ,因而 可 以 想到 :我 们 得 到 的 是 理想 费 米 气 体 , 而 不 是 “正常 " 非 理想 气体 . 但 实际 上 在 
哈密 顿 量 (39.8) 中 已 经 作 了 忽略 ,此 后 就 不 可 能 再 谈 及 能 量 绝对 值 的 计算 了 . 相互 作用 项 已 被 省 略 , (这 
些 项 对 于 求 能 谱 的 形状 及 差 值 2, - 0, 是 无 关 紧 要 的 ,) 它 们 对 能 量 的 贡献 大 于 指数 函数 小 量 (40.8)[ 这 
恰好 是 与 Ng 成 正比 的 贡献 , 它 由 公式 (6.13) 给 出 ]， 
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系统 基态 能 级 之 差 的 如 下 表达 式 : 


m 
Е -Е = VL 


4 
这 个 差 值 的 负 号 ,表示 本 节 开 头 曾 提 到 的 在 气体 粒子 间 呈 现 吸 引 作用 时 “正常 ” 
基态 具有 不 稳定 性 . 对 于 单个 粒子 ,(40.9) 式 的 差 值 为 ДИ. 
现在 我 们 转 到 相反 的 情况 :7 一 7.. 将 等 式 (40.3) 对 & 求 微分 ,得 
73) дад = 99 _2T dg 





Ді. (40.9) 




















4л? Т? А, тр ГАЙ 
Н деле? 代入 公式 (40.8) ,并 将 其 理解 为 自由 能 的 差 ; 
IT5(3)mpr fs 
P,P Ја ад, 
考虑 到 (40.5) 式 ,最 终 有 
_ 2тр,Т? Т \? 
Е, -Е, = - з) -元 ) (40.10) 
МН: 
2 4тр,Т, Т 
ею (1 т 
4 ТТ, 时 , 热 容量 差 趋 于 有 限 值 : 
сос, РУ". (40.11) 
72 (3) 


就 是 说 ,在 相 变 点 要 经 历 一 个 跃 变 ,并 且 С, > C,. 正 常态 热 容 量 ( 取 一 级 近似 ) 可 
由 理想 气体 公式 得 出 [ 见 第 五 卷 (58.6) 式 ]; 通 过 ps 表达 的 热 容 量 的 形式 为 
С, = Vmps7T/3 扩 .因此 ,在 相 变 点 热 容量 之 比 为 
C,(T.) __12 
С,(Т.) 7¢(3) 
对 于 气体 的 超 流 性 来 说 ,气体 的 特征 是 把 密度 p 分 为 正常 部 分 和 超 流 部 分 . 
ИОН, 





+1=2. 43. (40.12) 








РА 7 ЕР јр ЕР " а аи, 
利用 公式 
mN 8mpem 
РУ “3027 朋 3 
气体 总 密度 与 pp 联系 起 来 了 ,因此 
ра -2 аи, (40.13) 
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这 个 积分 不 需要 特意 去 计算 ,因为 可 以 把 它 化 为 已 知 的 函数 4(7). 将 方程 
《40.1) 对 了 求 微 商 ,并 把 得 到 的 积分 与 (40.13 ) 式 比较 , 即 可 证 实 : 





Ро _ А 
| = - д (40.14) 
把 极限 公式 (40.2) ,(40.5) 代 入 上 式 ,得 : 
р, _ 2TA。 ү! -Ao/T 
7-0: 全 =- ( т ) е 720", (40.15) 
р, _ _Т 
ТТ: 22 (1 7): (40.16) 


最 后 ,关于 得 出 的 公式 对 温度 的 适用 范围 还 必须 作 两 点 说 明 . 

当 接 近 于 相 变 点 7. 时 , 准 粒子 的 相互 作用 过 程 ( 在 上 述 理论 中 未 加 考虑 ) 
就 变 得 重要 了 ;在 这 种 情况 下 ,由 于 出 现 第 二 级 相 变 点 特有 的 热力 学 量 的 奇异 
性 ,这 些 过 程 确 是 极为 重要 的 . 在 充分 接近 相 变 点 时 ,上 面 得 出 的 那些 公式 最 后 
当然 并 不 适用 . 但 由 于 存在 小 参数 (耦合 常数 8) ,这 种 情况 在 我 们 所 研究 的 模型 
里 只 当 7。 -了 的 值 非常 小 时 才 开 始 出 现 ;在 $ 45 中 我 们 还 要 更 详细 地 讨论 这 个 
问题 . 

像 在 超 流 玻 色 液 体 中 一 样 , 在 我 们 所 研究 的 费 米 气 体 中 (与 具有 排斥 作用 
的 费 米 气体 相反 ,比较 $4) 可 以 传播 声音 (声速 为 u ~ps/m, 并 以 通常 方式 决定 
于 介质 的 压缩 性 ). 这 就 是 说 ,除了 这 里 所 研究 的 费 米 型 激发 谱 以 外 ,在 这 种 气 
体 的 能 谱 中 也 有 声 子 的 ( 玻 色 ) 激 发 支 由 声 子 决定 的 热 容 量 与 7 成 比例 ,比例 
系数 较 小 . ЧН ЖЕ 70 时 这 种 热 容量 最 后 必定 超过 按 指数 函数 减 小 的 热 容量 
(40.6). 
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现在 我 们 来 建立 适用 于 超 流 费 米 系统 的 格林 函数 数学 方法 @. 

在 §26 中 我 们 曾 看 到 ,用 少 算 符 术 语 表述 时 , 玻 色 系统 中 的 玻 色 - 爱 因 斯 
坦 凝 聚 ,是 由 连结 两 个 状态 的 矩阵 元 存在 不 等 于 零 的 极限 值 ( 当 粒 子 数 No% 
时 ) 表 达 出 来 的 ,而 这 两 个 态 的 差别 只 是 М 变化 一 个 1. 这 种 论点 的 物理 意义 在 
于 :使 凝聚 体 减 少 或 增加 一 个 粒子 并 不 改变 宏观 系统 的 状态 . | 

在 超 流 费 米 系 统 的 情况 下 ,上 述 论点 也 应 适用 于 由 库 珀 对 构成 的 凝聚 体 :在 
凝聚 体 中 变化 一 个 库 珀 对 时 ,系统 的 状态 不 会 改变 . 在 数学 上 ,这 一 点 是 由 两 个 
粒子 漂 没 算 符 之 乘积 多 。(X,) 名.(X,) 的 矩阵 元 和 与 它 呈 厄 米 - ЖЕН 
ЕЯ, (X,) $; (X,) 的 矩阵 元 存在 不 等 于 零 的 极限 值 ( Nw 时 ) 表 





Ф 本 节 中 讲述 的 方法 是 I. П. Горьков 的 工作 (1958). 
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达 出 来 的 . 这 些 和 矩阵 元 将 系统 各 “相同 ”状态 联系 起 来 了 ,这 些 状 态 的 差别 仅 在 
于 系统 中 减少 或 增加 了 一 副 粒 子 对 : 
lim (т, МИ, (Х,) $. (Х,) Im,N+2) = 
= lim (т, +214; (Х,) $; (Х,) т, №)" #0 (41.1) 
以 下 我 们 将 上 略 去 取 极 限 的 记号 ;为 简单 起 见 , 我 们 也 上 略 去 对 角 和 矩阵 指标 т, 
的 т 是 对 不 同 粒 子 数 系统 的 “相同 ” 态 编号 的 . 
像 $31 中 的 玻 色 系统 情况 一 样 ,在 超 流 费 米 系 统 的 格林 函数 数学 工具 中 ， 
会 出 现 几 个 不 同 的 函数 .除了 通常 的 格林 函数 
іб, (Х,,Х,) = МТ, (Х,) 9 (X,) IN) (41.2) 
之 外 ,还 必须 引入 几 个 “反常 ”函数 ,根据 定义 ， 
iF og (XY) = (МТУ, (Х,) 9, (Х,) IN+2), 
ІР (Х,,Х,) = (N+21T Bi: (Х,) 9: (X,) IN). (41.3) 
因为 Fs 和 FF% 中 的 每 一 个 函数 都 是 由 两 个 相同 的 算 符 排列 成 的 ,所 以 
Fos( Xi,Xs) = -Е,(Х,,Х,), 
РЪ(Х,,Х,) = -ЕА(Х,,Х,). (41.4) 
我 们 提醒 一 下 ,根据 统计 学 基本 原理 ,不 论 按 封闭 系统 定 态 的 精确 波 函 数 求 平均 
或 利用 吉 布 斯 分 布 求 平均 ,统计 平均 的 结果 都 一 样 . 所 不 同 的 ,只 是 在 第 一 种 情 
况 下 平均 结果 用 能 量 Е 和 粒子 数 М 表达 ,而 在 第 二 种 情况 下 是 用 7 和 表达 
的 .对 于 本 节 今 后 的 讨论 来 说 ,第 一 种 方法 更 方便 . 
在 $39 所 研究 的 费 米 气体 模型 中 ,束缚 对 都 处 于 单 态 . 束缚 对 的 产生 算 符 
矩阵 元 或 淹没 算 符 矩阵 元 的 自 旋 依赖 关系 ,归结 为 单位 反对 称 旋 量 ; 


0 1 
| | (41.5) 
-1 0 


因此 我 们 把 函数 (41.3) 写 成 中 
Ра = gat (X,,X,), Fs ЕЁ (Х,,Х,). (41.6) 
МУН (41.4) АР ЖЖ Хх, 和 XX, 是 对 称 的 .但 是 非 铁 磁 系 统 的 格林 函数 


Gg 的 自 旋 依 赖 关系 ,可 化 为 Ce。 = 5,6. 在 宏观 静止 的 均匀 系统 中 ,格林 函数 6， 
F 和 F' 仅 仅 依 赖 于 各 点 的 坐标 差 和 时 刻 差 ( 见 112 页 的 注解 0). 





Ф 比较 29 页 的 注解 .虽然 按 自 己 的 自 旋 结构 来 看 Cop 是 二 阶 混合 旋 量 ,而 函数 Fs 和 РИ 
ИХ РЕ ВЕН. 
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在 $26 引入 的 函数 印 (X) 具 有 凝聚 体 中 粒子 的 波 函 数 意 义 ,与 此 同样 ,可 

以 把 函数 iF(t,r,;t,r,) 看 作 是 凝 取 体 中 结 成 库 珀 对 的 粒子 的 波 函 数 .于 是 函数 
Е(Х) =iF(X,X) (41.7) 

就 是 这 些 库 珀 对 作 整 体 运动 的 波 函 数 . 由 定义 (41.3),(41.5) 不 难看 出 ,这 时 
Е(Х,Х) =i 生 "(处 ) .在 宏观 静止 的 稳定 系统 中 , 消 数 各 (X) 归 结 为 常数 ;适当 
选择 小 算 符 的 相位 ,可 使 这 个 常数 为 实数 . 

现在 我 们 来 计算 以 这 种 方式 定义 的 粒子 间 呈 现 弱 吸 引 作 用 的 费 米 气体 的 格 
林 函 数 . 

海 森 伯 小 算 符 遵从 方程 (7.8). 因为 在 我 们 所 研究 的 气体 中 粒子 间 力 的 作 
用 半径 很 小 ,在 这 个 方程 的 积分 项 中 可 以 取 因 子宫 (:r) 在 六 =r 点 的 值 ,并 把 
它们 从 积分 号 下 提出 来 ;这 时 方程 取 如 下 形式 中 ; 


аў, у? р + ф 
i (41. 8) 





at 
取 这 个 方程 各 项 的 厄 米 共 罗 形式 ,我们 便 得 出 算 符 儿 * 的 类 似 方程 : 


i (41.9) 
将 表达 式 (41.8) 代 入 微 商 3G。s/3i[ (9.5) 式 ] 中 ,得 到 方程 ; 
9 у? 


(а +) 0-Х) - 





-这 (NI 了 (Х) Я, (ХФ, (ХФ; (ХМ) =6,,80 (ХХ). 

(41.10) 

[比较 (15.12) 式 ]. 这 里 出 现 四 个 少 算 符 乘积 的 对 角 和 矩阵 元 ,根据 矩阵 的 乘法 规 

则 ,可 以 分 别 写 成 两 对 算 符 的 矩阵 元 乘积 之 和 . 从 所 有 这 些 乘积 中 ,我 们 只 保留 
其 中 粒子 数 改 变 为 М+М +2 这 种 跃迁 的 矩阵 元 项 ,而 略 去 其 余 所 有 各 项 : 
(МТ; $, Ф, У ЕМ) (МТ Я, ФМ +2) (N+21T $, ФМ) = 

= -F(XX) PS (XK) = -6.Е(0)Р*(Х-Х’) (41.11) 

[ 在 最 后 的 变换 中 ,利用 了 表达 式 (41.5)]. 在 物理 上 ,这 一 项 对 应 于 粒子 的 配 

对 ,其 数量 级 与 凝聚 体 密度 相同 . 
但 是 我 们 要 强调 一 下 ,上 述 做 法 同 在 弱 非 理想 玻 色 气体 的 情况 下 所 作 的 忽 
略 有 原则 区 别 . 在 弱 非 理想 玻 色 气 体 中 , 当 了 =0 时 ,几乎 全 部 粒子 都 处 于 凝聚 体 





Ф 如 8$39 一 样 ,我 们 利用 记号 g 作为 夺 合 常数 , 它 与 常数 -Zo = - | Оа 相等 . 我 们 把 拉 普 拉 斯 
算 符 写成 V “以免 和 能 隙 4 相 混淆 . 在 本 节 和 下 一 节 中 ,我 们 取 声 = 1. 
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中 ,仅仅 由 于 粒子 的 微弱 相互 作用 而 出 现 非 凝 聚 粒子 ,其 数量 颇 少 . 在 费 米 系统 
的 情况 下 ,恰恰 相反 ,凝聚 体 本 身 是 由 于 粒子 的 微弱 相互 作用 才 出 现 的 ,因此 它 
只 包含 少 部 分 粒子 . 换言之 ,在 作 (41.11) 式 的 代 换 时 被 舍 去 的 项 是 不 少 的 , 它 
们 多 于 保留 的 项 . 此 时 被 舍 去 的 项 只 对 计算 系统 基态 能 级 的 修正 有 用 ,在 此 我 们 
并 不 感 兴趣 ,但 是 这 些 保 留 项 将 导致 本 质 上 一 种 新 的 效应 一 一 改变 能 谱 的 性 质 
(对 此 可 比较 154 页 的 注解 ). 

经 (41.11) 式 的 代 换 之 后 ,方程 (41.10) 可 化 为 如 下 形式 : 


(i i + +t) CX) tar (X) =8°(Х) (41.12) 


[АЖ НУ Я ВЕ Х - ХХ, НЕ Х (41.7), #10) Я Е ЖЖ]. На 
两 个 未 知 函 数 G(X) 和 FF'(X) ,因此 为 了 算出 这 两 个 函数 必需 再 有 一 个 方程 . 
我 们 算出 微 商 
OFX XK) _ 
ot 
便 得 到 这 个 方程 ;这 里 没 出 现 含 8 тооло лал 
数 F(X-X')[ 与 函数 Gs(X-X') 相 反 ] 当 1=t' 时 是 连续 的 0. 把 (41.9) 式 代 
和 上 式 , 并 像 (41.11) 式 一 样 重新 将 凝聚 项 分 出 来 ,最终 我 们 得 到 方程 
(19-5 а)" (х) кея" 600 =0， (41.13) 
其 中 包含 (41. 12) 式 中 同样 的 两 个 函数 C 和 Р" ;所 以 由 这 两 个 方程 便 足 以 算出 
这 两 个 函数 (但 是 为 了 计算 ,还 需要 用 同样 方法 再 导出 一 个 方程 ). 
我 们 把 这 两 个 方程 变 到 动量 表象 ,这 里 仍 用 通常 方法 引进 健 里 叶 分 量 G(P) 
和 F*(P): 


EN 2) 


(м + 2 т. ў; (хо |м), 


(о -%,) 6(Р) +ёЕЕ'(Р) =1, 
(о+т,)Е' (Р) +в" С(Р) =0. 
АФР= (о,р), т, =р'/2т-ш. МИН, НЕЕ" (Хх) а Ж, ИНЬ 
ЛЕША Й: Р (Р) =Е*( -Р). 
由 两 方程 消去 函数 , 便 得 出 6 的 方程 : 
(о —n, -4*)С(Р) =о +, (41.15) 


(41.14) 


其 中 引入 了 记号 
A=gl 各 |. (41.16) 


Ф ”只 要 采用 类 似 于 在 $9 中 对 Gog 的 处 理 方法 算出 函数 pm 的 婚变 ,并 注意 算 符 锡 ， (1,7) 与 
(1,7 ) 是 反对 易 的 ,就 很 容易 证 明 这 一 点 . 
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2 2 


方程 (41. 15) 的 形式 解 : 
0 +1, _ и СД 


= = р Р 41. 
(Р) у еу охе) (41.17) 


式 中 es(p) = VA +, и, 和 vw 由 公式 (39.13) 给 出 .从 此 可 以 看 出 ,由 格林 函数 
的 正极 点 所 确定 的 元 激发 谱 由 函数 e(p) 给 出 , 即 我 们 又 得 到 (39. 20) 式 的 结 
果 . 同时 我 们 也 看 到 ,能 院 4 和 库 珀 对 作 整 体 运 动 的 凝聚 体 波 函数 的 模 , 原来 是 
彼此 成 比例 的 两 个 量 . 

但 是 С(Р) 的 表达 式 (41.17) 还 是 不 完全 的 ,因为 式 中 没有 确定 环绕 极点 的 
方式 . 换 句 话说 ,函数 6 的 虚 部 仍旧 是 不 确定 的 ;这 一 部 分 含有 8 ЖЖ 5 (№ + 
sz) ,因此 在 方程 (41. 15) ФФИ о? - =? 时 就 被 消去 了 . 

当 了 =0 时 ,环绕 极点 的 规则 ,可 采用 将 表达 式 (41.17) 与 展开 式 (8.7) 作 直 
接 对 比 的 方法 建立 起 来 :在 极点 为 正和 极点 为 负 的 各 项 中 ,需要 将 变量 分 别 换 成 
w+i0 和 w-i0; 于 是 (41.17) 式 取 如 下 形式 : 


2 2 
т 


(ор) е 
у о -е(р) +10 о+е(р) – 0 








w+, 
(о 2+0) (ә +е С 10) ° 


现在 从 (41. 14) 的 第 二 个 方程 将 F' 表示 出 来 ,我 们 得 到 : 
Е*(ш,р) = ЕЕ" (41.19) 


(о - 2 +10) (о+е – 10) 
另 一 方面 ,按照 定义 则 有 





(41.18) 








5‘ =Р*(Х=0) = [ғ (р) (41.20) 


2л р 
将 (41.9) 式 代 人 上 式 , 在 上 半 平 面 内 用 无 限 远 半圆 来 封闭 围 道 以 实现 对 dw 的 
积分 ,此 后 通过 极点 w=e 上 的 留 数 将 积分 表达 出 来 . 约 去 入 ' 之 后 ,最终 我 们 便 
得 出 确定 Д, 的 等 式 (39. 16 ) . 

Т0 时 , 求 格林 函数 的 虚 部 比较 复杂 . 为 建立 对 变量 w 具有 正确 解析 性 质 
的 函数 G(w,p) ,我 们 首先 写 出 推迟 函数 6 (фр) ; 它 在 上 半 平 面 内 应 当 是 解析 
函数 ,因此 在 (41.17) 式 中 把 w 换 成 w+i0 即 可 得 出 .这 个 函数 的 虚 部 : 

Im G* = -mwd(w -а) +1025 (6 +а) |]. 

ТЕЖ С 的 虚 部 ,可 由 上 式 并 利用 公式 (36. 14) 得 出 ,根据 (36. 14) 式 ， 


In С(о,р) =tanh отт С"(ш,р) = 


= - (1 -2п,)т[и25(0 – е) -V8(w +2) ], 
式 中 п, 是 费 米 分 布 函数 (39. 14) (利用 此 公式 ,我 们 便 可 以 从 按 系 统 已 给 的 定 
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态 求 平均 过 湾 到 按 吉 布 斯 分 布 求 平 均 ). 具有 这 个 虚 部 的 函数 6 可 写成 如 下 形 
式 : 


и 0 . 2 2 
С(о,р) = + А +27, [и,8(@ - =) -258(w +=)], 





(41.21) 
现在 我 们 求 得 函数 Е* (о,р) м 


Р* (фр) = Е (wp) 1, (в) +8(ш+=Е)], (41.22) 


其 中 第 一 项 对 应 于 了 =0 的 函数 (41. 19). 将 此 表达 式 代 入 (41.20) 式 并 进行 积 
分 ,我 们 便 回 到 确定 ДОТ) 的 方程 (39. 15). 

方程 (41.14) ,可 类 似 于 超 流 玻 色 系统 的 方程 (33.7) 表 示 成 费 曼 图 形式 . 这 
时 函数 6G,F РЕНА (33. 6) 中 一 样 的 图 元 素 一 “ 单 向 和 双向 箭头 表示 出 
来 . (41. 14) 式 的 两 个 方程 可 写成 ; 


54 


Р “р Р Р Р (41.23) 
-Pp Pp р Р 
Не ХНУ РЕА 1С (P) ,6G'”(P) 是 理想 费 米 气 体格 林 函 数 . 人 射 和 出 
射 于 顶点 的 波纹 线 分 别 对 应 于 因子 ig 各 和 -ig 久 .将 (41.23) 式 与 (33.7) 式 进 
行 比较 ,我们 看 到 ig 分, - 这 各 "这 两 个 因子 对 应 于 自 能 函数 іХ, 60 ix ,也 就 是 
说 ,它们 是 这 两 个 量 的 一 级 近似 . 应 当 指出 ,新 的 图 元 素 (双向 箭头 和 波纹 线 ) 只 
限于 超 流 费 米 系统 的 图 技术 这 一 特殊 性 ;与 玻 色 系统 情况 不 同 ,这 里 不 出 现 “ 三 
叉 ” 顶 点 .因此 这 里 图 技术 比 用 于 超 流 玻 色 系统 的 要 简单 得 多 ,并 更 接近 于 “ 通 
常 ” 的 图 技术 . 
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ЖЕ $41 中 曾 运用 通常 的 < 时间” 格林 函数 来 确定 超 流 费 米 气 体 的 能 谱 . 然 
而 ,对 于 解决 更 复杂 的 问题 (首先 是 研究 处 于 外 场 中 系统 的 性 质 ) ,用 温度 格林 
函数 这 一 数学 工具 (A. А. Абрикосов,Л. П. Горьков, 1958) 就 更 为 方便 . 

温度 函数 疙 ,和 用 于 正常 次 米 气体 时 一 样 ,由 公式 (37.3) 定 义 .但 温度 函数 


和 和 .多 (对 应 于 时 间 函 数 Fs 和 6) 是 用 类 似 于 (41.3) 式 的 公式 来 定义 的 : 
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Зв (т.г, iT2 ,To ) = У (т, Мі ФТ, ГАИ у 1 m,N + 2), 
(42.1) 
(тотто) = У (т,М +21 ФТ, рм Ve | m,N). 


这 两 个 函数 的 自 旋 依赖 关系 以 因子 ge[ 与 (41.5) 式 一 样 ] 的 形式 分 离 出 来 由 


Я = ЕЯ, Я, = Ў. (42.2) 


同 多 一 样 ,函数 . 罗 和 Я Я БЕН тет, -т, 有 关 , 并 遵从 关系 式 (37.6)( 取 上 面 
符号 ) : 


Ят) = -Я(т+- |, Я (т =-Я (+). (42.3) 


因此 ,这 两 个 函数 按 т 展开 的 傅 里 时 级 数 只 包含 奇数 “频率 "(37. 8а) := (28 +1) тТ. 

T=0 时 的 松原 少 算 符 与 5=0 时 的 海 森 伯 算 符 一 致 

М (т=0,г) = (1 =0, ғ). 
М, 多 的 定义 同 Р, Р 的 定义 作对 比 ,因此 求 得 : 
. 殉 0,ri0,r) = 与 (r)， Я (0,ғ;0,ғ) = 5" (г). (42.4) 

这 里 应 把 各 理解 为 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 ( 即 用 系统 温度 表达 ) 的 凝聚 体 波 函 数 ， 

现在 我 们 证 明 ,如 何 借助 温度 格林 函数 才能 重新 得 出 温度 不 等 于 零 时 的 超 
流 费 米 气 体 的 能 谱 . 


像 推 导 方程 (41. 12 一 41.13 ) 一 样 ,我们 可 以 推导 出 温度 函数 7 ям 
方程 . 其 中 ,把 对 1 求 微 商 换 成 对 7 求 微 商 ,而 利用 异 于 (41.8 一 41.9) (其 中 将 并 
换 成 7) 的 方程 来 代替 它们 . 像 (41.11) 式 一 样 ,从 4 个 松原 算 符 乘积 的 平均 值 中 
分 解 出 含有 粒子 数 改变 2 的 跃迁 矩阵 元 的 各 项 . 结果 我 们 得 到 方程 : 

( 一 =. + У. +) 9 (т,ғ;т ,rT') + ЕЕ (т,ғ;т',ғ') = 
= $(т-т’)5(г- г’) (42.5) 
(22 + у +) (тогут) ~ gH (тотоп) = 0 
转 到 傅 里 时 分 量 之 后 ,这 两 个 方程 取 如 下 形式 ; 


+ 9 ЕЯ , = 1, 
(М, -т,) 2(4,,р) + Е ({,,р) = 1 (42.6) 


- (М. +n,)F(L,,p) - eH’ (р) = 0. 





Ф 与 (41.6) 式 中 符号 相同 的 情况 不 同 ,定义 式 中 .2 与 8 的 符号 相反 是 合理 的 ,因为 定义 (42.1) 没 
有 (41.3) 式 中 的 因子 i. 
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这 两 个 方程 的 解 ; 
Дор) = (42.7) 
+= 
=&=” - і 42.8) 
(ор) = ИЕ" (4). (42.8) 


这 里 又 有 e = Д? + т ,4 ЕОНИ Е, ЖКте С 
和 ЕЕ 8 Ж). 
确定 能 谱 中 存在 能 隙 的 条 件 ,现在 可 以 从 如 下 等 式 得 出 : 


Г ЛА > _ _ _ ~ 二 Фр 
Е = Я (т=0,г=0) и 
或 代 人 (42.8) 式 后 ,得 : 





EE > [2-5 у (42.9) 
为 实行 对 * 求 和 ,可 用 公式 中; 
м 025 +1)? т? +а?] = ть 4, (42.10) 
因而 得 出 与 (39. 15) 相同 的 等 式 : 
| am эт 25 =1. (42.11) 
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1911 年 由 卡 末 林 “' 昂 内 斯 (H. Kamerlingh Onnes ) 发 现 的 金属 的 超 导 现象 乃 
是 金属 中 电子 费 米 液体 的 超 流 性 , 它 类 似 于 我 们 在 前 儿 节 中 所 研究 的 简 并 费 米 
气体 的 超 流 性 , 虽然 ,在 许多 重要 方面 电子 液体 同 费 米 气体 是 本 质 上 不 同 的 物理 
系统 ,但 是 与 能 谱 К, 在 两 种 情况 下 仍然 是 相同 的 . 现在 
我 们 用 定性 的 方式 讨论 这 样 一 个 问题 :上 边 所 研究 的 模型 究竟 有 哪些 特点 ,可 以 
МЕНЯТЬ Нат. 

金属 的 一 个 重要 特性 是 ,其 电子 的 能 谱 是 各 向 异性 的 ,这 与 我 们 所 研究 的 费 
米 气 体 具有 各 向 同性 的 能 谱 是 相反 的 . 但 是 ,这 种 情况 并 不 妨碍 库 珀 现象 的 产 
生 , 对 于 后 者 而 言 , 一 个 极为 重要 的 事实 是 :存在 界限 分 明 的 费 米面 (不 华 其 形 
状 如 何 ) ,而 面 上 状态 数 密度 都 是 有 限 的 . 动量 相反 和 自 旋 相反 的 电子 必须 具有 





Ф 为 得 出 这 个 公式 ,我 们 写 出 





1 
уу" n+a 2а 
1 
2а 





1 
сту} а- ау | = 


= 人 。 аа [е-т(2:+1)= еіт(28+ = dy 


并 在 积分 号 下 对 几何 级 数 求 和 即 可 . 
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相同 的 能 量 , 即 两 个 电子 应 同位 于 一 个 费 米 面 上 . 这 一 要 求 ,由 于 对 时 间 反 演 的 
对 称 性 而 自然 得 到 保证 .因此 可 以 说 ,由 于 时 间 的 相互 反 演 而 得 出 的 各 态 中 的 电 
子 都 将 配 成 对 . 

下 一 个 问题 是 金属 中 电子 相互 作用 的 符号 问题 . 按 最 简化 意义 可 以 说 ,这 种 
相互 作用 是 由 原子 间距 上 受 屏 蔽 的 库仑 排斥 作用 和 通过 部 格 的 相互 作用 形成 
НУ. 后 一 种 相互 作用 ,可 描写 为 交换 虚 声 子 的 结果 ,并 具有 吸引 的 性 质 ( 64). 
如 果 这 种 相互 作用 “ 占 优势 ” ,金属 在 足够 低 的 温度 下 将 变 成 超导体 . 

重要 的 是 ,通过 交换 声 子 而 相互 作用 的 仅仅 是 处 于 费 米 面 附近 p 空间 中 较 
宗 层 内 的 那些 电子 ;这 个 层 的 厚度 ~ fiw。 并 小 于 电子 的 化 学 势 w(w 是 晶体 的 
德 拜 频率 ). 因此 , 若 用 弱 非 理想 费 米 气体 模型 去 描述 超 导 性 , 则 需要 将 (39. 19) 
式 中 的 截断 参量 5 理解 为 中 : 


Е ~ Яо, (43.1) 
(ЖИ =-м). 
至 于 说 到 相互 作用 微弱 这 一 假设 ,实际 上 对 于 一 切 超导体 都 有 
Т. << fiw, << 人. (43.2) 


但 是 ,$39 中 所 作 的 假设 更 强 :耦合 常数 g 是 个 小 量 , 它 使 (39. 19) 式 中 量 纲 为 
1 的 指数 函数 的 值 变 大 . 现在 这 种 要 求 可 表 成 如 下 条 件 : 
In( hws/T,) >>1. (43.3) 

这 里 不 仅 比值 fw。/T, 要 大 ,而 且 它 的 对 数 也 必须 大 . 这 个 条 件 实际 上 未 能 得 到 
很 好 的 满足 @. 

考虑 到 金属 中 的 电子 液体 与 弱 非 理想 费 米 气体 模型 的 所 有 实际 差别 , 超 导 
理论 就 变 得 非常 复杂 了 .但 同时 发 现 ,基于 上 述 模 型 的 简单 理论 ,已 经 在 许多 方 
面 对 超 导体 的 性 质 不 仅 定性 地 甚至 定量 地 作出 很 好 的 描述 . 前 面 已 经 提 到 ,这 个 
理论 是 由 Bardeen ,Cooper 和 Schrieffer 建立 的 ;因此 ,把 粒子 间 星 现 征 弱 吸引 作 
用 的 费 米 气体 模型 , 称 作 BCS 模型 . 

上 面 讲 到 的 这 些 都 属于 “普通 的 "或 “低温 的 ”超导体 . 1986 年 贝 德 诺 兹 (J. 
С. Bednorz) 和 穆 勒 (K. А. Miller) 发 现 新 的 一 类 物质 一 “高 温 超 导体 ”. 这 些 物 
ДЖЕМ 稀土 金属 的 氧化 物 ,可 有 高 的 转变 温度 一 一 高 于 100 К, иже 
并 不 高 ,为 1 000 К ЖЕ. 但 是 ,对 这 种 有 趣 现 象 现在 尚未 建立 较 完 整 的 理论 、 
甚至 对 超 导 的 相互 作用 本 质 也 不 完全 清楚 . 


$44 超 导 电 流 
在 电 中 性 超 流 液体 ( 液 氨 ) 中 有 两 种 运动 ,它们 对 应 于 超 导 人 金属 中 能 同时 流 











QD 因而 积分 (39.16) 在 大 动量 时 发 散 的 问题 就 消除 了 (对 照 150 页 上 的 注解 ) 
@ 比值 hwop/7。 大 约 在 对 Pb 为 10 到 对 Al 和 Cd 为 300 的 范围 内 变动 . 
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动 的 两 种 电流 . 超 导 电 流 不 传 热 也 不 伴 有 能 量 耗 散 ,因而 它 能 在 热力 学 平衡 系统 
中 产生 ;正常 电流 与 释放 焦耳 热 有 关 . 我 们 把 超 导 电 流 密度 和 正常 电流 密度 记 为 
1 和 j,; 总 电流 密度 j=j, +j. 
只 要 从 出 现 新 的 宏观 量 一 一 凝 到 体 波 函数 名 (tr) 这 一 事实 本 身 出 发 ,不 论 
什么 样 的 特殊 模型 都 能 对 超 导 电 流 性 质 作出 许多 重要 论断 . 
同 $26 节 一 样 ,我 们 引入 函数 Е (,г) 的 相位 Ф: 
与 (tr) = 1Ее®. (44.1) 
ЖЖ, 相位 更 梯度 按 (26.12) 式 确定 超 流速 度 " ,, 与 此 类 似 , 在 超导体 情 
况 下 相位 梯度 则 确定 观测 量 一 一 超 导 电 流 密 度 . 由 于 金属 是 各 向 异性 的 ,一 般 说 
来 ,j 的 方向 与 VG 的 方向 并 不 相同 ,而 这 两 个 矢量 各 分 量 之 间 的 关系 由 某 二 阶 
张 量 确定 .但 是 ,为 避免 非 原 则 地 复杂 化 起 见 ,这 里 我 们 只 局 限于 讨论 金属 晶体 
的 立方 对 称 情况 . 
这 时 ,二 阶 张 量 归 结 为 一 个 标量 ,而 j, 和 Vg 之 间 的 关系 归结 为 简单 的 正比 
关系 .我 们 把 它 写 成 : 


1 = en, УФ. (44.2) 


按 定义 ,这 里 。= - le! 是 电子 电荷 ,m 为 电子 的 真实 质量 . 这 样 定义 的 量 n,( 温 
度 的 函数 ) 称 作 超 导 电 子 数 密度 ;该 量 在 这 里 所 起 的 作用 ,类 似 于 液 氮 中 的 超 流 
分 量 密度 . 我 们 强调 一 下 ,n, 与 库 珀 对 凝聚 体 密 度 绝 不 是 一 回 事 , 正 像 液 所 中 р, 
不 同 于 凝聚 体 原 子 密度 中 . 

公式 (44.2) [ 同 液 氨 的 公式 (26. 12) 一 样 ] 要 求 在 空间 中 相位 的 变化 充分 组 
慢 .虽然 ,在 玻 色 液体 情况 下 只 要 求 相 位 在 原子 间距 上 缓 变 ,但 在 这 里 要 求 条 件 
明显 更 强 了 . 相干 长 度 名 ~ jvs/A。 对 超 流 费 米 液 体 起 着 特征 线 度 的 作用 ,相位 
下 在 这 个 距离 (大 于 原子 间距 ) 上 应 当 有 小 的 改变 @. 

如 果 超 导体 处 于 外 磁场 中 , 则 j. 和 @ 之 间 的 关系 就 复杂 了 ;这 里 ,我 们 研究 
恒定 场 ( 对 时 间 ) 的 情况 . 下 面 ,需要 对 公式 (44.2) 加 以 必要 的 修改 ,对 此 可 以 从 
理论 的 规范 不 变性 的 要 求 出 发 进行 说 明 . 

这 一 要 求 是 :一 切 被 观测 的 物理 量 ,在 磁场 矢 势 作 规范 变 

АА +Ух(г) (44.3) 





Ф) (44.2) 式 中 写 出 的 系数 ,在 自由 超 流 费 米 气体 (BCS) 模 型 中 ,可 使 mn, 与 $ 40 中 算出 的 量 p, 一 
致 .p, 这 样 确定 时 ,电流 密度 j, 应 表达 为 六 =en,w, , 式 中 %, 是 超 流 运动 速度 . 至 于 w 与 相位 梯度 的 关系 ,可 
用 等 式 w = (有 /2m) У 来 表达 ;这 里 二 售 质 量 2m[ 代 换 (26. 12) 式 中 的 m] ,是 因为 凝聚 体 由 成 对 粒子 构 
成 . 

@ 应 当 强调 ,这 里 出 现 的 恰好 是 与 温度 无 关 的 恒定 参量 长 度 如 ;以 后 将 给 出 这 个 判 据 的 严格 论证 
( 见 §51 的 结尾 ) 
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时 ,保持 不 变 , 式 中 x(r) 是 任意 坐标 函数 . 这 时 ,y 算 符 同 波 函 数 有 相同 的 变换 
法 则 : . 

ех (36) ， 70 екр ( - у). (44.4) 
式 中 e 是 用 少 算 符 描述 的 粒子 的 电荷 ( 见 第 三 卷 (111.9) 式 )@. Еур" 
或 多 蜂 ' 的 矩阵 元 的 格林 函数 СОХ, ХТ Р(Х,Х’) Ел. 


GX,X') exp{ EE [xO7) -x(r') | | ex,X’), 


(44.5) 
POX,X') exp{ (г) +х(г’) | ТЕХ. 
此 时 | 
Е =iF(X,X) өр (1%) Е. 
即 凝 聚 体 波 函 数 的 相位 
ФФ +2600). (44.6) 


关系 式 (44.2) 对 这 样 的 相位 变换 ,并 非 是 不 变 的 . 为 了 达到 所 要 求 的 不 变 
性 ,此 式 应 增加 一 个 含 磁场 矢 势 的 项 ; 
2 


і, =55п, (УФ - А) (44.7) 


括号 中 第 二 项 的 二 倍 电荷 ,表示 超导体 的 电子 是 成 对 出 现 的 ， 

这 个 表达 式 , 足 以 解释 超导体 的 主要 宏观 性 质 一 一 将 磁场 排出 超导体 之 外 
[ЗЕ #1 2А ( Meissner) 效 应 ]@. 

我 们 现在 研究 处 于 弱 磁 场 中 的 均匀 超导体 ,这 里 假定 磁场 值 小 于 破坏 超 导 
性 的 临界 磁场 .这 个 条 件 ,消除 了 磁场 对 n, 值 的 重要 影响 . 假设 物体 处 于 热力 
学 平衡 态 ,因此 正常 电流 不 存在 了 , 故 j, =. 现在 对 等 式 (44.7) 两 边 施行 x 
运算 ,并 注意 V x4 =B8 一 一 物体 中 的 磁感应 ,我 们 便 得 到 伦敦 方程 : 





en 
V xj= -—B (44. 8) 
тс 





Ф Шт О Ф (7.7) нух) Т" (2 这 样 一 对 算 符 的 形式 出 现 ,所 
以 作 (44. 3 一 44.4) 的 变换 时 ,上 述 哈密 顿 量 的 变换 ,就 跟 通常 的 ( 非 算 符 的 ) 波 函 数 这 样 变 换 时 通常 的 险 
密 顿 量变 换 一 样 . (44. 3 一 44.4) 形 式 的 变换 ,实际 上 在 $ 19 中 就 已 经 用 过 了 . 

Ф ”了 唯 象 超导体 电动 力学 ,在 本 教程 的 另 一 卷 中 讲述 , 见 第 八 卷 第 六 章 . 

Ф ”此 后 ,在 本 章 内 各 处 都 做 这 种 假设 ,因此 j 在 这 里 都 是 超 导 电流 密度 . 
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(Е. London, H. London ‚1935 )Ф. 
这 是 超导体 特有 的 方程 . 我 们 再 用 普遍 的 麦克 斯 韦 方 程 : 


ухв 47), (44.9) 
С 


У-В=0. (44.10) 
3 (44.9) РИ] (44.8) ЕН (44. 10) 5, У х(Ух)В= -AB, 于 
是 得 到 超导体 中 的 磁场 方程 : 
АВ =-5°В (44.11) 
式 中 引 人 记 号 
8° = тс? /4те?п.. (44.12) 
我 们 利用 这 个 方程 来 求 超导体 内 靠近 表面 处 场 的 分 布 , 而 这 个 表面 看 作 平 
面 ;现在 选取 这 个 平面 作为 yz 面 ,而 x 轴 指 向 物体 内 部 .根据 这 些 条 件 , 场 的 分 
布 只 与 一 个 坐标 x 有 关 , 因 而 由 (44.10) 式 我 们 有 dB,/dx =0; 于 是 从 (44.11) 式 
自然 得 出 B, =0. 方 程 (44. 11) 现在 具有 dB/dx? = В/б? 的 形式 ,由 此 
B(x) = фет“, (44.13) 
式 中 矢量 名 平行 于 表面 . 
我 们 看 到 ,磁场 向 超导体 深 处 按 指数 函数 衰减 ,并 只 穿 透 ~5 的 距离 . 这 个 
长 度 是 宏观 量 , 但 小 于 大 尺度 样品 的 一 般 线 度 (6 ~ 10 一 10 em) ,因此 磁场 实 
际 上 只 穿 透 很 薄 的 表面 层 . 长 度 6 称 作 场 的 伦敦 穿 透 深度 . 应 当 强 调 , 这 个 长 度 
是 一 个 直接 可 测 的 量 , 它 具 有 完全 确定 的 意义 ,这 与 参量 а 的 约定 意义 是 不 
同 的 . 
但 是 上 面 所 导出 的 结果 ,需要 一 个 重要 的 附加 条 件 . 出 发 的 公式 (44.7) ,只 
在 所 有 的 物理 量 在 空间 作 充 分 缓 变 的 条 件 下 才能 适用 :物理 量 在 其 间 发 生 重大 
改变 的 特征 距离 ,应 当 远 远大 于 相干 长 度 &@. 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 应 有 
6 >> &. (44.14) 
当然 ,这 一 要 求 并 不 影响 对 于 从 超导体 中 排出 磁场 这 一 事实 的 证 明 , 因 为 假 
如 不 排出 磁场 会 导致 之 辑 上 的 子 盾 . 本 来 ,在 这 种 情况 下 磁场 的 变化 是 非常 缓慢 
的 ,于 是 方程 (44. 11) 就 会 适用 . 但 具体 的 方程 (44. 11) 以 及 由 它 得 出 的 场 的 训 
减 规 律 (44.13) ,只 当 遵从 条 件 (44. 14) 时 才 成 立 . 
在 超导体 中 , 当 满 足 不 等 式 6 >> & 时 , 称 作 伦 敦 情况 ,在 相反 情况 下 当 8 << 
名 时 ,叫做 皮 帕 德 (Pippard) 情 况 (在 这 种 情况 下 ,磁场 向 超导体 深 处 的 训 减 规律 





QD 上 述 方程 (44.8) 是 Л. Д. 朗 道 推导 的 (1941). 
© ”我们 提醒 一 下 ,磁感应 B 本 身 是 按 物理 无 限 小 的 体积 元 求 平均 的 真实 微观 磁场 强度 ,各 体积 元 
的 尺度 仅 大 于 晶 格 常数 . 
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将 在 $52 中 研究 ) . 当 ТТ, 时 , 超 导 电 子 密度 n, 一 0, 因 此 6 一 o 所 以 在 充分 接 
近 转 变 点 处 ,总 是 属于 伦敦 情况 .但 当 T 一 0 时 ,5 和 纪 之 间 的 关系 将 依赖 于 金属 
Ю.А. ЖФ. 

最 后 ,我 们 还 要 研究 表达 式 (44.7) 的 一 个 推论 , 它 不 依赖 6 和 之 间 的 
关系 . 

从 宏观 超导体 电动 力学 我 们 知道 ,如 果 磁 通 量 通过 超 导 圆 环 的 孔道 , 则 这 种 
通 量 在 物体 状态 作 任 意 变化 (而 不 破坏 它 的 超 导 性 ) 时 ,始终 是 不 变 的 ;这 时 假 
定 , 超 导 圆 环 是 大 尺度 的 , 它 的 直径 和 厚度 大 于 相干 长 度 和 场 的 穿 透 深度 . 现在 
证 明 ,“ 冻 "在 圆 环 的 孔道 里 磁 通 量 值 ,只 能 是 某 一 基本 “ 通 量 量子 ”的 整数 倍 
(F. London ,1954). 

在 物体 深 处 (超出 场 的 穿 透 范 围 ) 电 流 密度 j=0; 但 矢 势 不 为 零 一 一 只 是 它 
的 旋 度 即 磁感应 强度 В 等 于 零 .我们 选取 任 一 闭合 回路 C, 它 包围 圆 环 的 孔道 并 
在 远离 物体 表面 的 地 方 通过 物体 的 内 部 ;这 样 选取 ,可 保证 遵从 公式 (44.7) 的 
适用 条 件 一 一 相位 Ф 和 势 4 在 空间 的 变化 充分 缓慢 . 矢量 4 沿 回路 C 的 环流 
与 通过 回路 平面 的 磁感应 通 量 ( 即 通过 圆 环 孔道 的 通 量 由 ) 相等 : 

фА- 41 = | (УХА) .df= [ 2 =. 
另 一 方面 ,使 表达 式 (44.7) 等 于 零 , 并 把 它 沿 回 路 进行 积分 ,我 们 得 到 : 
hc ћс 
фа . d=2 фу Ф. 8 = 2250. 
式 中 8G 是 环绕 回路 时 波 函 数 相位 的 改变 .但 由 于 要 求 这 个 函数 具有 单 值 性 , 因 
而 相位 的 改变 只 能 是 2r 的 整数 倍 . 所 以 我 们 得 出 如 下 结果 : 
фелфь, ф= 1122 х10-? Gs em( 高 斯 : 厘米"). (44.15) 


式 中 中 是 整数 . ф, 值 是 基本 磁 通 量子 . 

磁 通 量 的 量子 化 也 有 另外 一 方面 的 涵义 : 它 将 导致 总 电流 了 发 生 离 散 值 ,而 
J 在 无 外 场 时 可 以 流 过 超 导 环 . 事实 上 ,电流 J 产后 通过 圆 环 孔 道 的 磁 通 量 , 其 
值 等 于 LJ/e, 这 里 工 是 自 感 系数 .使 这 个 通 量 等 于 ng , 便 求 得 电流 的 可 能 





ch тйс? 
"тат" (44.16) 
与 磁 通 量子 相反 “总 电流 量子 " 同 自 感 工 一 起 依赖 于 圆 环 的 形状 和 大 小 . 
у в 


ХЖЖИтЬЕЯ Ес ЖН Е Б. 








中 ”例如 ,在 周期 系 的 过 渡 族 纯 金 属 及 某 些 中 间 金 属 化 合 物 中 ,在 整个 温度 范围 内 都 发 生 伦 敦 情况 . 
在 非 过 渡 族 纯 金属 中 ,远离 7, 时 发 生 皮 帕 德 情 况 . 
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解 : 当 尺 <<6 时 ,可 以 认为 球 内 磁场 是 恒定 的 ,并 等 于 外 场 名 .如 果 选 取 矢 
Ж А =1/2 名 xr, 则 可 简单 取 
j= - (пе’/те)А, 
[# (44.7) ХМ 四 =0]; 这 时 ,在 球 表 面 上 电流 正常 成 分 的 消失 (nn :j=0) 
的 边界 条 件 自 然 得 到 满足 . 磁 甜 可 按 如 下 积分 算出 : 


м =5- | -xjdy， 


洛 球 的 体积 求 积分 后 , 便 得 : 





$45 人 金 兹 堡 - 朗 道 方 程 


描述 磁场 中 超导体 行为 的 完整 理论 ,是 非常 复杂 的 . 但 是 在 相 变 点 附近 的 温 
度 范围 内 ,情况 就 大 大 简化 了 . 这 里 ,有 可 能 建立 不 仅 适 用 于 弱 磁 场 也 适用 于 强 
磁场 的 比较 简单 的 方程 组 了. 

在 朗 道 第 二 级 相 变 的 一 般 理论 中 ,“ 非 对 称 ” 相 与 “对 称 ” 相 的 区 别 是 用 序 
数 描述 的 ,此 参数 在 相 变 点 变 为 零 ( 见 第 五 卷 § 142). ТЕН и 
自然 就 是 凝聚 体 波 函数 =. 从 原则 上 看 ,为 避免 不 必要 的 复杂 化 ,我 们 把 金属 晶 
体 看 作 是 立方 对 称 的 ;在 $44 中 曾经 指出 ,在 这 种 情况 下 超 导 态 是 用 标量 
首 述 的 . 对 于 这 种 情况 ,选择 与 性 成 比例 的 量 作为 序 参 
数 更 为 方便 ,我 们 把 这 个 量 记 为 ,并 遵从 归 一 化 条 件 1y1 =n,/2.y 这 个 量 的 
相位 与 函数 27 的 相位 相同 : 








y= >. е®. (45.1) 
超 导 电 流 密 度 (44. 2), RE 
е рр Уф = -和 (fy Уу-уу"). (45.2) 


该 理论 的 出 发 点 是 :把 超导体 自由 能 表达 成 函数 少 (r) 的 泛 函 . Е ВНЗ НЧЕ 
一 般 原理 ,将 自由 能 密度 在 相 变 点 附近 按 微小 的 序 参数 峭 及 其 对 坐标 微 商 的 宕 
展开 , 便 可 得 到 这 个 表达 式 . 下面 我 们 首先 研究 无 磁场 情况 下 的 超导体 . 

序 参 数 yw 就 其 本 身 的 意义 来 说 ,是 与 格林 函数 F(X,X) = -这 (T) 成 比例 


的 量 , 它 不 是 单 值 函 数 :因为 函数 F(X,X) 是 由 两 个 名 算 符 构成 的 ,所 以 任意 改 





Ф РОЖИ, М РЖ (В. Л. Гинзбург) #4 Л. Д. 朗 道 1950 年 的 工作 . 绝妙 的 是 ,这 个 理 
论 在 超 导 性 微观 理论 出 现 以 前 就 已 经 用 唯 象 方法 建立 起 来 了 . 
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变 这 两 个 算 符 的 相位 ,如 更 一 更 e”” ,都 将 使 函数 下 的 相位 改变 а. 当然 ,物理 量 
不 应 当 依 赖 于 这 种 任意 性 ,也 就 是 说 ,它们 对 于 复 序 参 数 的 变换 y 一 ye”, 应当 
是 不 变 的 . 有 这 一 要 求 ,就 消除 了 自由 能 展开 式 中 vy 的 奇 次 方 项 . 

这 个 展开 式 的 具体 形式 ,是 按照 第 二 级 相 变 普遍 理论 ( 见 第 五 卷 § 146 ) 中 
的 同样 理由 建立 起 来 的 . 这 里 不 再 重复 这 些 讨 论 ,我 们 直接 写 出 超导体 总 自由 能 
的 如 下 展开 式 @: 


ћ 2 2 b 4 
F=F,+ | (21901 жаці? + 9-р ау, (45.3) 


其 中 К, 是 处 于 正常 态 ( 即 y=0 时) 的 自由 能 ;6 是 只 与 物质 密度 有 关 ( 而 与 温 
度 无 关 ) 的 正 系数 ;a 值 与 温度 的 关系 有 如 下 规律 : 
а=(Т-Т.)а, (45.4) 

并 在 相 变 点 变 成 零 ; 根 据 超 导 相 对 应 于 了 < 了 . 的 范围 ,所 以 系数 w >0;(45.3) 
中 |1V wl 的 系数 是 这 样 选 定 的 :使 电流 具有 表达 式 (45.2) 的 形式 ( 见 下 面 )@. 
在 (45.3) 式 中 只 出 现 y 的 一 阶 微 商 ,这 与 y 在 空间 作 充 分 缓 变 的 假设 有 关 . 

对 于 均匀 超导体 来 说 ,在 无 外 场 的 情况 下 ,参数 少 与 坐标 无 关 . 这 时 ,表达 
式 (45.3) 可 化 为 


Е = Р, ау! + УИ. (45.5) 
当 了 < 了 时 ,1y1” 的 平衡 值 决定 于 此 表达 式 最 小 值 的 条 件 : 
РГ == (Г. - Т), (45.6) 


即 与 温度 有 关 的 超 导 电 子 密度 在 相 变 点 按 线性 规律 变 成 零 . 
将 (45.6) 式 的 值 代 回 (45.5) 式 ,我 们 便 求 得 超 导 态 和 正常 态 自由 能 的 差 : 


2 
Е-Е, = УС. -Т)?. (45.7) 


将 此 式 对 温度 求 微 商 , А. 4 22, КА ИГН ЕК АЕ в К 
9, 





Ф ”我们 只 提醒 一 下 ,这 里 写 出 的 梯度 项 的 形式 与 假定 晶体 有 具有 立方 对 称 性 有 关 . 在 较 低 对 称 性 的 
情况 下 ,这 一 项 就 会 有 更 一 般 的 由 微 商 0y/6x; 构成 的 二 次 形式 . 

© ”这 种 选择 (其 中 包括 视 т 为 电子 的 真实 质量 ) ,当然 没有 什么 深刻 意义 ,其 约定 性 与 (44.2) 式 中 
定义 п, 的 情形 是 一 样 的 . 

С) ЖЦИ? =p,/2m 的 公式 (45.6) 和 热 容量 路 变 公 式 (45.8) 与 BCS 模型 中 相同 量 的 公式 (40. 16) 
和 (40.11) 作 对 比 , 便 可 以 求 出 这 个 模型 中 的 系数 w 和 b( Л. П. Горьков,1959);: 

a=6m T/TL(3) p=7.04 xT /mn, Б=аТ.Ип. 
这 里 利用 了 粒子 数 密度 n=p/m 及 化 学 势 p( 当 7 了 =0 时 ) 与 理想 气体 边界 动量 的 关系 : 
n=p3/3m PP ， WK=p/2m. 
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С, ЕВ (45.8) 
在 相 变 点 附近 , 差 式 (45.7) 乃 是 自由 能 的 小 附加 量 . 根据 小 附加 量 定理 (第 五 卷 
8 15)( 表 达成 温度 和 压强 的 函数 以 代替 温度 和 体积 的 末 数 ) 给 出 热力 学 势 的 差 
$,-B,. 田 一 方面 ,根据 超导体 热力 学 的 一 般 公式 [ 见 第 八 卷 (55.7) 式 ] ,这 个 
差 与 - VH2/8r 的 值 相同 ,其 中 已 是 破坏 超 导 性 的 临界 场 . 因此 ,我 们 求 得 在 相 
变 点 附近 临界 场 的 温度 依赖 关系 的 如 下 规律 由: 


1/2 


н, (20) = (252) 
在 有 磁场 的 情况 下 ,自由 能 表达 式 (45.3) 应 当 在 两 个 方面 加 以 改变 . 第 一 ， 
需要 给 被 积 式 增加 一 项 磁场 能 密度 B*/87( 这 里 B=V xh 是 物体 中 的 磁感应 
强度 ). 第 二 ,需要 改变 梯度 项 ,以 满足 规范 不 变性 的 要 求 . 在 上 一 节 里 曾经 证 明 ， 
这 个 条 件 将 使 凝聚 体 波 函数 的 相位 梯度 V 更 必须 代 之 以 盖 V Ф - (2еА/ћс). ЖЕ 
此 ,是 指 需 要 作 如 下 代 换 ; 
2ie 


Vy=e Viyl+iy У ФУ р -EAy, 
因此 ,我 们 得 出 如 下 的 基本 表达 式 : 


5 和 


14. 


Р-Р. (45.9) 





ар + yl рау. 
(45.10) 

(Fa 是 无 磁场 时 处 于 正常 态 的 物体 的 自由 能 ). 应 当 强调 ,这 个 表达 式 中 的 系数 
2ie/fic 不 再 有 任意 性 (与 上 边 指 出 的 系数 让 /4m 的 选择 具有 约定 性 不 同 ). 式 中 
的 二 信和 电子 电荷 是 库 珀 对 效应 的 结果 (I. П. Горьков, 1959) ; 当然 ,这 个 系数 不 
可 能 用 纯 唯 象 方法 确定 出 来 . 

现在 ,为 寻求 用 以 确定 超导体 中 波 函 数 和 磁场 分 布 的 微分 方程 ,我 们 取 
作为 三 个 独立 函数 :沙沙 和 4 的 泛 函 的 自由 能 极 小 值 . 

复 量 是 两 个 实 量 的 集合 ;因此 ,在 取 变 分 时 需要 把 yy 和 ww' ВИЖУ 
数 .将 积分 对 小 " 取 变 分 ,并 把 (Vy - еА/ ве) У 8y ' 项 的 积分 作 变 换 后 进行 分 
部 积分 ,我 们 得 到 : 





Q 在 BCS 模 型 中 : 
Н, =2. 44 ( тр’) (Т.-Т), ТТ, 时; 
我 们 再 得 出 这 个 模型 中 的 了 =0 时 的 已 值 : 
Н, =0. 99Т. (три). 
[使 (40.9) 式 的 能 量 差 等 于 - УН2/8 т 即 得 到 此 值 ]. 
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8F = | | -# (9 v -de4) y+ay +blyl р әр" ди + 
+ 二 (yy 21р) ву" .df. (45.11) 


第 二 个 积分 是 沿 物体 表面 取 的 . 令 8F =0, 对 于 任意 的 5’ ,作为 体积 积分 等 于 
零 的 条 件 ,我 们 得 到 如 下 方程 : 

(іну - 25а ) уау +В =0 (45.12) 
(再 把 积分 对 由 取 变 分 时 ,将 得 到 它 的 复 共 思 方 程 ,就 是 说 给 不 出 任何 新 的 结 
Ж). 


同样 地 ,把 积分 对 4 人 : 


vxB=4 7), (45.13) 


其 中 电流 密度 由 下 式 给 出 : 
j= -2 Vy )- 26 га. (45.14) 

此 式 与 (44.7) 式 是 一 致 的 (我 们 写 出 j 以 代替 j., 因 为 在 热力 学 平衡 时 不 存在 正 
常 电流 ). 应 当 注 意 ,由 (45.13) 式 得 出 连续 性 方程 Vv .j=0; 考 虚 到 方程 
(45. 12) ,直接 微分 (45.14) 式 也 可 以 得 出 这 个 方程 . 

方程 (45. 12 一 45.14) 组 成 了 完整 的 金 兹 堡 - 朗 道 方程 组 . 

这 些 方程 的 边界 条 件 ,可 根据 变 分 8F 中 沿 物体 表面 的 积分 等 于 零 的 条 件 
得 出 . 因此 ,由 (45.11) 式 便 得 到 边界 条 件 : 


п. (пу - "еду } =0, (45.15) 


式 中 是 物体 表面 的 法 向 矢量 . 应 注意 ,由 于 这 个 条 件 ,(45. 14) 式 的 电流 法 向 
”分 量 当然 也 应 当 变 为 零 :n .7 =0%. 





Ф 在 (45.15) 式 的 边界 条 件 下 ,多 本 身 并 不 变 成 零 ,看 来 对 于 物体 边界 上 的 波 函 数 来 说 , 当然 应 该 
如 此 . 这 种 情况 与 下 述 原因 有 关 :实际 上 交 只 在 距 表面 为 原子 尺度 的 距离 上 才 变 到 零 ; 其 实 ,这 样 的 距离 
在 金 兹 堡 - 朗 道理 论 中 是 看 作 可 以 忽略 的 小 量 . ( 详 见 P. С. 德 让 《金属 与 合金 的 超 导 性 》. 俄 文 版 为 Ie 
Жен. Сверхпроводимость металлов и сплавов. ~ м. : мир, [968 ‚с. 230 —232.) 

这 里 导出 的 条 件 (45.15) ,实质 上 适用 于 超导体 与 真空 的 边界 . 此 条 件 对 于 超导体 与 电介质 的 边界 仍 
然 有 效 ,但 对 于 不 同 金属 (其 中 ,一 个 是 超 导 金 属 , 另 一 个 是 正常 金属 ) 之 间 的 分 界面 是 不 适用 的 一 一 在 这 
个 条 件 中 没有 考虑 超 导 电 子 对 正常 金属 的 局 部 穿 透 效应 . 在 这 种 情况 下 , (45. 15) 式 需要 换 成 与 a .j=0 
相 容 的 具有 更 一 般 形式 的 条 件 : | 











п. | ту-ду) =. (45. 15а) 
式 中 A 是 实 常 数 ( 具 有 长 度量 纲 ) ;但 是 对 这 个 常数 的 估计 , 则 要 求 更 详细 的 微观 的 探讨 ， 
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至 于 场 的 边界 条 件 , 则 根据 方程 (45. 13 ) ,并 考虑 在 整个 空间 (一 直到 物体 
表面 为 止 ) 电 流 密度 j 的 有 限 性 ,可 得 出 磁感应 强度 切 向 分 量 В 具有 连续 性 . 再 
从 方程 

У. В=0 
得 出 磁感应 强度 法 向 分 量 В, 的 连续 性 . 换言之 ,边界 条 件 要 求 整 个 矢量 B 是 连 
续 的 . 

在 哗 磁 场 中 可 以 忽略 磁场 对 1y1 的 影响 ,并 认为 (45.6) 式 的 1y1? 在 物体 
各 点 等 于 常数 值 . 于 是 把 (45.14) 式 代入 (45. 13) 式 (随后 对 方程 两 边 施 行 V x 
运算 ) 便 得 到 伦敦 方程 (44. 11) ,其 中 穿 透 深度 


1/2 





Ц_ те? _ те? Ь 
5= | = атт 
ВЕКЕ У, ЕЕ - АУ В — ЛЕК. ДЕ 06 у 
的 涨 落 关联 半径 ;我 们 把 它 记 为 E(7). 根据 已 知 的 涨 落 理论 公式 ( 见 第 五 卷 


$146) ,此 半径 可 用 自由 能 (45.3) 中 的 系数 表达 出 来 : 


_ ћ _ ћ 
ТО а ama) rT Ру 


Е - 朗 道 方程 所 描写 的 序 参数 у 和 磁场 发 生 重要 变化 的 距离 ,其 数量 
级 由 特征 长 度 (45. 16 一 45. 17 ) 确定 . 这 时 ,一 般 来 说 6 是 磁场 的 特征 长 度 , 而 
(7T) 是 分 布 的 特征 长 度 , 这 两 个 长 度 应 当 远 远大 于 “束缚 对 尺度 " 志 , 以 满足 
所 有 物理 量 在 空间 作 充 分 缓 变 的 假设 . 因为 当 按 (7, - Т) а РН Е 
时 这 两 个 长 度 增 大 ,所 以 在 相 变 点 附近 ,一 般 地 说 这 个 条 件 可 被 满足 ( 见 下 文 ). 

在 所 讨论 的 理论 中 , 金 兹 堡 - 朗 道 参数 起 着 重要 作用 , 它 定义 为 上 述 两 个 长 
度 之 比 、 是 与 温度 无 关 的 常数 : 
5(Т) _ те? 
ЕСТ) (2т) ев’ 
按 数 量 级 来 说 ,x ~ 60/é,, 这 里 是 相干 长 度 (39.21 ) ,5 为 绝对 零度 时 伦敦 穿 
透 深 度 . 同时 我 们 还 指出 ,公式 

[е| 


к = 242 ——Н. (Т) (Т) (45.19) 


是 借助 (45.9) 和 (45.16) 式 得 出 的 ,x 是 直接 通过 观测 量 表达 的 . 

各 方程 的 形式 已 经 建立 ,我 们 现在 来 讨论 它们 的 适用 范围 . 

从 低温 方面 来 看 ,方程 的 适用 范围 无 论 如 何 要 受 条 件 7, -7 << Т, 的 限制 ， 
这 也 是 把 序 参 数 视 为 小 量 的 条 件 ,因而 是 把 自由 能 进行 全 部 展开 的 基础 . 这 个 条 
件 保证 了 遵从 不 等 式 &(7) >>, НЕЗ к 值 小 的 超导体 而 又 遵守 不 等 式 


(45.16) 


2 
8те lal 





(45.17) 





к = 


(45.18) 
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5(Т) >> 扣 的 情况 下 ,条 件 是 比较 苛刻 些 中 ;在 这 些 情况 下 ,从 不 等 式 8 >> & 可 
得 到 如 下 条 件 : 
了. -了 << “7 . (45.20) 

从 7 一 7. 方面 来 看 ,方程 的 适用 性 兵 受 朗 道 的 相 变 理论 一 般 适 用 条 件 的 限 
制 ,这 个 条 件 与 序 参 数 涨 落 的 增 大 有 关 . 然而 ,此 时 这 个 条 件 是 非常 弱 的 . 实际 
上 ,用 展开 式 (45.3) 的 系数 可 以 把 条 件 表达 成 如 下 不 等 式 : 

рт 

а(/т)? 
( 见 第 五 卷 (146.15)). 例如 ,借助 BCS 模型 中 的 上 和 а 值 佑 算 不 等 式 右边 的 表 
达 式 ,得 : 


7. -了 >> 


(Т.-ТУИТ, >> (Г./и)*. (45.21) 
由 于 比值 7,A - 10 *—10 “ЗЕ А, РАД Е — Нч р в 
条 件 . 而 超 导 相 和 正常 相 之 间 的 第 二 级 相 变 的 涨 落 区 实际 上 是 不 存在 的 . 


习 题 


有 厚度 为 d << 志 ,6 的 平面 膜 , 求 平行 于 平面 膜 并 可 使 超 导 性 遭 到 破坏 的 磁 
ЕЛЕ (В.Л. Ж Л.Д. 朗 道 ,1950 )@. 

解 : 我 们 选取 膜 的 中 间 平 面 作为 好 面 , 其 中 x 轴 洛 梯 场 方向 . ЕИВ=В, (у) 
《 沿 垂 直 膜 的 y 轴 变化 ) 的 方程 (45$.13) 中 ,可 以 认为 由 = 常数 .于 是 电流 表达 式 
(45.14) 中 的 第 一 项 消去 了 ,因而 对 (45. 13) 式 施行 YX 运算 便 得 到 方程 
В" = 0’ В/5’,Ж Ө = ш/о, = lal/6, 这 个 方程 对 yy 的 对 称 解 ; 

| B07) -© 2005 о. | 

(оли). 这 个 场 对 应 于 电流 的 分 布 

但 方程 (45.12) 中 ,上 沙 对 y 的 依赖 关系 不 能 完全 忽略 ,因为 小 的 微 商 82r]a) 
在 这 里 实际 上 要 乘 以 /mlal -名 ,因而 具有 大 的 因子 (ed)2( 由 于 条 件 d << 
6) ;此 时 在 这 个 方程 中 却 可 以 忽略 势 4=4.(y) ,因为 它 将 导致 小 量 d/E 的 更 高 
次 项 .为 了 避免 研究 峭 对 y 的 依赖 关系 ,我 们 把 方程 (45. 12) 对 膜 的 厚度 求 平 
жути АН оду =0 而 消失 了 . 再 注意 ; 














QD 作为 例子 ,我 们 引用 几 个 纯 金 属 的 < 值 :Al 一 0.01,Sn 一 0.13 ,Hg 一 0. 16 ,Pb 一 0.23， 
© 关于 小 球 的 同样 问题 , 见 $ 47. 
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т), 
дг? (sr) 
因为 函数 少 的 相位 与 有 关 ( 以 及 由 的 梯度 与 电流 的 联系 ), 所 以 用 由 约 简 后 


得 : 











= 101 +6101? =0. 
ТТЕ а + 
式 中 - 
1 4/2 2 с? ®? 
11 | 42 4 —3(8т)25* 
再 利用 表达 式 (45.9) 和 (45.16) , 便 得 到 方程 


(88) а 
ШКХ ТЮФ у А.р р 01А, Е 16 ЮЛА Р.Б К 
度 超 导体 的 临界 场 且 ,的 关系 有 如 下 等 式 : 
= V24H.6/d. 

在 我 们 所 研究 的 条 件 下 ,磁场 破坏 超 导 性 是 借助 于 第 二 级 相 变 , 因 为 随 久 
连续 增 大 时 乡 就 变 成 零 . 这 是 完全 自然 的 ,因为 d <<86 时 磁场 实际 上 会 穿 透 超 导 
膜 ,所 以 不 存在 发 生 第 一 级 相 变 的 原因 ,而 这 第 一 级 相 变 恰恰 是 场 突然 穿 透 物 体 
时 发 生 的 . 
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Е – 朗 道 方程 还 可 以 用 来 计算 同一 金属 样品 中 的 超 导 (s) 相 和 正常 
(n) 相 边界 上 的 表面 张力 (B. Л. ‚Л. Д. 朗 道 ,1950) ,将 表面 张力 与 描述 物 
质 体积 性 质 的 量 联系 起 来 .应 注意 ,这 种 边界 存在 于 磁场 中 处 于 所 谓 中 间 态 的 金 
属 样品 之 中 ,因为 两 相 的 一 切 区 别 归结 为 :其 中 一 相 东 和 关 0 ,而 另 一 相 东 =0, 所 以 
它们 之 间 的 转变 是 在 某 一 层 内 连续 完成 的 ,因而 可 用 金 兹 堡 - 朗 道 方程 描述 , 方 
程 的 边界 条 件 只 适 于 这 个 层 两 边 的 大 距离 上 . 

我 们 现在 来 研究 金属 的 n АН 5 相 之 间 的 平面 分 界面 . 选取 这 个 界面 作为 
交 面 ,使 x 轴 指 向 s 相 的 深 处 ;因而 两 相 中 所 有 物理 量 的 分 布 只 与 坐标 x 有 关 . 
场 的 矢 势 的 选取 仍然 是 非 单 值 的 ,使 它 遵 从 Y А =0 这 一 规范 ;在 我 们 所 研究 
的 情况 下 ,这 是 9А,/4х =0, 由 此 看 来 ,可 取 4, =0. 根据 对 称 的 理由 ,显然 矢量 4 
处 处 都 位 于 同一 个 平面 内 ; 令 此 面 为 xy 平面 ,所 以 4,=4, 于 是 磁感应 强度 矢量 
位 于 xz 平面 内 ,而 且 | 

В= В, =А' (46.1) 
( 撤 号 表示 对 % 的 微 商 ). 


.176 . 第 五 章 超 导 性 





其 次 ,我们 把 方程 (45.13 ) 重 新 写成 宏观 电动 力学 中 通常 的 形式 :V x =0, 

这 里 是 按照 
H=B-4M, сУХМ=} 

引入 场 强 右 的 .此 时 ,由 此 方程 可 得 出 五 = 常量 . 远离 分 界面 ,在 正常 相 的 深 处 
磁感应 强度 与 场 强 相 等 ,而 且 正 好 等 于 临界 值 :8 = =H.( 忽 略 正常 相 的 磁化 
率 ). 所 以 在 整个 空间 将 有 Н=Н, =H.. 

我 们 忽略 在 超 导 相 变 时 物质 密度 的 变化 ,因而 认为 物体 内 部 密度 (以 及 温 
度 ) 都 是 常数 @. 我 们 用 f 记 作 单 位 体积 的 自由 能 (以 区 别 于 整个 物体 的 自由 能 
下 ) .在 恒定 的 温度 和 密度 的 情况 下 ,并 且 和 忽略 表面 效应 时 ,微分 

а= ав (46.2) 
( 见 第 八 卷 $531). 由 此 可 见 ,如 果 附 加 一 个 要 求 :B 不 变 , 则 在 这 些 条 件 下 也 将 
得 出 
Н.В 
4т 





f =f- (46.3) 


是 不 变 的 . 所 以 对 积分 记 = РАИСА Р 的 可 变 部 分 ) 的 全 部 贡献 ,仅仅 决定 于 


分 界面 的 存在 . 现在 认为 这 个 贡献 属于 单位 面积 界面 ,因此 我 们 便 能 算出 用 积分 
表达 的 表面 张力 系数 : 


а„= |. 0-7,4, (46.4) 


式 中 常数 ,是 远离 分 界面 (例如 在 正常 相 深 处 ) 的 了 值 . 
对 于 正常 相 来 说 ,自由 能 f, =, + B /8n =, + Н2/8 т, НИ 


Н? 


Н? 
А е _ 2 = _ а 
Ў. Л Ею аЛ 55. 


[在 最 后 的 等 式 中 ,已 考虑 到 (45.9) 式 ]. 但 任何 点 上 的 值 都 是 用 自由 能 密度 
表达 出 来 的 ,如 : 

А Н.В 

Л Чт 


现在 利用 公式 (45. 10) ,我 们 求 得 表面 张力 的 如 下 公式 ; 





QD 为 了 避免 误解 起 见 ,应 注意 在 第 八 卷 $53 中 关于 不 适宜 把 物理 量 有 引用 到 超导体 电动 力学 中 
的 注释 , 在 超导体 电动 力学 中 ,把 磁场 的 穿 透 范围 看 作 是 无 限 菏 的, 而 金 兹 堡 - 朗 道 方程 正好 适应 于 这 个 
范围 的 结构 . 

О 严格 地 说 : 相 平 衡 时 , 沿 整 个 系统 内 部 化 学 势 (而 不 是 密度 ) 处 处 为 常数 . 因此 考虑 密度 的 变化 
时 ,需要 研究 的 并 不 是 自由 能 ,而 是 热力 学 势 0. 
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И в? р 2 Де? ， 2 
- РИ ие А 
а= |. па ре + 
HB а 
+d 46.5 
ча! + А 在 +55 | 95 (46.5) 


果然 ,不 ИЯ) - О,В =H.) ,或 是 在 超 导 相 的 
深 处 (x 一 % ) (此 处 ly1 = -a/b,B =0) ,被 积 式 都 变 成 零 . 

应 当 注 意 ,在 (46.5) 式 的 被 积 式 中 ,由 于 4. = 0,14 Vy 这 一 项 消失 了 . 从 
《45. 12) 式 中 消失 同样 的 项 ,因此 剩 下 的 是 具有 实 系数 的 方程 ;所 以 这 个 方程 的 
解 可 以 选 为 实 的 ,在 下 文中 就 将 这 样 做 . 因此 在 电流 密度 表达 式 (45. 14) 中 , 消 
掉 了 第 一 项 ,而 保留 


j= ЕЛА. (46.6) 
此 外 ,我 们 引入 几 个 量 纲 为 1 的 量 来 代替 变量 * 和 函数 4(>) у(х): 
4 В 
“AT И. (46.7) 
在 这 一 节 里 ,以 下 我 们 只 运用 这 些 量 ,为 简单 起 见 , 略 去 这 些 字母 上 的 横 线 . 方程 
(45.12) 用 这 种 变量 表达 时 , 取 如 下 形式 ; 
маю [ (2--1)ожи]. (46.8) 
方程 (45.13) 结 合 (46.6) 式 中 的 j, 便 得 出 
А" = Ау”. (46.9) 


我 们 所 研究 的 问题 中 这 些 方程 的 边界 条 件 ( 对 应 于 * 一 -wm 和 4 一 wm 时 的 n 
相 和 s 相 ) 为 ; 
y=0,， B=4'=1， 当 x=-w 时 ; 


а ло, он (46.10) 
不 难 检 验 ,方程 (46. 8 一 46.9) 都 具有 初 积 
2k + (2-42) А = 常数 =1， (46.11) 
式 中 常数 值 根 据 边界 条 件 确定 吕 . 
最 后 ,(46.5) 式 取 如 下 形式 : 
ЭН? = 
а. = ||. ен + (аг 1) ас = 
ЭН? = 
а |. [Sw +4(4' 1) | a (46. 12) 





Ф 由 条 件 (46.10) 自然 得 到 : 当 x 一 + w 时 ,同样 w'=0, 而 由 这 些 条 件 和 方程 (46.9) 则 得 . 当 хо 
时 ,A”=0 和 4=0[ 确 定 的 值 4( % ) 是 由 于 选取 实 y 的 结果 ]. 
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[ 变 为 第 二 个 等 式 时 ,利用 了 由 (46.11 ) 式 表达 的 yw 这 一 项 ]. 

我 们 进而 研究 上 述 的 几 个 方程 . 首先 考查 x << 的 情况 (通常 适用 于 超 导 
纯 金 属 ). 这 个 不 等 式 表 示 :6(7) <<E(7) ,也 就 是 说 ,磁场 明显 变化 的 距离 小 于 
函数 y(x) 变 化 的 特征 距离 . 

在 图 6 中 ,概括 地 表示 出 场 和 y 在 这 种 情况 下 的 分 布 图 . 在 场 很 强 的 区 域 
内 ,yw =0, 然 后 场 急剧 地 减弱 ,而 函数 (x) 开始 在 x ~ Тк 的 距离 内 向 无 磁场 的 
方向 缓慢 改变 .在 (46.11) 式 中 , 取 4 =0, 我 们 求 得 方程 


А = к 1 _ 2 ， 
у 所 人 у) 
此 方程 应 当 在 * =0 Жу =0 的 条 件 下 有 解 ,x =0 点 是 在 场 减 弱 区 





域内 某 处 选取 的 . 这 个 解 是 
ф = tanh( kx/V2 ). (46.13) 
用 这 个 函数 (并 且 4 =0) 算 出 (46. 12) 式 的 积分 ,得 : 
Н.8_ Н? 1.95 
ик 8 K 
此 值 误差 的 产生 是 由 于 忽略 了 场 减弱 区 域 对 积分 的 贡献 .为 了 估计 这 个 区 
域 的 宽度 5,0 我 们 指出 :一 方面 ,根据 方程 (46.9) ,5 ~ 由 . 另 一 方面 ,公式 
(46. 13 ) 按 其 数量 级 来 看 ,在 x ~6, 的 区 域 边界 上 也 仍然 成 立 , 因 而 几 ~ k3 .从 
这 两 个 关系 式 我 们 求 得 6, -к “. 而 这 个 区 域 对 表面 张力 的 贡献 是 ~ 已 28k "”, 





(46.14) 


“一 即 小 于 (46. 14) 式 的 值 ,它们 的 比 仅 为 ~x“[ 因 此 (46.14) 式 的 精度 是 不 


高 的 ]. 
当 参 数 < 增 大 时 ,表面 张力 系数 经 过 零 而 变 成 负 值 . 这 一 点 从 下 述 事实 便 看 





Ф 应 当 强 调 , 这 个 宽度 不 同 于 场 从 真空 到 超导体 的 穿 透 深 度 ! 从 真空 进 到 超导体 时 ,在 场 的 穿 透 
区 域内 y~1, 当 从 相 穿 透 时 , 场 在 小 y 区 域内 减弱 ， 
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得 出 来 : 当 x 值 足够 大 时 ,在 任何 情况 下 都 存在 不 等 式 w,。<0. 事 实 上 ,在 这 个 问 
题 中 函数 y(x) 变化 的 特征 距离 不 可 能 小 于 4(%) 变化 的 距离 ,因为 4 变化 本 身 
就 导致 y 的 变化 ;所 以 当 « 较 大 时 (46. 12) 式 中 积分 号 下 的 Ww”/r? 项 可 以 忽略 
不 计 , 但 由 于 0<4 <1( 即 在 通常 的 单位 中 ,0 <В < 五 .) ,所 以 被 积 式 是 负 的 . 现 
在 我 们 证 明 , 当 

к=1/\/2 (46.15) 
时 ,a,, 将 变 为 零 . 

为 此 ,我们 把 a 的 表达 式 改写 成 如 下 形式 : 
Hi6 


а. == | СА 1) -wld (46.16) 


[此 式 得 自 (46. 12) 式 的 初 积分 ,其 中 利用 yy” 项 的 分 部 积分 并 随 之 代入 (46. 8) 
式 的 Ww]. 假如 被 积 式 恒 等 于 零 , 即 如 果 

A’-1= у”, (46.17) 
则 积分 显然 变 成 零 (此 等 式 中 取 相 反 符 号 是 不 可 能 的 ,因为 场 B=4' 随 x 的 增 大 
应 当 减 小 ). 由 (46.17) 和 (46.9) 两 式 消去 у, ЖА Уж 

А"=А(1-А’), (46.18) 
此 方程 的 解 ( 在 x= -% 时 4'=1 及 x=% 时 4=0 的 边界 条 件 下 ) 确 定 了 场 的 分 
布 ;因为 有 (46.17) 式 ,于 是 水 的 边界 条 件 (46. 10) 自然 得 到 满足 . 实际 上 不 求解 
方程 (46. 18) 便 足 以 证 明 : 当 к? =172 时 ,还 未 被 利用 的 方程 (46. 8) 或 其 初 积分 
(46.11) ,自然 也 被 满足 .把 (46.17) 式 代入 (46.9) 式 ,得 到 y= -Ay/2; 这 个 光 ' 
值 连同 (46.17) 中 的 4' 事 实 上 恒 满 足 кг =1/2 时 的 等 式 (46.11). 

习 题 

对 于 参数 k <<1 的 超导体 , 试 求 弱 磁场 中 场 对 穿 透 深度 的 一 级 修正 ， 

解 : 我 们 选取 超导体 表面 为 yz 面 ,其 中 z 轴 沿 外 场 入 的 方向 ,并 使 x 轴 指 向 
物体 的 内 部 , 场 和 由 在 超导体 中 的 分 布 由 方程 (46.8 一 46.9) 确 定 , 现 在 需要 求 
解 边界 条 件 为 

由 "=0， В=А'=®, Ш х=0 в}; 
у’ =1, А=0, 5 х= о 时 
的 方程 (46.8 一 46.9)|[ 其 中 第 一 个 边界 条 件 就 是 条 件 (45.15)]. 我们 来 寻求 如 
下 形式 的 解 : 
ф=Т чу, (x), A= -be +А, (х), 
КФА 是 k=0 时 解 的 小 修正 ,这 个 解 对 应 于 场 按 伦敦 规律 (44.13) 的 误 
减 . 对 于 修正 量 内 ,我 们 有 方程 


. 180. 第 五 章 超 в 性 





у", =2 кф, +2607", 
考虑 到 边界 条 件 ,因而 
у = кофе" ee ^^ (1) 
现在 我 们 写 出 关于 4, 的 方程 : 
А", =А, -29e “ф,, 

对 于 式 中 的 六 ,只 需 把 k 一 次 方 的 (1) 式 第 二 项 代入 上 式 便 可 .考虑 到 边界 条 件 
(А, =0, 当 xx=0 时 ) 并 且 在 此 可 以 忽略 系数 中 K 的 高 次 项 ,我 们 求 得 

4 = "ак де" ето 9) (2) 
因而 求 出 了 场 对 超导体 深度 方向 的 衰减 规律 的 修正 . 我们 引入 有 效 穿 透 深度 
6 ,根据 定义 ， 

бв, = [| Водах = -4(0) =® -A(0). 
恢复 到 通常 的 单位 时 ,由 (2) 式 可 得 : 
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表面 张力 a, 的 符号 ,对 超导体 的 性 质 有 重要 影响 . 据 此 ,把 所 有 超导体 分 为 
两 类 ;a,, >0 的 为 第 一 类 超导体 ,a, <0 的 为 第 二 类 超导体 . 因为 a 的 符号 决定 
于 金 效 堡 - ЕВ к 的 值 ,所 以 第 一 类 对 应 于 (在 T 附近 )k <17 扩 的 值 ,而 
第 二 类 对 应 于 к> тл ВФ. 

我 们 现在 研究 大 尺度 圆柱 形 超导体 于 纵向 外 磁场 多 中 的 情况 . 如 果 属 于 第 
一 类 超导体 , 则 当场 增强 并 达到 临界 值 及 时 , 它 将 经 受 第 一 级 相 变 . 这 时 表面 张 
力 的 作用 (同一 切 第 一 级 相 变 时 一 样 ) , 仅 在 于 阻碍 新 相 的 首 批 晶 核 的 形成 , 因 
而 也 就 可 能 在 场 稍 许 超过 Н, 时 保持 亚 稳 的 * 相 . 

如 果 属 于 第 二 类 超导体 ,那么 在 场 达到 Н, 值 之 前 ,在 热力 学 上 就 有 利于 产 
生 半 相 的 “ 摊 杂 ” ;并且 体 积 能 的 增 大 将 被 所 产生 的 晶 核 的 负 表面 能 抵消 . 习惯 
上 把 能 使 这 两 种 能 量 相 消 的 场 的 下 限 值 记 为 , ,并 称 作 下 临界 场 . 同样 ,在 大 
外 场 的 情况 下 ,从 正常 态 金 属 开始 ,我 们 将 得 到 称 作 上 临界 场 的 某 个 值 H,, > 





Ф ” 超 导 纯 金属 元 素 属于 第 一 类 超导体 . 超 导 合金 以 及 8 43 讲 到 的 高 温 超 导体 属于 第 二 类 超导体 . 
关于 在 合金 中 x > 1/V2 的 假设 ,是 工本 . 朗 道 首 先 提出 来 的 ， 
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刀 ,小 于 这 个 值 , 在 热力 学 上 有 利于 * 相 “ 摊 杂 ” 的 产生 ,这 又 是 依靠 负 边 界 能 量 
的 优势 . 因此 ,在 场 的 某 个 区 间 有 ,< 名 < Hw 内 ,可 以 说 超导体 处 于 混合 态 0. 处 
于 这 种 状态 的 超导体 ,其 性 质 逐 渐 由 H. 时 的 纯 超 导 性 变 到 及 ,时 的 纯正 常 传导 
性 ;同时 ,发 生 磁场 对 超导体 的 逐渐 穿 透 .及 值 仅 取 决 于 п 相 和 s 相 体积 能 之 间 
的 对 比 关系 ,而 此 值 本 身 在 这 里 没有 什么 值得 重视 的 . 

当然 , 商 个 临界 场 与 温度 有 关 , 并 当 了 7 了 =7T. 时 它们 都 变 为 零 . 由 此 可 得 出 图 
7 中 所 画 的 第 二 类 超导体 的 相 图 (图 中 的 虚 曲 线 见 下 面 ). 

在 金 兹 堡 - 朗 道 理论 范围 内 ,即使 没有 预先 查 明 混合 态 结构 的 性 质 , 也 可 以 
确定 出 上 临界 场 . 这 一 点 ,通过 下 列 问题 便 足 以 看 得 出 来 , 当 磁 场 稍 小 于 Hs 时 ，,s 
相 的 唱 核 只 能 具有 小 的 序 参数 少 值 (显然 , 当 全 一 Hs 时 ,ww 一 0). 因此 这 些 晶 核 
的 状态 可 以 用 的 线性 化 的 金 兹 堡 - 朗 道 方程 来 描述 . 略 去 (45. 12) 式 中 的 非 
线性 项 ,我 们 得 到 方程 : 


2 ( у - 24) y=laly, (47.1) 


并 且 可 以 将 4 理解 为 y=0 时 均匀 场 9 的 矢 势 ,这 时 物体 处 在 正常 态 , 外 场 对 它 
完全 穿 透 . 
但 是 (47.1) 式 ,就 其 本 身 的 形式 来 看 ,只 不 过 是 磁场 中 质量 为 2m ,电荷 为 
2e 的 粒子 的 薛 定 齐 方程 ,其 中 1c1 起 着 能 级 的 作用 ;这 两 个 问题 的 边界 条 件 也 是 
相同 的 :无 穷 远 处 ,yw =0. 我 们 知道 ( 兄 第 三 卷 $ 112 ) ,在 均匀 磁场 中 运动 粒子 能 
量 的 最 小 值 是 = В ,/2 ,这 里 wy =21e1%8/2mc( 从 此 值 起 能 谱 是 连续 的 ). 由 
两 个 问题 之 间 具 有 的 相似 性 得 出 :方程 (47.1) 所 描述 的 * 相 的 晶 核 ,只 有 当 
lal > Ио 
2mc 
时 才能 存在 ,因此 临界 场 8, = 2тс1а\/ еі в. 借助 于 表达 式 (45.9),(45.17) 和 
(45.18) ,此 公式 可 以 写成 
Н, =402 кН, (47.2) 
(А. А. Абрикосов,1952). 
无 穷 远 处 的 边界 条 件 为 y =0 的 方程 (47.1) , 它 的 解 对 应 于 在 远离 样品 表 
面 的 次 处 形成 * 相 晶 核 . 我 们 指出 ,表面 的 存在 有 助 于 唱 核 形成 ,因此 甚至 在 
名 >, 的 情况 下 也 能 在 薄 表面 层 内 产生 唱 核 (D. Saint - James ,P. С. De Сепиез, 
1963). 
描述 物体 表面 ( 视 为 平面 ) 附 近 s 相 唱 核 的 方程 (47. 1) 的 解 ,在 物体 表面 上 
应 满足 边界 条 件 6w/ax =0( 即 4, =0 时 的 条 件 (45.15) ] ,这 里 x 是 沿 表面 法 线 





Ф 和 勿 把 混合 态 同 在 样品 和 外 磁场 的 一 定 配置 下 产生 的 第 一 类 超导体 的 中 间 态 混为一谈 1 
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方向 的 坐标 . 为 了 建立 所 要 的 量子 力学 类 比 ,我 们 提醒 一 下 ;上 边 所 利用 的 粒子 
在 均匀 磁场 中 的 运动 问题 ,同样 等 价 于 粒子 一 维 抛物 线 势 阱 


т? (x -ж)* 


2 


中 的 运动 问题 , 式 中 x。 是 对 应 于 “轨道 中 心 ” 的 常数 ( 见 第 三 卷 $112). 我 们 现 
在 来 研究 一 个 双 势 阱 , 它 是 由 对 x=0 平 面 (图 8) 对 称 分 布 的 两 条 相同 的 抛物 线 
势 阱 构成 的 . 在 这 种 场 中 ,对 应 于 基态 粒子 的 波 函 数 y(x) 没 有 零 值 而 且 是 % 的 
偶 函 数 ; 这 种 函数 自然 满足 x =0 ВР, =0 的 条 件 . 此 时 , 双 势 阱 中 粒子 的 基态 能 
级 位 于 单 势 阱 中 的 基态 能 级 以 下 2; 转 到 关于 蝇 核 问题 时 ,由 此 也 可 证 明 上 述 在 
表面 附近 容易 形成 晶 核 的 论断 . 

对 双 势 阱 中 的 能 级 进行 数值 计算 ,得 出 的 结果 是 :能 级 的 最 小 值 (决定 于 参 
数 xo) 为 0.595,. 重复 导致 公式 (47.2) 的 讨论 ,我 们 得 出 产生 * 相 表面 唱 核 的 场 
的 上 限 值 位 于 Hs =Н./0. 59 附近 , 即 


Н. =1.7H, =2. 4кН.. (47.3) 
因此 ,在 玉 , 和 ,之 间 的 场 区 域内 将 出 现 表 面 超 导 现 象 ;这 个 区 域 的 边界 


如 图 7 中 的 虚线 所 示 . 正常 相 表面 附近 超 导 层 的 厚度 具有 (7) 的 数量 级 . 根据 
同样 的 量子 力学 类 比 不 难得 出 上 述 估计 ,因为 势 阱 中 (在 能 级 Е, 上) 粒子 的 波 


函数 集中 在 * ~ /YmE。 区 域内 ,把 Е, 换 成 lal 踊 可 得 出 相应 的 晶 核 尺寸 ,根据 





Ф 这 一 点 与 x*<0 的 半空 间 内 的 势能 低 于 单 势 阱 (图 8 中 的 虚线 ) 内 的 势能 有 关 . 例如 ,参考 第 三 卷 
$50 的 习题 3. 
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(45.17) 式 , 它 与 E(7T) 是 相同 的 . 

上 边 所 说 的 都 是 关于 第 二 类 超导体 的 . 但 是 这 样 引 入 的 临界 场 Hs 和 Но, 
对 第 一 类 超导体 也 具有 确定 的 物理 意义 . 

如 果 & 位 于 1/2 =0.71 > к> 0. 5902 = 0.42 КЕ, ДІ А, < HH., 但 
Hs >Н,. 虽然 在 这 种 情况 下 并 不 产生 混合 相 , 但 在 五 . 和 ,之 间 的 场 区 间 内 却 
存在 表面 超 导 性 . 

最 后 , 按 得 出 结论 的 意义 来 看 , 当 « 为 任何 值 时 ,(47.2) 式 的 已 :的 值 都 将 
确定 场 的 上 限 ,而 在 这 个 场 中 可 以 形成 少 值 为 任意 小 的 * 相 唱 核 .因此 ,在 场 
多 < Hs 中 的 第 一 类 超导体 内 (其 中 Н, <Н,) ,在 热力 学 上 不 利 的 正常 相 是 完全 
不 稳定 的 .但 在 ,< <H. 区间 内 ,正常 相 可 以 作为 亚 稳 态 而 存在 :在 这 个 场 
Е ја] ру, А п 相 到 s 相 的 第 一 级 相 变 ,只 能 借助 于 为 有 限 值 的 s 相 唱 核 的 产 
生 , 但 晶 核 的 产生 受到 两 相 界 面 上 的 正 表面 张力 的 阻碍 (B. Л. 26,1956). 


习 题 


试 求 半径 为 尺 <<6 的 超 导 小 球 的 临界 场 (B. Л. 234 ,1958 ) . 

解 : 同 薄 膜 中 的 情况 一 样 一 一 ( 见 $45 的 习题 ) ,此 时 发 生 超 导 性 的 破坏 ,是 
由 于 第 二 级 相 变 . 我 们 所 求 的 小 球 的 临界 场 是 这 样 的 场 值 ; 低 于 它 ,n 相 便 失去 
稳定 性 而 形成 相遇 核 像 正 文中 所 说 的 一 样 ,这 归结 于 寻求 巷 定 请 方程 (47.1) 
的 最 小 本 征 值 . Е КАО 的 条 件 下 ,这 个 本 征 值 可 以 借助 于 关于 外 场 的 微 扰 论 
求 出 ,此 时 无 微 扰 波 函数 小 = 常数 ( 晶 核 占据 整个 小 球体 积 ). 于 是 本 征 值 单纯 
就 由 微 扰 算 符 (2eh/c) /4m 的 平均 值 来 确定 [ 当 沙 = 常数 时 , а 
(іей/тс) (А-У) ФАР]. 这 时 ,均匀 场 的 矢 势 应 当 取 有 妨 = 色 xr/2 的 
形式 ; 正 是 在 这 种 规范 下 ,= 常数 的 解 在 小 球 表 面 上 满足 边界 条 件 (45.15) ,这 
个 条 件 归 结 于 要 求 n: A =0. 进行 平均 ,得 到 





同 正文 一 样 ,利用 条 件 Eu = lal 即 可 求 出 临界 场 ,得 出 的 结果 为 : 
， Н = V20 8H.6/R. 
之 所 以 允许 利用 微 扰 论 ,为 如 下 事实 所 证 实 . 已 得 出 的 (9 9 = НО 
时 ) ,在 RR<<5 的 条件 下 ,确实 小 于 随后 的 本 征 值 ,此 值 对 应 于 小 球体 积 中 已 经 
变化 的 波 浮 数 , 并 且 有 /тЕ 的 数量 级 . 
$48 混合 态 的 结构 


像 上 一 节 一 样 ,我 们 重新 研究 圆柱 形 第 二 类 超导体 样品 于 纵向 磁场 名 中 的 
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情形 . 我 们 现在 阐明 处 在 少许 超过 下 临界 场 所, 的 磁场 中 物体 的 混合 态 结构 9 

在 这 种 情况 下 ,基本 超 导 相 中 掺 入 一 些 正常 相 的 品 核 . 为 了 获得 最 大 的 热力 
学 的 有 利 性 ,这 些 唱 核 (在 负 表 面 张力 的 情况 下 !) 应 具有 尽 可 能 大 的 表面 . 因此 
自然 是 这 样 的 结构 ;其 中 相 的 晶 核 是 一 些 平行 于 场 方向 的 线 . 在 这 些 线 ( 称 作 
涡 线 ) 的 附近 , 既 从 集 有 穿 透 物体 的 磁场 ,也 有 围绕 涡 线 的 环形 超 导 电 流 . 

外 场 越 接近 及 ,物体 中 这 些 涡 线 越 少 ,而 各 线 之 间 的 距离 也 越 大 . 当 距 离 
足够 大 时 ,$44 中 最 后 所 叙述 的 见解 便 适 用 于 各 单独 的 涡 线 . 根据 这 个 见解 ,到 
集 在 涡 线 附近 的 总 磁 通 量 必定 是 基本 磁 通 量 量子 bo = rjic/ie1 的 整数 倍 ;下 边 
我 们 将 会 看 到 , 涡 线 具有 最 小 可 能 的 通 量 (只 有 do ) 在 热力 学 上 是 有 利 的 . 正 是 
do 的 有 限 性 给 正常 相 晶 核 继续 的 分 裂 规定 了 极限 . 

当 外 场 从 小 增 大 并 达到 瓦 , 值 时 ,在 圆柱 体内 将 出 现 一 条 涡 线 . 我 们 现在 写 
出 决定 这 个 时 机 的 热力 学 条 件 . 这 时 ,首先 并 不 去 注意 涡 线 本 身 的 结构 ,而 只 考 
_ 卡 与 涡 线 有 关 的 某 一 ( 正 的 1) 能 量 ;我 们 把 属于 单位 长 度 涡 线 的 这 个 能 量 记 为 e 
(以 后 将 算出 这 个 能 量 值 ). 

显然 ,圆柱 形 物体 在 纵向 外 场 中 ,磁感应 强度 B 也 处 处 沿 圆柱 体 的 轴线 方 
向 . $46 中 引入 的 宏观 场 强 甩 = В -4nM 也 是 如 此 . 于 是 由 方程 хн 08 
出 :五 沿 圆柱 体 截 面 (因此 整个 体积 ) 处 处 不 变 ;由 于 妃 的 切 向 分 量 的 连续 性 边 
界 条 件 ,这 个 恒定 值 与 外 场 相 等 :及 =$. 所 以 ,我 们 需要 研究 在 给 定 物体 的 体 
只、 温度 和 场 强 五 的 情况 下 物体 的 热力 学 平衡. 这 种 平衡 的 条 件 是 :热力 学 势 Р 
对 指定 的 变量 取 极 小 值 ( 见 第 八 卷 $31). ФР 是 超 导 圆柱 体 的 热力 学 势 (因为 
在 超 导 相 中 B =0, 所 以 户 , 与 自由 能 Р, 相等 ). 这 时 ,具有 一 条 涡 线 的 圆柱 体 的 
热力 学 势 为 

ВЕР, +[=- [2а = ғ. +12 -© | вау, 

Le 项 是 涡 线 的 自由 能 ( 工 是 线 的 长 度 , 它 与 圆柱 体 长 度 相同 ) ,最 后 一 项 是 热力 
学 势 户 与 自由 能 下 的 差别 . 因为 物体 中 的 磁感应 强度 有 只 集聚 在 涡 线 附近 ,所 
以 [вау = L$。, 这 里 $ 是 通过 涡 线 截面 的 磁感应 通 量 . 因此 


А ГА | 
Е tre Lb? (48.1) 
4т 


Е, 的 附加 量 为 负 值 时 ,产生 渴 线 在 热力 学 上 有 利 . 若 使 附加 量 等 于 零 , 我 们 
便 求 得 外 场 的 临界 值 : 





Ф 这 一 节 里 (以 及 本 节 的 习题 中 ) 所 讲述 的 结果 ,是 属于 A. А. Абрикосов 的 工作 (1957). 
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Н, =4те/ф,. (48.2) 
我 们 现在 来 研究 单个 的 涡 线 结构 . 我 们 只 限于 讨论 当 
к >>1 (48.3) 


即 8 >>é& 时 的 重要 情况 .& 的 长 度 确定 涡 线 “ 划 ” 半 径 的 数量 级 ,1y1? 在 这 个 长 度 
内 从 零 ( 对 应 于 涡 线 轴线 上 的 正常 态 ) 变 到 对 应 于 基本 * 相 的 有 限 值 ;在 距 涡 线 
轴线 的 大 距离 + 上 ,1y1? 保持 恒定 0. 而 磁感应 强度 B(r) 变 化 得 相当 缓慢 ,只 在 
r ~6 >> Е 的 距离 上 才 衰 减 .换言之 ,全 部 磁 通 量 基 本 上 穿 过 涡 线 芯 以 外 的 区 域 ， 
这 里 Iw1? = 常数 (图 9). 





В(ғ) 


对 于 上 述 情况 ,可 以 运用 伦敦 方程 (应 注意 ,方程 的 适用 性 与 温度 向 7, 的 趋 
近 无 关 ) 求 出 场 的 分 布 . 在 这 里 为 了 赋予 方程 以 所 需要 的 形式 ,首先 改写 联系 波 
函数 相位 与 超 导 电 流 密 度 的 公式 (44.7) : 


А+ Ухв = УФ, (48.4) 
27 


此 式 中 引入 了 穿 透 深度 6, 并 把 j 用 磁感应 强度 表示 出 来 j=c V х В/4т. 这 里 伦 
敦 近似 相当 于 假设 5= 常 数 .我 们 将 等 式 (48.4) 沿 闭合 回路 С 求 积分 ,该 回路 转 
ВЕН ЗЕЕ ВЯ АННА № г >> 的 距离 上 通过 . 根据 斯 托 克 斯 定理 ,将 4 的 积 
变换 成 对 回路 所 围 的 面积 的 积分 ,我 们 得 到 : 


[ в. 9+8 фухв- 4 =ф,, (48.5) 
将 第 二 个 积分 也 作 同 样 的 变换 ,可 写成 
{IB+8 ух(ухв)] .df=d (48.6) 


ЕЛЕ ХНУ РНИ Я ЖИ 1 2т 的 (不 等 于 零 的 ) 最 小 可 能 值 . 如 果 回 
路 C 在 离 涡 线 为 >>>6 的 距离 上 通过 ,此 处 场 和 电流 已 经 可 以 认为 是 不 存在 的 ， 
则 (48.5) 式 中 的 第 二 个 积分 便 可 以 忽略 ,因而 我 们 看 到 ,d 与 聚集 在 单个 涡 线 
周围 的 总 磁感应 通 量 是 相同 的 . 但 涡 线 的 轴线 本 身 是 一 条 奇异 线 ,环绕 奇异 线 时 





Ф 在 这 一 节 里 ,字母 > 表示 圆柱 坐标 , 即 到 轴线 的 距离 . 
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将 改变 波 函 数 的 相位 . 

因为 对 于 任 一 回路 C( 满 足 上 面 指出 的 条 件 ) 等 式 (48.6) 都 应 得 到 满足 ,所 
以 根据 这 个 等 式 应 当 有 : 

B+6 Vx(vVxB)=B-6AB:=$8(), (48.7) 
式 中 了 7 是 涡 线 横 截 平面 内 的 二 维 径 矢 .在 这 个 方程 的 右边 记 和 人 8 ЖИРА, Е 
示 这 里 ~ 上 的 距离 都 看 作 是 零 . 在 整个 空间 里 , 除 >=0 的 线 以 外 ,(48.7) 式 与 伦 
敦 方 程 (44. 11) 是 一 致 的 ,但 对 于 描述 涡 线 ,需要 r=0 时 具有 奇异 性 的 解 . 

在 6 >> г >> Е 的 区 域内 ,距离 轴线 为 r 处 的 场 的 分 布 可 以 由 (48.5) 式 直接 
求 出 .我 们 选取 这 个 区 域 中 的 半径 为 r 的 圆周 作为 回路 С. 通过 这 个 回路 的 磁 感 
Л 8 [ (48. 5) 式 左边 的 第 一 项 ] 仅 仅 是 全 部 磁 通 量 的 一 小 部 分 ， 即 它 的 
~(r/6) 部 分 ;因而 我 们 把 它 略 去 不 计 . 在 第 二 项 中 dl 是 圆周 的 长 度 元 ,因为 矢 
ЕВ 的 方向 沿 着 z 轴 ( 以 涡 线 的 轴线 为 柱 坐 标 系 的 轴 ) 因 而 它 只 与 7 有关 ,所 以 








9B, dB 
1. (VxB)=(1xv) .B= -= -98, 
(1 是 与 圆周 相 切 的 单位 矢量 ). 因此 我 们 获得 方程 : 
dB _ Фо 
(у хв) = я (48.8) 
由 此 
B(r) = а п, E <<г<<6. (48.9) 


由 于 这 种 关系 具有 对 数 性 质 ,积分 上 限 ( 在 此 处 应 当 是 B~0) 可 以 规定 与 所 研究 
的 距离 + 的 上 界 相 一 致 . 

为 了 将 求 得 的 分 布 延 拓 在 r 之 6 的 区 域 ,我 们 运用 对 一 切 r >>E 都 适用 的 方 
程 (48.7). 把 拉 普 拉 斯 算 符 在 柱 坐 标 中 展开 ,[ 考虑 到 В = B.(r)] ,我 们 可 将 方 
程 ( 当 rz0 时 ) 重 写成 如 下 形式 ， 


B"+ iB'+8B=0, 
r 


当 го 时 这 个 方程 具有 递减 的 解 : 

В(г) = 常数 x K,(r/6). 
式 中 К 是 马克 多 纳 ( Macdonald) 函数 [ 即 虚 宗 量 的 汉 克 尔 ( Hankel) 函数 ]. 常 系 
数 通 过 与 解 (48.9) 的 “接合 ”来 确定 :这 时 需 利用 熟知 的 z <<1 时 的 极限 表达 式 
К, (=) 二 lIn(2/zy) ,而 y =e =1.78. 于 是 最 终 有 
和 (=), ">> Е. (48.10) 


特别 是 ,借助 熟悉 的 :一 % 时 的 渐 近 表达 式 К. (2) = (пи 22) ес 一 , 便 求 得 远离 涡 


В(г) = 
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线 轴线 的 衰减 规律 : 

Ф а 
(Вто) у 

ЗАП: ВВ Е ЖИ ($ 29) 92 НЕ АНИ. 在 这 两 种 情况 都 
谈 及 了 奇异 线 , 绕 这 些 奇 异 线 环绕 时 将 改变 凝聚 体 波 函数 的 相位 . 在 液 氮 中 环绕 
涡 线 超 流 运动 的 环形 轨道 ,相当 于 超导体 中 的 环形 电流 ; 超 流 运动 的 速率 о 按 
Тит 的 规律 减 小 , 超 导 电流 密度 也 按 同 样 规律 减 小 ,如 : 

сф, 

8126г 
这 种 吻合 是 完全 自然 的 ,因为 两 种 情况 这 些 规 律 都 是 存在 奇异 线 的 直接 结果 . 不 
过 ,在 液 氮 中 上 述 w(r) 的 依赖 关系 可 延伸 到 任何 距离 ,而 在 超导体 中 当 7 >> 5 
时 j(7) 便 按 指 数 规律 减 小 . 这 一 差别 与 电子 液体 的 带电 性 有 关 , 因 为 带电 粒子 运 
动 会 产生 磁场 ,同样 地 ,这 种 运动 也 屏蔽 场 (如 果 粒 子 的 电荷 e。 趋 于 零 , 则 穿 透 
深度 ә). 

现在 可 以 计算 涡 线 的 自由 能 . (г >>*) 的 空间 区 域 对 自由 能 的 贡献 ,由 
对 这 个 区 域 所 取 的 积分 给 出 : 


2 
Fs =. | вау 2 | (9 хват. (48.13) 


事实 上 ,将 这 个 表达 式 对 B 取 变 分 ( 当 给 定 温度 , 即 给 定 6 时) ,我 们 便 直 接 得 到 
r 天 0 的 伦敦 方程 (48.7)@. (48.13) 式 中 的 第 二 个 积分 ,在 6 >>r >> 上 区 域 的 两 
个 边界 上 呈 对 数 发 散 , 它 远大 于 第 一 个 积分 . 把 (48.8) 式 中 的 1VY xBI 代 入 上 
式 ,我 们 得 到 单位 长 度 涡 线 的 能 量 : 
Фо ү, 6 
е = 人 ) in (48.14) 
此 式 具有 对 数 准 确 度 , 即 不 仅 要 求 5/6 >> 1 ,而 且 也 要 求 In(6/E€) >> 1; 正 是 由 于 
有 这 种 准确 度 , 才 可 以 忽略 涡 线 蕊 对 Е 的 贡献 . 
特别 是 ,由 (48.14) 式 的 结果 能 够 证 明 上 边 得 出 的 论断 , 即 产生 具有 最 小 磁 
通 量 值 的 涡 线 在 热力 学 上 是 有 利 的 .事实 上 ,因为 涡 线 的 自由 能 与 同 涡 线 有 关 的 
磁 通 量 的 平方 成 比例 ,所 以 对 于 磁 通 量 为 wb 的 涡 线 来 说 ,在 能 量 中 将 出 现 一 个 
因子 ”; 再 把 这 样 的 涡 线 分 解 成 z 条 磁 通 量 为 b 的 涡 线 时 ,将 使 能 量 赢 余 n 倍 . 


BCr) = (48.11) 





ј= 21У ХВ = (48.12) 
т 











Ф (48.13) АН ОН 7 ЗО Е: 
2 
2те*5? | Pay= [25у 


在 第 二 个 表达 式 中 再 作 代 换 :8” = тс ( теп, ) ,并 按 j=epsv,/m 引入 超 流 分 量 的 密度 和 速度 . ( 见 165 
页 的 注解 ) ,我 们 看 到 ,这 一 项 可 看 作 是 超 导 电子 的 动能 . 
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将 (48.14) 式 代入 (48.2) 式 ,我 们 求 得 下 临界 场 





ф, 6 
一 0 48. 15 
9 дл?" ё’ у ) 
当 Т>Т. 时 ,考虑 到 (45.19 ) 式 ,上 式 也 可 以 写成 
шк 
На = Н, Ф, (48.16) 
№2 к 


随 着 外 场 的 增强 , 涡 线 数量 增多 ,因而 磁场 对 超导体 的 穿 透 增强 了 . 在 计算 
涡 线 之 间 的 相互 作用 时 ,热力 学 平衡 对 应 于 涡 线 的 一 定 的 有 序 分 布 ,后 者 构成 了 
二 维 格子 (在 圆柱 体 的 截面 内 )@. 在 任何 涡 线 数 密度 下 ,每 一 条 涡 线 的 轴线 仍旧 
是 一 直线 ,环绕 这 条 轴线 波 函数 的 相位 将 改变 От. 磁感应 强度 对 圆柱 体 截面 的 
平均 值 

В =уфь, (48.17) 
式 中 v 是 通过 单位 截面 积 的 涡 线 数 . 事实 上 ,如 果 把 关系 式 (48.4) 沿 样品 整个 
截面 的 回路 求 积分 ,那么 便 得 出 方程 (48.5) ,其 右边 为 Svg。(5 是 截面 积 ) ;方程 
左边 的 第 一 个 积分 是 总 磁感应 通 量 58, 而 第 二 个 积分 是 边缘 效应 , 它 小 于 第 一 
个 积分 ,它们 的 比值 为 ~ 8/R(R 是 截面 的 线 度 ) ,因此 它 可 以 忽 路 不 计 ; 当 然 ,这 
里 重要 的 是 :在 距离 为 ~8 处 环绕 涡 线 的 磁场 将 发 生 衰减 . 

只 要 各 涡 线 之 间 的 距离 d 大 于 关联 半径 6, 就 可 以 断言 : 涡 线 磁场 是 单纯 装 
加 的 .事实 上 , 当 d >> 时 ,仍然 可 以 划 出 包围 任何 数目 涡 线 的 回路 ,并 使 它 处 处 
在 远离 涡 线 蕊 (距离 >>#) 的 地 方 通过 . 在 这 种 回路 上 满足 伦敦 近似 条 件 (8 不 
变 ) ,因此 我 们 又 重新 获得 稍 异 于 (48.7) 式 的 方程 ,其 中 右边 的 8 函数 换 成 宗 量 
为 到 每 条 涡 线 距离 的 5 函数 之 和 . 由 于 这 个 方程 是 线性 的 ,因而 便 得 出 上 述 
Юй. - 

当 外 场 接近 于 五, 时 , 涡 线 间 的 距离 就 可 以 同 & 相 比较 了 . 这 一 点 ,也 可 以 从 
临界 场 表达 式 (47.2) 本 身 清楚 地 看 出 来 ,如 果 借助 (45.9) 及 (45.16 一 45. 18) 
武 ,可 将 (47.2) 式 写成 

. H, = 由 [2me ， (48.18) 
此 式 对 应 于 集中 在 面积 为 ~ 上 的 通 量 Ф.. 

当 名 = 有 Hs 时 ,发 生 第 二 级 相 变 , 超 导 性 消失 了 . 就 这 种 相 变 的 一 般 理论 的 实 
质 来 说 ,可 以 断言 :作为 外 场 函 数 的 序 参数 y 将 按 1y1? x 甩 。- 多 的 规律 变 为 零 . 
另 一 方面 ,物质 的 磁化 强度 MM = (В - 甩 )/4m 自身 ( 系 与 的 相位 选取 无 关 的 





Ф ”因为 这 个 函数 是 根据 假设 mn k >>1 导出 的 , 当 k ~1 时 绝 不 能 用 它 ! 其 中 , 当 x=1/F 时 , 场 有 
(入 一 样 ) 自 然 应 与 及, 相等 . 
@@ 看 来 , 涡 线 在 格 点 形成 等 边 三 角形 时 格子 最 为 有 利 . 
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量 ) 在 这 个 区 域内 与 1y1? 成 比例 . 考虑 到 © = Н.Н B=,, 因 此 我 们 得 到 
超导体 中 的 磁感应 强度 В 在 相 变 点 附近 依赖 于 外 场 的 如 下 线性 规律 : 
В-Н.«®-Н... (48.19) 


2] 题 


1. 试 计算 彼此 相距 d >> 志 的 两 条 涡 线 的 相互 作用 能 . 
解 :我 们 将 两 条 涡 线 系统 的 自由 能 表达 式 (48.13) 变 换 一 下 形式 :其 中 只 在 
每 一 条 单独 涡 线 附近 进行 积分 .为 此 ,利用 方程 (48.7) ,我 们 写 出 : 
В? +6°(УхВ)?=5'| - В. Ух(УхВ) +(УхВ)?| =5 У · (ВхухВ) 
把 体积 积分 变换 成 如 下 积分 : 


хаа в 
此 式 是 沿 包 转 涡 线 蕊 的 圆柱 形 表 面 /和 所 (其 小 半径 为 ro;$ <<r。<<6) 取 的 积 
分 . В d >>E 时 , 涡 线 磁场 是 可 加 的 , 即 B =:B, +B,. 涡 线 的 相互 作用 能 ,由 积分 
(1) 中 同时 与 召 № В, 有关 的 部 分 给 出 : 


F [Вх(Уухв)] · 9, (1) 


Ів. 0-1 | (В, xv хв) 9+ | (В, xv xB,) df | 
( 当 1 一 0 时 ， | (B,xVxB,): 4 形状 的 积分 趋 于 零 ). 利用 (48.8) 和 
(48.10) 式 而 得 出 ; 
5? 
8277 


特别 是 ,在 距离 d >> 上 处 : 





вр =2 


фо фо а 
В(а) =— к. | 二 
2ттоб* ( ) 825° ,人 6 )， 


2 1/2 

2. 如 圆柱 体 样 品 截 面 的 平均 磁感应 强度 为 忆 , 试 求 卫 对 混合 态 中 外 场 名 的 
依赖 关系 .处 于 这 种 状态 时 ,各 涡 线 都 分 布 在 彼此 相距 а >>6 的 地 方 ,这 时 ,在 样 
品 的 截面 内 构成 等 边 三 角形 格子 . 

解 :等 边 三 角形 的 面积 等 于 /3d /4(d 是 边 长 ) ,而 涡 线 数 等 于 格子 中 三 角形 
数 的 一 半 (NN 个 三 角形 有 3N 个 格 点 ,但 格子 中 每 一 格 点 是 属于 六 个 最 相 邻 的 三 
角形 的 ), 因 此 v=2/V3d. 

处 于 混合 态 的 物体 ,其 单位 体积 的 热力 学 势 为 

f =. -Н. +9) + 2, ғ ц. 


式 中 第 二 项 对 应 于 表达 式 (48.1) ГЕФ Н, (48.2) ХАНЕ Ф, г, 


(2) 
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是 两 条 涡 线 的 相互 作用 能 ,并 对 穿 过 单位 面积 的 全 部 涡 线 进行 求 和 . 因为 当 
d>>8 时 ebp 按 指数 规律 减 小 ,所 以 求 和 式 中 只 考虑 相 邻 成 对 的 那些 线 就 足够 
了 .在 三 角形 格子 中 ,每 条 涡 线 有 6 个 最 相 邻 的 线 , 因 此 
1. У ёд => У ва =3ven(d). 
把 上 题 公式 (2) 中 的 eu 代入 上 式 ,得 : 
Фо | $ -Н,, 3ф, т) 
+ = 2 + 572 
2/3 тб’ а 2 /2тб’ а 


Афас Таз фта) анун ЕШ: 








Ў =/, 


3ф, - 
- Н, = а. 3 
рты 9) 
(这 里 省 略 了 1/0 <<1 的 更 高 次 项 ). 这 个 方程 连同 等 式 互 = zho, 即 
а= (2,43 8В)". 
可 确定 待 求 的 依赖 关系 万 (名 ). 应 注意 , 当 一 HH 时 , 微 商 аВ/аф ж 


В 1 In -3 1 
4$ HE-H: 9-Н, 





这 一 规律 趋 于 无 穷 大 ， 
$49 高 于 相 变 点 的 抗 磁 磁 化 率 


Е $45 末 曾 经 指出 , 序 参数 光 的 涨 落 在 7, 附近 的 温 区 变 大 ,而 超导体 的 这 
个 温 区 是 非常 狭 罕 的 . 在 该 区 域 以 外 ,热力 学 量 涨 落 的 修正 ,一 般 地 说 是 很 小 的 . 
但 是 ,对 于 高 于 相 变 点 的 金属 的 磁化 率 来 说 ,这 些 修 正 还 是 很 重要 的 :由 于 涨 落 ， 
即使 有 相当 少数 的 超 导 电 子 出 现 , 便 能 对 磁化 率 有 贡献 . 这 种 贡献 大 于 远离 相 变 
点 的 正常 金属 所 提供 的 ,后 者 的 磁化 率 通常 是 很 小 的 @. 

现在 我 们 研究 处 在 弱 外 磁场 (名 << Н, ) 中 温度 超过 Т, 点 但 在 该 点 附近 的 金 
属 .这 里 , 序 参 数 的 平衡 值 少 =0, 为 了 算出 少 的 涨 落 需要 运用 金 兹 堡 - 朗 道 理论 
中 的 自由 能 . 这 时 ,在 表达 式 (45. 10) 中 (注意 : 涨 落 很 小 ) 只 保留 峭 的 平方 项 ,而 
略 去 ! 光 | 的 项 ,并 把 4 理解 为 均匀 场 名 的 和 撩 势 ,与 y 的 涨 落 相关 的 磁感应 强度 
В 的 涨 落 是 光 的 平方 项 (由 于 电流 密度 j 取 平 方 ). 因此 ,忽略 B 的 涨 沙 时 ,在 
В? /8m 项 中 就 可 以 将 В 理解 为 磁感应 强度 的 (热力 学 ) 平 均值 . 所 以 在 有 涨 落 的 





Ф ”这 个 效应 是 B, В. Шмидт( У. У. Shmidt)(1966) 指出 的 . 
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情况 下 ,金属 总 自由 能 的 变化 由 如 下 的 表达 式 一 一 y О: 
AF[y] = | Е (у-ва) заций уау (49.1) 


为 计算 对 自由 能 的 涨 落 的 贡献 AP ,需要 把 泛 函 (49.1) 视 为 “等 效 哈密 顿 
量 ”, 由 此 根据 公式 





өр( -等 ) = [ее ( - 2902) py (49.2) 


可 求 出 АР, (л) 的 全 部 分 布 求 泛 函 积分 ( 见 第 五 卷 $ 147). 这 一 积 
分 ,实际 上 可 以 这 样 实现 :将 少 展 成 某 一 完备 的 本 征 函 数 系 ,并 对 这 个 展开 式 的 
无 穷 多 个 系数 求 积分 . 在 无 外 场 的 均匀 系统 的 情况 下 ,可 以 简单 地 展 成 平面 波 
(例如 ,参看 第 五 卷 $147 中 的 习题 ) 
但 在 目前 的 情况 下 ,应 按 哈密 顿 量 (49. 1) “ЕДЕ” 
2. (- пу - 264 ) реку (49.3) 

的 本 征 函数 进行 展开 .在 $ 47 中 曾经 指出 ,这 个 方程 与 均匀 磁场 中 粒子 (质量 为 
2m ,电荷 为 2e) 运 动 薛 定 兽 方程 在 形式 上 是 一 致 的 . 方程 的 本 征 函 数 用 一 个 离散 
的 (n) 和 两 个 连续 的 (p,,p,) 量子 数 编号 ,而 本 征 值 只 与 4 和 p,(z 轴 沿 名 的 方 
向 ) 有 关 , 并 由 如 下 公式 给 出 : 

Евр.) = (n+ ) 10а. (49.4) 
不 同 本 征 函数 (具有 给 定 的 п, ар, 区 间 内 的 p, 和 所 有 可 能 的 p, 值 ) 的 数目 为 


у 2119 р, 
(21) ‘с 








(ЛВ = $112). 
为 简便 起 见 ,我 们 把 量子 数 n,p,,p, 的 集合 用 一 个 记号 9 来 表示 ,因而 我 们 
将 函数 у (г) 的 展开 式 写成 


у= У сар, (е), (49.5) 


式 中 cy =’ + іс", 是 任意 的 复 系数 ,而 本 征 函 数 满足 归 一 化 条 件 : | lIyl*dy =1 


(这 里 是 按 金属 体积 求 积分 ). 
将 展开 式 (49.5) 代 入 (49.1) 式 ,首先 可 把 对 体积 求 积分 变 为 对 g 求 和 . 事 
实 上 ,将 第 一 项 进行 分 部 积分 , 便 得 出 (49.1) 式 的 如 下 形式 : 





中 ”为 避免 误解 起 见 ,我 们 强调 指出 :对 于 超导体 ,磁场 并 不 是 在 第 五 卷 $ 144 中 所 引信 的 那 种 意义 
的 “外 场 "h. 后 者 ,本 来 应 当 以 -h(y +yw" ) 项 的 形式 包含 在 自由 能 之 中 ,但 在 目前 的 情况 下 显然 是 不 可 
能 的 ,因为 这 样 的 项 对 于 yy 的 相位 的 选取 不 是 不 变 的 . 
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AF[y] = | {vo -这 站-24 ууу" ау }ау 
将 (49.5) 式 代入 上 式 ,并 考虑 到 每 一 个 函数 yy 都 满足 方程 (49.3) (ЖЖ Е = 
Е.) ,以 及 不 同 4 的 本 征 卫 数 是 相互 正 交 的 ,我 们 便 得 : 
АЕ] = У 16,12 (Е, +а). (49.6) 
(49.2) 式 中 的 泛 函 积分 是 指 对 所 有 ас’ ас", 求 积 分 . 作 (49.6) 式 的 代 换 之 
后 , 按 所 有 这 些 变量 分 开 积 分 ,因而 得 出 : 











АЕ\ _ тТ 
ехр ( - ©} = с Е, +а 
TT 
或 Af=-72 ng ra (49.7) 
用 量子 数 п р, 的 术语 ,此 表达 式 可 写成 
_ у21е!Т® тТ 
= - ол Я) 2с 2, Г. 1 Е(р,п +172) + о Р.. (49.8) 


这 个 求 和 式 当 很 大 时 是 发 散 的 ,但 这 种 发 散 实 际 上 是 虚假 的 ,并 只 与 这 
一 情况 有 关 :原来 的 公式 (49.1) 仅 在 函数 у (г) 缓慢 改变 ( 即 在 ~ 如 的 距离 上 
的 变化 很 小 ) 时 才 适 用 . 用 本 征 值 E, 的 术语 ,其 意思 是 只 允许 Е, << тите. 
满足 所 提 条 件 的 某 大 М 处 截断 对 п 的 求 和 ,我 们 利用 泊 松 公式 


> ("+ = Јади) |" 


[ 见 第 五 卷 (59.10) 式 ] 于 (49.8) 式 时 ,不 难 理解 :这 个 公式 第 一 项 的 积分 给 出 与 
$ 无 关 的 对 自由 能 的 贡献 ;这 一 项 对 磁化 率 的 计算 并 不 需要 ,因而 我 们 把 它 略 
去 . 而 在 第 二 项 中 现在 可 以 取 Мо (因此 答案 中 去 掉 了 截断 参数 )@， 

еТ.5? Г - ар, 





A = 了 5 5 本 ， 
48T ћтс J -» а+р,/4т 
最 终 求 积分 后 ， 
ет? 
АР = ү 一 一 一 一 ， (49.9) 
24 пс? Vma 
从 而 磁化 率 
1 ДЕ e 了 . 





у= - (49.10) 


| V $? = 12 с? (ma) (Т-Т.) 
(Н. Schmidt,1968 ;A. Ѕсһтіа, 1969). 我们 看 到 ， 当 温 度 接近 于 相 变 点 时 磁化 率 





Ф 在 系数 中 取 了 ~7,。. 当 了 在 7。 附近 时 ,这 个 积分 中 的 几 个 重要 的 值 p, ~ /та ~ ВЕСТ) «<В, 
即 它们 都 满足 所 提出 的 条 件 . 
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将 随 (T -7.) 而 增 大 . 在 这 个 区 域内 ,(49.10) 式 是 对 正常 金属 磁化 率 的 主要 
习 题 

1. 一 薄膜 (厚度 d<<eE(7) ) 处 于 垂直 于 其 平面 的 弱 磁 场 中 , 试 求 当 温 度 了 
> 了 ,了 -了 << 了 ЯН. 

解 : 膜 的 有 限 厚度 使 得 (49.4) 式 中 的 量子 数 p, 具有 离散 性 ,并 且 对 于 薄膜 
来 说 ,在 (49.7) 式 中 应 只 限于 p,=0 的 值 (第 一 个 不 等 于 零 的 值 已 经 是 p, ~ Ва, 
ЯЖЕ-В’/т4? >> /т2 ~a). 对 给 定 n 和 p,( 以 及 所 有 可 能 的 p,) 的 本 征 浮 
数 的 个 数 是 21e165/2mjhic, 其 中 5S 是 膜 的 面积 ;因此 (49.7) 式 中 对 g 的 求 和 应 理 
解 为 (名 S/Tmhc) > .应 用 到 泊 松 公式 求 和 ,可 得 如 下 结果 : 











еТ.©? 
Е=5 ы , 
А 24ттс?а 
№ ВЕ НЕЕ 
_ ӘДЕ “ 7. 名 
7 а 12ттсоа(Т- Т). 


ЖЕНЯ, ЛЖ ТТ 时 比 在 无 界 金 属 的 情况 增 大 得 要 快 一 些 . 

2. ВЕЖИЖНТ Е Ж+Ж В <<Е()Т) И ЛЕН (В. В. Шмидт, 
1966). 

解 :在 这 种 情况 下 ,方程 (49.3) 的 全 部 本 征 值 中 重要 的 只 有 一 个 , 它 对 应 于 
ЖЕЖу=ЖЖ. Е ТЕ, =e R65 /10mc , 且 为 最 小 (关于 这 一 点 ,请 参看 
$47 习题 中 的 全 部 讨论 ). (49.7) 的 求 和 式 归结 为 一 项 ,于 是 磁 佐 
T.0E, eTRS 
а 99 Smoa(T-T) 
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我 们 来 研究 被 电介质 薄 层 隔 开 的 两 块 超导体 . 对 于 电子 来 说 ,这 个 薄 层 乃 是 
一 个 势 刍 ,如 果 这 个 层 足 够 菏 ,就 存在 电子 借助 于 量子 隧道 效应 穿 透 势 又 的 有 限 
概率 . 即使 势 急 透 射 系数 很 小 ,只 要 不 等 于 零 就 具有 原则 性 的 意义 :这 时 两 块 超 
导体 成 为 一 个 统一 系统 ,因而 可 用 统一 的 凝 附 体 波 了 沙 数 来 描述 . 这 种 情形 引起 的 
效应 ,是 约瑟夫 森 (B.D. Josephson ,1962) 首 先 预 言 的 . 

系统 凝聚 体 波 函数 的 统一 ,其 意思 是 指 : 在 无 外 加 电势 差 的 情况 下 ,通过 两 
块 超导体 之 间 的 结 ,可 以 有 超 导 电 流 流 过 . 和 在 各 超导体 内 一 样 ,电流 密度 由 凝 
聚 体 波 函 数 的 相位 梯度 来 确定 ,可 见 , 流 过 结 的 超 导 电 流 密度 7 与 结 两 边 的 相位 
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Ф, 和 ,的 差 值 有 关 D. НУ Ф, – Ф, 的 各 差 值 都 相差 2r 的 整数 倍 时 ,物理 上 
它们 是 相等 的 ,显然 函数 
јЈ=}(Ф,), B=B,- Ф, (50.1) 

应 该 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 时 间 反 演 的 运算 将 改变 电流 密度 / 的 符号 , 18] 
时 也 改变 相位 下 ,的 符号 (因为 各 波 函 数 可 换 成 自己 的 复 共 斩 函 数 ). 这 就 是 说 ， 
水 数 (50. 1) 必 定 是 奇 函 数 并 当 Ф, =0 时 变 成 零 . 当然 ,i( B,, ) 作 为 有 界 函 数 , 它 
有 自己 的 极 大 值 和 极 小 值 , 当 相 位 差 改 变 时 函数 也 在 这 两 个 值 之 间 改 变 ,由 于 是 
奇 函 数 ,这 二 值 的 绝对 值 是 相同 的 ;我 们 用 =, 表示 它们 . 

应 当 注 意 , 写 出 (50.1) 式 的 前 提 是 在 结 内 要 忽略 电流 的 固有 磁场 对 电流 的 
影响 . 否则 ,就 应 以 规范 不 变 的 表达 式 


2е р? 
Ф, -Ф, -车 | Аах 


ХКА ЗА Ф. 由 于 电介质 层 的 厚度 非常 小 ,连续 函数 4.(x) 在 这 里 的 积分 容 
易 满足 可 被 忽略 的 条 件 ( 势 4. 在 结 两 边 的 值 可 以 认为 相同 ) . 

在 整个 温度 范围 内 ,函数 j( @B,, ) 的 形式 ,只 能 根据 微观 理论 来 确定 . 这 里 我 
ТИХ РЕЖЕ - 朗 道 理论 的 适用 范围 内 , 作 唯 象 的 研究 . 

假如 电子 完全 不 能 通过 结 ,那么 每 一 块 超导体 的 波 函 数 东 在 结 自己 的 端面 
上 都 应 满足 边界 条 件 (45. 15 ) : 


势 垒 的 有 限 透 射 率 和 结 的 边界 上 峭 值 的 有 限 性 ,将 导致 在 这 两 个 条 件 的 右边 出 
现 不 等 于 零 的 .与 结 另 一 边 的 少 值 有 关 的 表达 式 , 由 于 在 相 变 点 7, 附近 小 很 
小 ,因而 在 这 些 函 数 中 可 限于 取消 的 线性 项 , 即 写 成 
90, 2ie №, ду, 21е у, 
Bx he = А Bx ~ pede = A 
系数 1/4 与 势 华 的 透射 率 成 比例 . 等 式 (50.2) 应 当 满 足 对 时 间 反 演 对 称 的 要 
求 :两 个 等 式 应 当 在 作 рор" ,4 一 -4 的 变换 时 仍旧 成 立 ;从 而 得 出 ,常数 入 是 
实数 [这 时 ,把 等 式 (50.2) 作 上 述 变 换 , 两 等 式 便 直接 与 各 自 的 复 共 粥 式 一 致 ]. 
把 公式 (45.14) 应 用 于 结 的 任何 一 边 ( 辟 如 说 ,1 边 ) , 即 可 确定 通过 结 的 超 
时 电流 值 和 函数 的 相位 差 之 间 的 关系 : 








(50,2) 





Ф ”为 了 使 通过 结 的 超 导 电 流 具 有 可 观测 到 的 值 ,电介质 层 的 厚度 实际 上 应 当 非 常 小 : ~ 10 -7 ош, 
这 样 的 距离 其 至 小 于 超导体 中 最 小 的 特征 参数 长 度 一 一 相干 长 度 名 .就 此 意义 来 说 ,电介质 层 应 当 看 作 
是 无 限 薄 的 层 , 而 层 内 相位 的 行为 ,在 理论 上 根本 还 未 出 现 . 
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2 
Арт [И 


тс 





„тей. dy, ду 2е 
1-5 (9 дх Ф. =”) 


将 边界 条 件 (50.2) 中 的 人 :代入 上 式 , 便 得 : 


тей * * 
ТС Ya 0.4 ). 


对 于 两 块 同样 金属 间 的 结 来 说 ,yw 和 yw, 这 两 个 量 仅仅 是 相位 不 同 而 已 ;于 是 ， 
我 们 求 得 电流 密度 : 





了 = 


7=J sin Фу, у. = ер, (50.3) 


当 接 近 于 相 变 点 时 ,1y1” Т, -了 7 了 一样 趋 于 零 ;因此 ,通过 结 的 最 大 电流 密度 也 
按 同 样 规律 趋 于 零下 . 

现在 让 外 电源 给 隧道 结 加 上 一 定 的 电势 差 , 即 在 结 内 有 了 电场 E. 这 里 我 们 
用 一 个 标 势 (这 里 用 V 表示 ) 来 描述 这 个 电场 :E = - VV. 这 个 场 对 通过 结 的 超 
导电 流 的 影响 ,根据 规范 不 变性 的 要 求 就 能 解释 明白 . 

在 无 电场 (V =0) 的 情况 下 , 波 函 数 的 相位 与 时 间 无 关 :36/9t =0@. 为 了 把 
这 个 等 式 推广 到 有 电场 的 情形 ,我 们 指出 :普遍 的 关系 式 对 于 标 势 的 规范 变换 


Veov 89000) (50.4) 
с 0: 


应 当 古 不 变 的 ,这 里 并 未 涉及 到 矢 势 (假定 它 与 时 间 无 关 ). 这 里 恰好 和 导出 变 
换 (44.3) ,(44.6) 时 的 做 法 一 样 ,我 们 发 现 : 和 了 变换 的 同时 , 波 函 数 的 相位 应 
按 


2e 
ФФ +00) (50.5) 
进行 变换 . 因而 显然 ,关系 式 
Ф 2е 
В =0 (50.6) 


是 规范 不 变 的 , 当 『=0 时 ,此 式 变 成 29 = . 





Ф 基于 BCS 模型 的 微观 理论 证 明 : 在 任何 温度 下 ,ij Ф. 之 间 都 有 (50.3 ) 式 这 种 关系 .该 理论 可 
ШЖ у, 同 处 于 正常 态 的 两 块 金属 之 间接 触 区 的 电阻 联系 起 来 . 关于 这 一 理论 的 讲述 ,可 以 从 下 书 中 查 到 : 
И. О. Кулик, И. К. Янсон 著 超 导 隧 道 结构 中 的 约瑟夫 森 效 应 . 莫斯科 :科学 出 版 社 ,1970. 英 译本 :I. О. 
Kulik, І. К. Yanson. Тһе Josephson Effect in Зирегсопдиснуе Tunneling Structures. Israel Program for Scientific 


Translations , Jerusalem, 1972. 


四 ”我 们 提醒 一 下 (比较 112 页 上 的 注解 ) ,因为 系统 的 哈密 顿 量 Нам Н' = 入 -jn 从 ,时 间 因 子 exp 
( -2ini/ 所 ) 便 从 波 函 数 中 消失 . 
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在 电场 与 时 间 无 关 的 情况 下 ,将 等 式 (50. 6) 积分 ,得 : 
2e 


盏 = 四 - = И, 
式 中 更 ”与 时 间 无 关 . 所 以 ,如果 给 结 加 上 恒定 的 电势 差 VV , 则 结 上 的 相位 差 
Ф = Ф у. 
将 此 式 代 入 (50.3) 式 ,我 们 求 得 通过 结 的 超 导 电 流 
j=jsin (ФИ) У). (50. 7) 
我 们 得 册 一 个 极 好 的 结果 :给 隧道 结 加 上 恒定 的 电势 差 , 便 能 出 现 频 率 为 
о = 2160 (50.8) 


的 交 变 超 导 电 流 . 

在 结 内 消耗 的 功率 由 乘积 jV,, 给 出 , 它 对 时 间 的 平均 值 等 于 零 ,也 就 是 说 外 
电源 不 存在 惯常 的 能 量 支出 无 能 量 耗 散 的 超 导 电 流 本 应 如 此 .但 是 应 当 强 
调 , 当 存在 外 电动 势 时 ,也 有 一 定 的 伴 有 能 量 耗 散 的 正常 电流 ( 坊 , 小 时 很 弱 ) 流 
经 结 . 

因为 7 对 B,, 具 有 周期 性 依赖 关系 ,以 及 ,对 时 间 具 有 线性 依赖 关系 ,从 
这 一 事实 就 可 以 得 出 通过 结 的 超 导 电 流 以 频率 (50.8) 作 周期 性 变化 的 结论 ;这 
个 结论 与 对 电势 差 大 小 的 任何 假设 均 无 关系 . 但 具体 的 公式 (50.7) ,只 在 频率 
о, 小 于 超 导 性 特征 频率 ДИВ, ВИДЕ 

hw,=21eV|l <<4(7) 








的 条 件 下 才 成 立 . 
习 题 
一 电路 由 电阻 丸和 具有 隧道 结 的 超导体 串联 而 成 ,电路 中 作用 一 电动 势 
加, 试 写 出 电路 中 的 电流 方程 . 
解 :电路 的 总 电压 降 V = RJ+V, 其 中 是 流 经 电路 的 电流 ,是 结 上 的 
№% #2. 4 /=Л,зт Ф, Я (50.6) #6 У, КАЖ, Ф: 
ћ Ф. 
21е ағ 
应 注意 ,用 这 个 方程 所 描述 的 交 变 电流 具有 非 正弦 性 质 . 


$51 超导体 中 电流 与 磁场 的 关系 
当 一 切 物理 量 在 物体 体积 内 处 处 缓 变 的 极限 情况 ( 伦敦 情况 ) 下 ,在 $44 中 








= 太一 RJ sin Ф, . 





Ф 在 小 VW 的 情况 下 ,我 们 忽略 了 超导体 中 微弱 的 正常 电流 . 
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曾 得 到 超导体 中 电流 和 磁场 之 间 的 关系 式 ;这 时 ,假定 磁场 是 弱 场 , 即 小 于 它 的 
临界 值 ,我 们 现在 对 此 问题 在 静 磁 场 于 空间 作 任 意 变 化 的 一 般 情况 进行 研究 ,这 
时 仍 假 定 磁场 是 弱 场 ,所谓 “任意 ” ,在 这 里 是 指 : 场 在 - 2, МЕ ЕНЫЖ 
的 改变 [ 当然 ,在 数量 级 为 晶 格 常数 的 距离 上 场 的 变化 仍然 是 小 的 ;因此 介质 
(金属 ) 的 不 均匀 性 在 原子 距离 上 是 无 关 紧 要 的 ]. 
在 一 般 和 情况 下 ,无 界 的 介质 中 电流 和 磁场 之 间 的 关系 ,用 如 下 积分 公式 表 
六 (Cr) = -ar-r)4(r)da (51.1) 
式 中 核 0 只 与 介质 本 身 的 性 质 有 关中 . (51.1) 式 的 线性 关系 相应 于 磁场 微弱 这 
一 假设 . 
我 们 知道 ,电流 密度 可 以 看 作 是 系统 能 量 对 矢 势 的 变 分 微 商 ; 当 А 取 变 分 
时 ,系统 哈密 顿 淆 数 的 改变 为 
5н =- [1- вда? 


( 见 第 三 卷 (115.1) 式 ). 因 此 (51.1) 式 中 的 核 Q* 是 二 级 变 分 微 商 ,对 二 重 微 商 
[对 4;(r) 和 Ai(r") 的 微分 ] 次 序 的 对 称 性 表现 在 : 


О.(т- ғ) = 0, (т-р). (51.2) 
将 4(r) 和 j(r) 展 成 健 里 叶 积 分 ,我 们 可 以 写 出 (51. 1) 式 的 健 里 叶 分 量 : 
Ji(k) = -Qk)A,(Kk), (51.3) 


其 中 由 于 有 (51.2) 式 ,Qa(k) =0,(-К). 

函数 0 (有 ) 的 一 些 重要 性 质 ,只 要 根据 规范 不 变性 的 要 求 即 可 得 出 . 在 作 
规范 变换 4(r) 一 4(r) + Vx(r) 或 取 伟 里 叶 分 量 

A(k)—A(k) +ikx(k) 
的 情况 下 ,电流 j 不 应 改变 . 这 就 是 说 , 张 量 О, (Kk) 必须 与 波 矢量 正 交 : 
0, (k)k, =0. (51.4) 

特别 是 ,在 立方 对 称 晶体 中 ,0 的 张 量 关系 归结 为 о АК, 形 的 一 些 项 ;于 是 ， 
由 (51.4) 式 得 : 





Qi = (54 73:) ok), (51.5) 


式 中 0(k) 是 标量 函数 . 
下 面 我 们 选取 势 的 规范 :VY -А(г) =0, 对 于 健 里 叶 分 量 , 即 指 k: A(k) =0. 
因此 电流 和 势 的 关系 (51.3) 归 结 为 等 式 





Ф 关于 无 界 介 质问 题 ,在 这 个 关系 中 只 具有 形式 上 的 意义 . 它 的 实际 意义 是 ,以 后 可 以 把 它 的 结果 
应 用 于 有 界 介质 的 问题 一 一 见 下 一 节 ， ' 
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КЕ) = – О(Ю)А(), (51.6) 
即 只 用 标量 函数 О (Е) 便 可 确定 这 一 关系 . 
伦敦 情况 对 应 于 6-0 时 QCk) 的 极限 表达 式 . 对 方程 (44.8) 


е?п, 
Ухј= -—УхА 
тс 


的 两 边 施行 Y x 运算 ,并 考虑 等 式 V . 4 =0, 则 不 难 求 得 这 个 表达 式 . 注意 到 由 
于 连续 性 方程 以 及 V .了 =0, 故 得 : 


2 








Aj = -AA. 
因而 在 无 界 空间 中 ,对 于 处 处 有 限 的 函数 j(r) 和 4(7) 可 得 : 
Jr) = А (р). (51.7) 
тс 


即 每 一 点 的 电流 值 仅 决定 于 该 点 的 矢 势 值 . НЕ ЈС) 和 4(K) 之 间 也 有 
同样 的 等 式 , 将 它 与 (51.6) 式 对 比 即 可 得 到 与 大 无 关 的 0(k) ЕАО: 
0(К) ие да 
本 节 的 以 下 内 容 是 计算 BCS 模型 中 的 0(k). 我 们 已 经 说 过 ,这 个 模型 指 的 
是 粒子 (电子 ) 间 呈 弱 相互 吸引 的 各 向 同性 的 简 并 费 米 气体 . 同时 假定 这 些 粒子 
都 以 自己 的 电荷。 与 磁场 发 生 相互 作用 . 
在 §42 中 曾 写 出 无 外 场 情况 下 的 费 米 气体 的 温度 格林 函数 方程 (42.5). 磁 
场 的 引 和 人 是 在 (7.7) 式 的 哈密 顿 量 六 "中 以 算 符 变换 Y 一 Y -ieA/c 的 方式 实现 


的 @. 因此 在 多 的 方程 (7.8) 中 也 进行 同样 的 变换 ,相应 地 在 类 似 的 袍 * 方 程 中 需 





当 大 一 0. (51.8) 


ЧЕ У У + еА ВК НЕ НР 的 方程 ,也 如 此 变换 . 自 旋 项 ( <6 
Н) ,对 应 于 电子 磁 矩 与 磁场 的 直接 相互 作用 ,因为 该 项 很 小 ,在 哈密 顿 量 和 方程 
中 可 以 忽略 不 计 . 算 符 v 作 用 在 函数 多 (77;7' 7) 和 .R77;7' 1) 上 时 ,相应 


于 将 算 符 久 (7,r) 和 (7,r) 取 微 商 . 因此 ,在 方程 (42.5) 中 也 是 借助 于 同样 的 
ДЕ у-у 1еА/с 而 引进 磁场 的 . 

有 外 场 存在 时 ,将 破坏 系统 的 空间 均匀 性 ,因此 格林 函数 对 宗 量 > 和 的 依 
赖 关系 已 不 属于 对 rr' 的 依赖 关系 ;但 格林 函数 对 7+ 和 7’ 的 依赖 关系 ,仍旧 只 
是 通过 差 7 -7' 来 表达 : 





Ф 在 这 一 节 及 以 下 各 节 中 把 伦敦 穿 透 深度 记 为 61. 
四 ”本 节 以 下 的 叙述 中 [在 方程 (51.9 一 51.19) 中 ] 取 声 = 1， 
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{i += [У - (р) | +] (тт) + ВЕ (нк) = 8(7), 
[- 0, + [v + aC) ] +з) в (отут) =0. 
(51.9) 
在 弱 磁 场 的 情况 下 (这 里 我 们 只 研究 这 种 情况 ) ,这 两 个 方程 可 以 线性 化 ; 
我 们 取 : 
Т #9. 0, 
(51.10) 
Я -Я® о 
《两 式 中 第 一 项 是 无 外 场 时 的 函数 值 , 而 第 二 项 是 场 的 线性 微小 修正 量 ). 因而 
两 个 方程 中 只 保留 4 的 一 级 小 量 的 项 . 
此 时 应 注意 :存在 外 场 时 ,凝聚 体 波 函 数 和 印 也 要 改变 ,在 这 种 情况 下 , 它 不 
归结 为 一 个 常量 .但 是 , 当 我 们 选取 
V.A=0 (51.11) 
这 种 矢 势 规范 时 ,改变 并 不 复杂 . 事实 上 ,标量 函数 名 中 对 不 变 的 与" 值 的 一 级 
修正 只 与 V . 4 成 比例 ,并 在 (51.11) 条 件 下 变 成 零 . 因此 ,在 满足 所 需 准确 度 的 
情况 下 ,在 各 线性 方程 中 可 以 取 g 久 =g 久 ”=4, 式 中 4A( 实 量 ) 是 无 外 场 情 况 下 
气体 能 谱 中 的 能 隙 . 
结果 ,(51.9) 式 的 线性 化 方程 取 如 下 形式 : 


(течи) Уфа) + АЯ (фак) = 
= А(г) у Я (гыг), 
тс 
(51.12) 
(-< + У +) рт’) - А? (фзг,г”) = 
М 2т 595 5977 
1е 二 (0) 7 
=-—А(ПУЯ (tr-r). 
тс 


由 于 这 两 个 关于 4 的 方程 是 线性 的 ,只 要 对 场 的 一 个 傅 里 叶 分 量 求解 便 
可 , 即 
A(r) =А(К)е", Е-А(К) =0. (51.13) 


4(r) 取 这 种 形式 时 ,我 们 可 以 立即 把 函数 多 中 和 多 中 对 r+r' 的 依赖 关系 
分 离 出 来 , 取 : 
920) (Cyr,r’) =8g(C 3r = ђе А (51. 14) 


多 атт) =f сант В 
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这 样 ,(51.12) 式 中 的 第 一 个 方程 分 离 之 后 取 如 下 形式 : 


. 1 1 2 , у 
[4 +5-(7 +5) tp аСт) Аз г’) = 
А (к) ев у (р-р). 
тс 


对 于 第 二 个 方程 也 同样 如 此 .我 们 现在 将 函数 g Хр г - НН. 
最 终 ,我 们 得 到 下 面 的 代数 方程 组 : 


[i (p+) rtp]eltp) + АКСР) = 


К 


= Ер АЮ (аре ), 
тс 2 


| , (51.15) 
[4 (p+) жар) Авр) = 


= р АСЮ ® (Lp - х). 


利用 函数 9) 0 уз (42. 7—42. 8) 作 简单 的 变换 之 后 , 便 得 出 
这 两 个 方程 的 解 : 

(1, +1.) (4, +1.) +4? 

(ча ) (+2) 
式 中 es。 ==(р=Ё/2) ‚п, = (р + К/2) [下面 我 们 不 再 需要 函数 Ke ,p) ]. 

现在 我 们 来 计算 电流 . 为 此 ,我 们 需 把 熟知 的 二 次 量子 化 表象 中 的 电流 密度 
的 算 符 表达 式 @ 

(У Я, - 9: (91-2: 9, 
作为 计算 的 依据 . 

为 了 把 这 个 算 符 变 到 松原 绘 景 中 去 ,只 要 把 海 森 伯 算 符 它 , 客 * 换 成 松原 算 
符 ,如 即 可 .回顾 一 下 格林 函数 的 定义 (37.2) ,我 们 发 现 :电流 密 度 ( 算 符 ? 的 
对 角 和 矩阵 元 , 按 吉 布 斯 分 布 求 平 均 ) 可 以 写成 

Утик 


式 中 是 粒子 数 密度 (因子 2 是 来 自 于 2-29). 
将 多 = 多 + 多 中 代入 (51.17) 式 时 , 风 中 项 消失 了 ,因为 对 于 均 名 且 各 疝 





в(4..р) = - р · А(Ю) (51.16) 
тс 


+0 


2 
-全 4(r)n， (51.17) 
тс 





Ф 见 第 三 着 $115. 这 里 省 略 了 粒子 自 旋 对 电流 的 贡献 项 . 对 于 非 铁 磁 系统 来 说 (这 时 格林 函数 в 
= 6og 乡 ), 这 一 项 在 求 平均 时 变 为 零 . 
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同性 的 系统 来 说 (7 -7') 是 偶 函 数 , 它 的 微 商 当 r -r'=0 时 变 成 零 . 同样 地 
把 j 按 7 -7' 进 行 任 里 叶 展 开 , 得 : 
Кг) т У [Cv - У) Я (аи) 1,2, А (Р), 


把 (51.13) 和 (51.14) 式 中 的 4A(r) 和 КЛА, ЛЕ: 


2eT 
КЮ = 一 ру Г»с. и: уз 


将 (51.16) 式 中 的 g(t,p) 代 人 上 式 , 最 好 立即 考虑 矢量 j(k) ЯТА (К) 的 横 
向 性 ,并 在 垂直 于 的 平面 内 对 pp, 的 方向 求 平均 ,所 用 的 公式 为 





2 
22 4(K). 
тс 





р kk, 
pl: р. = еіп [ 5, 一 12 ), 
式 中 9 是 和 p 之 间 的 夹 角 . 结果 我 们 求 得 确定 j(k) 和 A(E) 之 间 关系 的 函数 
人 (和 下 于 
(1, +1.) (这 , +7.) +4* , а?р пе? 
000 = (+) (Pte) От) те, 
(51.18) 








es = 1р, +Д?, п. =5- (2+5 ] - м. 
这 里 所 写 的 积分 和 求 和 从 表面 上 看 是 发 散 的 . 虽然 这 种 发 散 实 际 上 是 虚假 
的 ,但 是 在 计算 时 要 慎重 ;在 消除 发 散 以 前 ,计算 结果 甚至 可 能 与 求 积 分 与 求 和 
的 次 序 有 关 . 
但 这 种 困难 可 以 避 开 ,只 要 事先 考虑 到 这 一 明显 的 情况 便 可 : 当 4 =0 时 定 
有 Q =0, 即 在 正常 金属 中 根本 不 存在 超 导 电 流 . 因此 ,只 要 从 (51. 18) 式 中 减 去 
4 =0 时 的 同样 的 表达 式 ,我 们 就 不 用 更 改 答案 了 : 


сет < ро зор. т.) (+m) +А? 
000) е У) лет") (ба) (+) о 


1 4° 
И (51.19) 
这 个 表达 式 已 很 好 地 收敛 ,因而 其 中 可 以 按 任意 次 序 求 积分 和 求 和 . 
首先 应 当 指出 :我 们 感 兴趣 的 大 值 很 小 ,其 意思 是 大 <<p ;此 不 等 式 简单 地 
表明 这 一 事实 ;超导体 中 磁场 和 电流 发 生 改变 的 特征 距离 远大 于 粒子 间距 ( 即 
远大 于 1/p;). 
我 们 先 在 (51.19) 式 中 对 dp 求 积分 . 这 个 积分 基本 上 集中 在 费 米面 附近 的 
动量 窗 域 之 内 , 即 在 lp р, - Е 的 区 域内 . 在 这 个 区 域 里 ， 








1 
7. =1 + FVrkeos Ө=2.(р -ps) £70rheos Ө, 
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被 积 式 中 的 因子 p? ВУЗАХ ре, ПХ dp 求 积分 换 为 对 2mmprdmydeosb 求 积 
分 .此 后 ,(51.19) 式 花 括 号 中 的 第 二 项 对 dy 的 积分 将 变 成 零 ,因为 积分 路 线 现 
在 可 以 在 的 复 平面 内 由 无 限 远 半圆 周 封闭 而 成 ,因而 积分 变 成 零 是 被 积 式 的 
两 个 极点 位 于 同一 个 半 平 面 (是 上 半 平 面 或 下 半 平 面 取决 于 ! 符号 ) 内 的 结果 . 
(51.19) 式 的 第 一 项 对 dy 的 积分 是 容易 的 ,此 后 只 剩 下 对 变量 x = созб 的 积分 . 
再 根据 等 式 p? = Зп 引入 密度 n, 我 们 得 到 最 终 的 结果 (用 通常 的 单位 ): 
37Tne <. | А?(1 - х2)ах 
000 = 4тс 之 Г. [2 Д? + (йо, к/2)2])(22 + д?) 
Ё, = (25 +1) тт 








(51.20) 
(J. Вагдееп ‚Ё. №. Соорег, Ј. В. Schrieffer ,1957 ) Ф 
在 大 值 很 小 的 极限 情况 下 (有 外。 << 1, Ж &, ~ jw/A。~ оТ, 是 相干 长 
度 ) ,可 以 证 明 :表达 式 (51. 20) 归结 为 与 大 无 关 的 伦敦 表达 式 (51.8) ;这 里 我 们 
将 不 讨论 此 问题 . 
在 相反 的 极限 情况 下 ,这 时 好 >>1, 在 (51.20) 式 的 积分 中 x* 坟 7,/hihvs <<1 
区 域 是 主要 的 . 因此 被 积 式 分 子 中 的 х 与 1 相 比 可 以 忽略 ,然后 ,由 于 积分 收敛 
得 快 ,因而 积分 可 以 从 - о 扩大 到 mm .结果 求 得 : 


_ Зе пе? Т 2 д? 
О(Е) ты 2 Яд? 


利用 (42. 10) 式 进行 求知 ,我 们 可 将 此 公式 表 为 @ 








2 
_ Д 
В = me Th т’ ie >>1 (51.21) 


当 7 了 <<7T,。 时 ,有 n,~n,A~A,, 于 是 B~1/6é. 当 7T, -Т<<Т, Ні, ВЕ А 很 小 ， 

因此 tanh(4/27) =4/27.; 考 虑 到 式 (40.4 一 40.5),(40. 16) ,我 们 又 重新 得 出 
B~1l《i5t5 .所 以 ,在 从 0 到 了 的 整个 温度 范围 内 都 有 

B~1/6é. (51.22) 

因而 ,函数 О (К) Е 51/6, 区 域内 大 致 保持 不 变 (其 中 ,在 大 =0 点 附近 按 

К 的 短 作 正则 展开 ) ;超出 这 个 区 域 ,函数 O(K) 是 误 减 的 ,并 当 大 >> 1/&, 时 按 








Ф 这 里 所 讲 的 借助 温度 格林 函数 获得 这 一 结果 的 方法 ,是 属于 A. A. Абрикосов 和 Л. П. Горьков 
(1958) 的 工作 . 

© 这 种 形式 的 公式 ,是 A.B . Pippard,1953 年 还 在 微观 超 导 理 论 建立 之 前 ,根据 定性 的 考虑 提出 来 
的 . 
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1/E 的 规律 衰减 . 函数 ОСК) 的 这 种 行为 对 应 于 坐标 函数 Q(r) ,后 者 在 тг = 的 
区 域内 ( 按 1/r ) 规 律 衰减 得 慢 ,超出 这 个 区 域 则 按 指数 规律 很 快 地 衰减 .因此 ， 
磁场 和 电流 之 间 的 关联 总 是 延伸 在 ~ 名 的 距离 上 , 应 当 强调 ,这 一 论断 在 从 零 
到 Т, 的 整个 温度 范围 内 都 成 立 . 因而 ,在 $44 中 所 作 关 于 超 导 性 特征 长 度 & 的 
普 适 性 的 论断 ,在 此 我 们 得 到 了 征明 . 


$52 磁场 对 超导体 的 穿 透 深度 


现在 我 们 把 上 一 节 得 出 的 结论 应 用 于 外 磁场 对 超导体 的 穿 透 问题 (这 一 问 
题 的 伦敦 近似 情况 曾 在 § 44 讨论 过 ) . | 

设 超导体 的 界限 为 占据 x >0 半空 间 的 平面 ,而 外 场 名 ( 随 之 也 有 超导体 内 
的 磁感应 强度 B) 平 行 于 表面 并 沿 z 轴 方 向 .于 是 所 有 的 量 只 与 坐标 有关, 此 
时 电流 7 和 矢 势 4( 在 Y .4=0 规 范 内 ) 都 沿 y 轴 方向 .麦克 斯 韦 方程 V_ xB = 
~ ДА =4mi/c 归 结 为 


A"(x) = - 705), x >0. (52.1) 


式 中 的 “表示 对 x 的 微 商 . 

对 于 入 射 到 金属 表面 的 电子 而 言 ,这 个 方程 的 边界 条 件 与 金属 表面 的 物理 
性 质 有 关 . 最 简单 的 情况 ,是 电子 从 金属 表面 作 镜面 反射 . 显然 ,遵从 这 种 反射 定 
律 时 ,半空 间 问 题 等 价 于 无 界 介质 问题 ,在 这 个 问题 中 , 场 4(x) 沿 x=0 平 面 的 
两 边 对 称 分 布 [4(x) =4( -2*)] .这 时 ,作为 * 奇 函数 的 微 商 4'(x) , 当 * =0 时 
不 连续 ,并 当 * 通过 零 时 改变 符号 . 换言之 ,无 界 介质 问题 中 半空 间 平 面 上 的 条 
Е ВЕА' = 名 对 应 于 条 件 

А’( +0) -А’(-0) =2 名 . (52.2) 

将 方程 (52.1) 乘 以 e “, 并 将 它 在 从 - о 到 wm 的 界限 内 对 dx 积分 . 在 方程 

的 左 端 写 出 


Г дета е || (Авт иди | (Але) "ків - Г А’е-№ ах. 
头 两 项 积分 共同 给 出 -2 名 ,而 末 项 已 经 可 以 简单 地 分 部 积分 ,因为 函数 4(x) 在 
x=0 处 连续 . 结果 我 们 得 出 等 式 
2 多 + ACKE) = "КЬ), 


式 中 4(k) 和 (有 ) 分 别 是 定义 在 整个 空间 中 的 函数 4(x) 和 j(%) 的 储 里 叶 分 量 . 
因此 可 用 关系 式 j(k) = - Q(k)4A(k) 把 这 两 个 量 联系 起 来 ,这 里 0(%) 由 上 一 节 
中 得 出 的 公式 给 出 .所 以 ,我 们 求 得 场 的 傅 里 时 分 量 


___ 2% 
АСЮ) = № +4т0(Е)/с (52.3) 
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穿 透 深度 5 定义 为 中 ， 
= Bd A. (52.4) 
将 A(x =0) 用 傅 里 时 分 量 A4(k) 表 达 出 来 ,并 将 (52.3) 式 的 4A( 有 ) 代 入 ,我 们 有 
раг dh 
8-5] Ат. +406 (52.5) 


在 这 个 积分 中 ,大 -4т0/с 的 的 值 域 起 主要 作用 . 在 伦敦 情况 ( 当 6, >> ё, 
时 ) ,这 些 值 很 小 , 即 当 АЕ, <<1. 这 时 0(%) 由 与 无 关 的 表达 式 (51.8) 给 出 , 因 
而 求 (52.5) 式 的 积分 自然 得 出 5 = 2.. 

相反 ,在 皮 帕 德 情 况 ( 当 д, << 如 时 ) ,重要 的 是 积分 中 上 >> 1/6, 的 值 . 这 
里 ,QC(%) 由 表达 式 (51.21) 给 出 ,于 是 求 (52.5) 式 的 积分 得 : 


6 =6, =4/3°%В'”, (52.6) 
考虑 到 (51. 22) 式 ,因此 我 们 求 得 皮 帕 德 穿 透 深 度 
8, ~ (61é06) (52.7) 





上 上 述 计 算 都 属于 电子 由 金属 表面 作 镜 面 反射 的 情况 .但 是 ,在 伦敦 情况 下 穿 
透 深度 根本 与 电子 的 反射 定律 无 关 , 这 一 点 只 要 从 8$44 中 的 5, 值 的 推导 来 看 
就 清楚 了 ; 当 6 >>, 时 ,金属 表面 结构 的 细节 是 无 关 紧 要 的 . 

但 就 在 皮 帕 德 情况 下 , 穿 透 深度 对 反射 定律 的 依赖 实际 上 也 很 不 显著 . Я 
如 ,在 与 镜面 反射 相反 的 漫 反射 的 情况 下 (这 时 电子 以 任何 方向 人 射 , 反 射电 子 
的 速度 方向 ,都 是 各 向 同性 的 ) ,5, 值 只 不 过 是 镜 反 射 时 的 97/8 倍 . 


$53 Ша 


杂质 ,对 超导体 比 对 正常 金属 性 质 的 影响 更 为 深刻 . 只 要 杂质 原子 浓度 x 还 
小 ,对 正常 金属 热力 学 量 的 修正 就 不 大 ,只 有 当 * ~1 时 , 即 当 杂质 原子 间 的 平均 
距离 可 与 晶 格 常数 c 相 比 较 时 这 种 修正 才 变 大 起 来 . 应 当 强调 ,这 里 我 们 所 说 
的 ,当然 是 指 电子 对 热力 学 量 的 贡献 ,并 且 所 谈 到 的 热力 学 量 都 是 被 传导 电子 在 
动量 空间 量子 态 分 布 的 平均 密度 所 决定 的 那些 (例如 : 热 容量 及 弱 磁 场 中 的 磁 
化 率 等 ) . | 

在 超 导 金 属 中 还 有 另 一 种 图 像 . 这 一 情形 与 存在 比 w 大 的 特征 长 度 参 
数 一 一 相干 长 度 &。 有 关 . 由 于 电子 在 杂质 原子 上 的 散射 会 破坏 电子 间 的 关联 
性 ,只 要 电子 的 自由 程 可 与 名 相 比 较 时 ,超导体 性 质 就 能 发 生 显著 的 改变 ;但 这 
时 浓度 * 仍然 很 小 . 这 里 我 们 将 定性 地 讲述 为 了 一 般 了 解 这 些 低 浓度 合金 性 质 





Ф 在场 按 指数 规律 衰减 的 情况 下 ,这 种 定义 与 (44. 13 ) 式 的 定义 是 一 致 的 . 
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所 必需 的 主要 结论 中 . 

设 杂质 原子 不 具有 和 角 动 量 ,因而 也 无 磁 矩 ( 非 顺 磁 杂 质 ). 在 这 种 情况 下 , 杂 
质 对 无 外 磁场 的 超导体 的 热力 学 性 质 只 有 微弱 的 影响 . 因为 这 种 杂质 并 不 破坏 
时 间 反 演 的 对 称 性 .实际 上 ,以 一 定 方式 配置 的 杂质 原子 与 电子 的 相互 作用 ,可 
以 用 某 一 势 场 U(r) 给 以 描述 .根据 克拉 默 斯 (Kramers) 定 理 ,在 这 种 场 中 电子 的 
能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 ,并 且 这 些 能 级 所 对 应 的 状态 恰好 是 彼此 为 时 间 反 演 的 
态 , 因 此 这 些 态 上 的 电子 可 以 构成 库 珀 对 . 这 种 情况 ,和 以 前 讲 过 的 一 样 ,将 发 生 
在 界限 分 明 的 费 米面 附近 . 所 不 同 的 是 ,这 个 面 现在 不 是 给 动量 空间 中 的 占有 态 
限定 界限 ,而 是 给 场 V(r) 内 量子 数 空间 中 的 占有 态 限定 界限 ;在 杂质 浓度 很 低 
的 情况 下 , 费 米面 附近 的 量子 态 密度 的 变化 很 小 . 

因此 显然 , 按 杂 质 原子 的 位 置 求 平均 之 后 所 得 到 的 公式 ,与 纯 超 导体 理论 得 
到 的 公式 只 差 微量 级 的 修正 .特别 是 ,忽略 这 些 无 关 紧 要 的 修正 ,并 不 改变 相 
变 点 温度 7. 和 在 该 点 热 容 量 的 跃 变 值 . 因此 也 不 改变 金 兹 堡 - 朗 道 方程 中 系数 
的 比值 a /5b[ 见 (45.8)] ;这 个 方程 的 形式 本 身 同 杂质 的 存在 与 否 根本 无 关 , 不 
论 对 纯 超 导体 或 对 超 导 合 金 ,方程 都 以 同样 的 准确 程度 成 立 . 

男 一 方面 ,超导体 的 磁性 质 ,尤其 是 磁场 的 穿 透 深 度 , 当 1 ~& 时 就 会 发 生 
显著 的 改变 .我 们 现在 来 估计 一 下 穿 透 深度 ,这 时 假定 :即使 杂质 浓度 * <<1, 自 
由 程 仍 有 i! << & (А. В. Pippard ,1953 ) . | 

ВР 5 АД Е МЕН, НЕ ге Е Е УЕ ВЕ. 
这 就 是 说 ,超导体 中 电流 和 场 之 间 的 积分 关系 式 中 的 核 0(7) ,ХЕГ-1<< Е 距离 
上 就 已 按 指 数 规律 衰减 . 相应 地 ,在 动量 表象 中 函数 0(%) 在 k<1/1 区 域内 现在 
保持 为 一 个 常数 . 这 个 常数 值 ,可 以 在 及 ~1 的 情况 下 ,通过 与 公式 (51.21)( 当 
>> 1/1 >> 1/6, 时 仍然 成 立 ) 的 “接合 "来 确定 . 因此 我 们 求 得 : 


пе? ІА А ма рр 
穿 透 深度 5 由 有 ~ 1/6 时 的 关系 式 请 ~Q(E)/c 确定 ( 见 $52). 利 用 (53.1) 


式 , 得 : 





отно абл 890008) оз) 


АЖУА Ул НЯ ЕЖА, 6 >>1, 后 者 保证 利用 (53.1) 式 是 合理 
的 ;上 标 ( 纯 ) 表 示 无 杂质 情况 下 物理 量 之 值 ,6 值 也 是 指 纯 超导体 之 值 . 表达 式 
(53.2) 也 可 以 表 成 伦敦 公式 ,这 时 要 将 公式 中 的 超 导 电 子 数 密度 理解 为 


Ф А. А. Абрикосов #1 Л. П. Горьков 建立 的 全 部 超 导 合 金 理 论 是 相当 复杂 的 ,并 超出 了 本 书 的 范 
围 . 请 参看 原始 论文 : 冰 3T@35 ‚1588 (1958) ;36 ,319(1959 ) . 
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п-т ТА (53.3) 
如 用 金 兹 堡 - 朗 道 方 程 的 系数 a 和 2 来 表述 , 则 关系 式 (53.2) 就 是 [ 见 


(45.16)]: 
ё, 
а) 


再 考虑 到 上 面 指出 的 比值 a /6 与 杂质 存在 与 否 无 关 , 我 们 求 得 : 


а-а éo/l, 6-5. (&/1)?. (53.4) 
根据 (45.17) 式 ,由 此 我 们 有 关联 半径 
&(Т) ЕТ) (LE) (53.5) 
以 及 (45.18) 式 的 参数 
к-кы &/1 >> ки. (53.6) 


当 自 由 程 充分 小 时 ,x > 17/2 ,因此 足够 “ 脏 ” 的 超导体 属于 第 二 类 超导体 . 

金 效 堡 - 朗 道 方程 对 “ 脏 ” 超 导体 的 适用 范围 ,从 低温 方面 来 看 ,实际 上 只 
限于 条 件 7。 - 7 << 7. 所 需 的 不 等 式 5(7) >> 1, 在 这 种 情况 下 等 价 于 更 弱 的 
条 件 





Та): 
т << ка (2) кт. 

最 后 ,我 们 提 一 下 顺 磁 杂质 超导体 的 性 质 . 这 些 杂质 会 破坏 系统 对 时 间 反 演 
的 对 称 性 ,因而 也 破坏 了 电子 的 成 对 现象 ( 当 存在 磁 逢 时 ,时 间 反 演出 要 求 改变 
磁 逢 的 符号 , 即 实质 上 是 指 把 一 个 物理 系统 换 成 另 一 个 物理 系统 ). 这 些 杂质 对 
超导体 性 质 影响 的 定量 量度 , 乃 是 导致 自 旋 方 向 改变 (与 杂质 原子 发 生 交 换 作 
用 所 引起 ) 的 散射 的 自由 程 ,. ВЕ х 达到 临界 值 时 ,2 ~ 名 , 超 导 性 就 消失 了 . 

但 是 ,事实 上 数量 级 相同 的 临界 浓度 有 两 个 . 当 取 其 中 小 的 x, 时 ,能 谱 中 的 
能 阶 4 将 变 成 零 ; 而 凝聚 体 波 函 数 与 只 在 某 一 浓度 х, > x 时 才 变 为 零 . 在 浓度 
为 和 之 间 的 范围 内 ,将 发 生 无 能 阶 超 导 性 . 因为 推导 $44 中 的 伦敦 方程 
时 ,只 是 利用 了 存在 凝聚 体 波 函数 和 考虑 了 规范 不 变性 这 一 事实 ,所 以 显然 , 超 
导体 的 主要 性 质 一 -存在 超 导 电流 ,有 迈 斯 纳 ( Meissner) 效应 一 一 在 这 个 浓度 
范围 内 仍然 保留. 就 超导体 平衡 性 质 来 说 ,由 于 热 容量 对 温度 不 按 指数 规律 变 
化 ,能 谱 里 便 不 出 现 能 隙 . 应当 指 出 ,这 里 与 $23 中 的 朗 道 超 流 准 则 并 不 发 生 了 巴 
盾 ,因为 这 个 准则 根本 不 适 于 无 序 系统 ( 即 我 们 所 研究 的 合金 类 型 ) ,这 是 由 于 
元 激发 不 是 用 一 定 的 动量 来 表征 的 @. 





Ф 关于 无 能 隙 超 导 性 理论 的 论述 ,请 参看 原始 论文 :A.A. Абрикосов, Л. П. Горьков, ЖЗТФЗ9, 
1781(1960). 
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我 们 不 只 一 次 地 说 过 ,在 费 米 系统 中 产生 超 流 性 的 基础 是 库 珀 效应 一 一 在 
费 米面 上 相互 吸引 的 粒子 构成 束缚 态 ( 即 组 成 粒子 对 ). 对 于 费 米 气 体 来 说 , 吸 


引 作用 的 条 件 可 以 表达 为 要 求 散射 长 度 4 = | Ud'x 具有 负 值 ,也 就 是 说 ,处 于 相 


对 运动 轨道 角 动 量 为 零 (1 =0) 的 状态 的 两 个 粒子 的 散射 幅 具 有 正 值 (在 小 能 量 
情况 下 , 正 是 这 个 态 给 散射 以 主要 贡献 ). 

但 是 ,正确 而 更 有 力 的 论断 是 :不 论 轨道 角 动 量 1 为何 值 ,只 要 相互 作用 具 
有 吸引 性 质 , 就 会 发 生 粒 子 成 对 现象 (结果 就 产生 超 流 性 ) (Л. Д. 朗 道 ,1959). 
应 当 强 调 , 在 讲 到 各 向 同性 系统 (液体 或 气体 ) 时 ,可 以 按 1 值 给 状态 分 类 . 

现在 对 费 米 气体 来 证 明 这 一 论断 ,这 里 所 用 的 方法 是 ;只 根据 系统 (正常 费 
米 气 体 ) 在 温度 了 > 了 . 时 的 性 质 ,在 原则 上 能 够 确定 出 向 超 流 态 转变 的 温度 7.. 

在 $18 中 曾 提 到 ,在 正常 费 米 系统 格林 函数 这 一 数学 工具 中 ,粒子 对 的 束 
缚 态 能 量 可 表现 为 顶 角 函 数 Г 的 极点 ;对 于 温度 项 角 函 数 (Tz0 时 ) 也 是 一 样 ， 
该 函数 我 们 用 F 来 表示 . 当 出 现 这 种 极点 之 后 ,整个 这 个 数学 工具 事实 上 就 不 
用 了 . 但 我 们 还 是 把 它 应 用 于 最 初 的 时 刻 ,这 时 ,温度 降低 并 当 了 = Т, 时 初次 出 
现 极点 ,而 且 粒 子 对 的 束缚 能 在 这 一 时 刻 应 等 于 零 ; 超 流 态 和 正常 相 的 状态 这 时 
是 一 致 的 . 


在 如 下 的 骨架 图 上 : 
3 1 
4 2 
圆圈 表示 一 9. 相 变 点 7 这 样 来 确定 :按照 上 边 指出 的 理由 , 它 是 在 
ба =lo=0，P， +р, =0 (54.1) 


的 情况 下 ,FS 具 有 极点 时 的 温度 .第 一 个 等 式 表示 ,成 对 粒子 都 处 于 费 米面 上 ,而 
粒子 对 的 束缚 能 等 于 零 ;第 二 个 等 式 的 意思 是 ,成 对 粒子 具有 相反 的 动量 . 
不 论 粒 子 间 的 吸引 作用 多 么 微弱 ,都 能 产生 粒子 对 . 显然 ,为 产生 极点 ,必须 
使 顶 角 函数 的 微 扰 论 级 数 的 一 些 项 在 (54.1) 条 件 下 并 当世 一 0 时 ( 当 吸 引 弱 
时 ,7 也 小 ) 含 有 发 散 的 积分 ;否则 ,所 有 对 一 级 近似 有 限 项 的 修正 ,在 任何 温度 
下 都 将 明显 地 小 于 这 一 项 ,而 且 不 可 能 出 现 极点 . 
梯形 图 级 数 
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—— 1 
а (54.2) 
1 Д | 2 4 1 | Г 2 


4 -一 一 一 2 4 


4 2 


将 满足 这 一 要 求 . 随后 将 会 看 到 ,在 从 第 二 个 图 起 的 全 部 图 中 ,由 于 增加 虚线 所 
带 来 的 微小 相互 作用 ,在 上 述 意 义 下 ,被 积分 的 发 散 所 补偿 吕 . 

把 从 (17.3) 式 变 到 (17.4) 式 时 曾 用 过 的 方法 应 用 于 这 个 级 数 后 ,我 们 发 
现 , 等 式 (54.2) 等 价 于 图 方程 








Р, Р, 
Р; Р! Р, Р; 
一 
- Po 1 这 = 1 Pi-Ps (54.3) 
下 -| 
—Рз Р; -Р; Р; 
-Ps -Pi 


图 的 自由 端 线 和 内 线 对 应 于 (54.3) 图 [已 考虑 到 条 件 (54.1) ] 中 所 示 的 各 宗 量 : 
Р, =(0,р,), Р, = (0,р,), О = (16,,4). 
理想 气体 格林 函数 的 自 旋 依赖 关系 分 离 成 92 55,9 К ВОВ 
数 ( 没 有 反对 称 化 !) 的 自 旋 依赖 关系 为 
Fs og (Ps ,PP ,P,) 26,67 (P,P, ;P, ‚Р,) 
将 图 (54.3) 按 $38 中 所 指出 的 规则 展开 并 缩 并 自 旋 因 子 ,我 们 即 得 到 关于 函数 
的 积分 方程 
УР. -рз;р., -Р,) + 


+Т 2, {vps -9) FV (CG GV (7,, -qx 


х.7(4, -а;р., -Pi) =U(p, -р.). (54.4) 


_d9 
(2T) 

此 方程 中 的 求 和 及 积分 中 ,离散 变量 С, 的 一 些小 的 值 和 费 米面 附近 的 诸 9 
值 最 为 重要 ( 见 下 文 ). 因 此 ,在 积分 号 下 的 因子 С ИЕ =0 及 9 = 
pr: 在 费 米面 上 还 有 矢量 p, Тр,. 所 以 ,方程 (54.4) 中 函数 和 U0 的 每 一 个 ,都 
只 与 一 个 独立 变量 一 一 费 米面 上 三 个 矢量 р,,р, 和 g 中 的 任意 两 个 之 间 的 夹 角 





中 ”本 来 还 需 绘 出 图 (54.2) 因 交换 端 线 3 和 4 而 补充 的 同样 的 图 级 数 ,以 使 顶 角 函 数 对 它 的 自 旋 和 
轨道 宗 量 反对 称 化 . 但 这 里 为 了 达到 确定 7, 的 目的 ,可 以 不 必 这 样 做 ,因为 在 顶 角 函 数 的 这 两 部 分 中 会 
同时 出 现 极 点 . 
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有 关 . 
现在 我 们 可 以 求解 方程 (54.4) ,为 此 将 ОЯ УВЕЛА: 


О(%) = > (21 +1)аР, (соз 9), 
的 (54.5) 
97(9) = У (21+ 1).7Р, (сов 9). 


д 9 жЕЖЕТХЕ-—НАМХЕ НИЯ. 将 这 两 个 展开 式 代 和 人 (54.4) 
式 ,并 借助 于 球 函 数 相 加 定理 按 方向 求 积 分 ,得 : 

Я +0.П) =а,, (54.6) 
式 中 





_ = (0) 2 dg _ 
п-т У, Гия (4,4) ғ 


= > [5 н (54.7). 
函数 9 Ң (37. 13) =, Ш т, = 9*/2т - шо, (9 -ps). 根据 求 和 公式 
(42.10), ЛЖ: 





п 9 dg 
П = ТЕЕ > ; | tanh 了 (54.8) 


对 94 = dm/vs 的 积分 ,在 积分 上 限 处 的 发 散 是 虚假 的 ( 见 150 页 上 的 注解 ) ， 
因而 积分 应 当 在 某 个 7= 有 zi 处 截断 D0. 但 当 Т0 时 ,积分 在 下 限 处 也 呈 对 数 发 
散 , 即 有 ln(1Z7) 的 行为 . 

由 (54.6) 式 可 见 , 在 

1+al=0 (54.9) 
的 条 件 下 ,7 将 变 为 无 穷 大 ( 即 9 有 极点 ) .方程 (54.9) 同 在 ! =0 值 时 确定 粒子 
成 对 的 相 变 点 的 方程 (42. 11 ) 在 形式 上 是 一 致 的 ,所 不 同 的 只 是 要 把 后 一 方程 
中 的 “耦合 常数 "8g 换 成 -~ oj[ 对 比 (42.11) 式 ]; 若 把 此 公式 理解 为 确定 Т 的 方 
程 , 还 需 在 公式 中 取 4 =0, 50 =(р) #5 п, НИТ. 因此 我 们 看 到 ,只 要 有 一 
个 a, 值 是 负 的 , 顶 角 函数 就 有 极点 ;这 时 相 变 温度 


ТФ = = 之 Biexp | - -二 ) (54.10) 
[а, [yy 


[比较 (40.4) 和 (39.19) 式 ]. 假 如 ! 取 一 系列 不 同 的 值 , 且 а, <0, 则 相 变 发 生 在 





Ф 由 于 (54.7) 式 中 对 的 求 和 很 快 地 收敛 ,所 以 在 求 和 式 中 实际 上 重要 的 只 有 小 的 值 ,而 对 dg 
积分 的 对 数 性 质 , 则 证 实 9 接近 于 рь 的 假设 是 正确 的 . 
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对 应 于 最 大 的 1a,1 的 温度 Т.Ф 

可 以 证 明 , 在 一 切 由 电 中 性 原子 组 成 的 费 米 气体 (或 液体 ) 中 ,只 要 1 值 足够 
К,а, 在 任何 情况 下 都 必定 是 负 值 (AI. П. Питаевский ,1959). =, н 7 
的 相互 作用 ,总 会 发 生 在 大 距离 范围 上 ,在 这 样 距离 内 相互 作用 具有 吸引 的 性 
质 , 即 所 谓 范 德 瓦 尔 斯 吸引 . 

在 实际 存在 的 这 类 液体 一 一 液态 He 同位 素 中 ,产生 超 流 性 ,看 来 有 赖 于 
l=1 时 的 粒子 对 @. 这 里 我 们 不 去 详细 研究 超 流 相 的 结构 ,而 只 是 简单 地 讨论 一 
下 如 何 选择 区 分 超 流 相 与 正常 相 的 序 参数 . 当 高 于 相 变 点 时 等 于 零 .而 低 于 相 变 
点 时 不 等 于 零 的 物理 量 ,是 反常 格林 函数 Е (г, з, ) Е (т ғ) 3 Е 841 
中 曾 指出 , 它 起 着 束缚 粒子 对 的 波 函 数 的 作用 . 它 在 费 米面 上 ( 即 当 p = 2рьп 
时 ) 的 傅 里 时 分 量 Fs(p) 是 方向 n 的 函数 (和 在 1=0 时 粒子 对 的 情况 一 样 , 它 
不 是 常数 ). 因为 y 算 符 是 反对 易 的 ,函数 F,(n) 对 于 粒子 交换 当然 是 反对 称 


”的 : 


Еп) = -Е,.(-п). 

在 粒子 对 构成 1=1 的 情况 下 (对 任何 奇数 值 角 动 量 也 一 样 ) ,Fs 是 a 的 奇 
函数 ,因此 Fw 是 一 个 对 称 旋 量 . 这 就 是 说 ,粒子 对 的 自 旋 等 于 1, 对 于 1 为 奇数 的 
两 个 全 同 费 米子 的 状态 来 说 ,本 应 如 此 . 二 阶 对 称 旋 量 等 价 于 -一 个 矢量 ,我 们 用 
d 来 表示 它 . 在 1=1 的 情况 下 ,d 对 n 的 依赖 关系 应 当 符 合 于 勒 让 德 多 项 式 
Р,(соѕ 0) , 即 具 有 线性 关系 :d = уп. 于 是 复 二 阶 张 量 yi (不 一 定 是 对 称 的 1 
可 以 描述 超 流 相 . 实际 上 存在 两 种 不 同 的 液态 *He 的 超 流 相 ,而 它们 是 用 张 量 
yx 的 不 同形 式 加 以 区 别 的 ， 





Ф 应 当 指 出 ,假如 所 有 的 w >0, 则 不 会 发 生 相 变现 象 ,并 且 多 的 公式 (54.6) 在 直到 7 了 =0 的 任何 
温度 都 能 成 立 . 当 Т0 时 所 有 У 08 гости 71 的 规律 趋 于 零 . 正如 24 页 的 注解 中 提 到 的 事实 :动量 
相反 的 粒子 的 函数 9 (还 有 准 粒子 相互 作用 函数 .六 , 当 7-0 时 变 成 零 . 

@ 在 温度 ~10 “kK 时 ,发 生 相 变 . 应 当 指出 ,小 的 7, 保证 存在 一 个 区 域 , 可 以 将 正常 费 米 液体 理论 
应 用 于 液态 " He. 


В 


ВЕ -一 
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晶体 中 各 原子 的 电子 壳 层 彼此 强烈 地 相互 作用 . 因此 ,已 经 不 能 说 单个 原子 
的 能 级 ,而 只 能 说 整个 晶体 全 部 原子 的 电子 壳 层 集体 的 能 级 . 对 于 不 同类 型 的 固 
体 ,其 电子 能 谱 的 性 质 不 同 . 作为 研究 这 些 能 谱 的 准备 步骤 ,还 必需 讨论 单 电子 
在 空间 周期 外 电场 ( 晶 格 模型 ) 的 行为 ,这 是 一 个 更 加 公式 化 的 问题 ,将 在 
$55— $60 "Ж. | 

场 的 周期 性 意味 着 : 场 在 平移 任何 形 为 a = па, +п,а, + па, 的 矢量 保持 不 
(На, ,az ‚а, 是 晶 格 的 基 周 期 ( 基 格 矢 ) ;m п, ,ms 是 整数 ) 

U(r+a) = О(г), (55.1) 

НК, ЫЛЕ Н р Рд Н ЕЕ 1 Е. 对 于 任意 变换 гэг +a 也 是 不 变 
的 . 由 此 得 到 ,如 果 ww(r) 是 某 一 定 态 的 波 函 数 , 那 么 y(r+a) 也 是 描写 同样 电子 
状态 的 薛 定 刘 方 程 的 解 . 这 表明 ,两 个 函数 是 一 致 的 ,其 精度 只 差 一 个 常数 因子 : 
br+a) = 常数 .yw(r). 显然, 常数 的 模 应 等 于 1, 否 则 , 当 无 限 次 重复 位 移 e( 或 
者 -ea) 时 , 波 函 数 将 趋向 无 穷 大 . 具有 这 样 性 质 的 函数 的 一 般 形式 为 : 


V(r) =e "u(r). (55. 2) 
其 中 是 任意 (实数 ) 常 矢量 ,而 wx 是 周期 函数 
ив(г+а) =u(r), (55.3) 


这 个 结果 首先 由 布 洛 赫 (F. Bloch ,1929 ) 获得 ;(55.2) 形 式 的 波 函数 称 为 布 洛 蒜 
函数 ,因此 周期 场 中 的 电子 常常 叫做 布 洛 赫 电子 . 

一 般 说 来 ,在 给 定 庆 值 时 , 醉 定 记 方 程 有 各 种 解 的 无 穷 系 列 , 这 与 电子 能 量 
sl 上 k) 各 种 离散 值 的 无 穷 系列 相对 应 ,yi 的 下 标 s 标志 这 些 解 ,这 种 下 标 (能 带 序 
号 ) 也 应 刻 划 函数 e = е, (К) 的 不 同 分 支 一 一 即 电子 在 周期 场 内 的 色散 律 . 在 每 
个 带 内 能 量 取 遍 一 定 的 有 限 区 间 值 . 
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对 于 不 同 的 带 , 这 些 区 间或 被 “能 隙 ”所 隔 开 或 部 分 地 交 释 ;在 后 一 种 情况 
下 , 交 礁 区 域 里 的 每 个 能 量 值 对 应 于 各 带 中 不 同 的 上 值 .这 在 几何 上 表明 :对 应 
于 两 个 交合 带 ;,s' 的 等 能 面 位 于 上 空间 的 不 同 区 域 . 能 带 交 到 形式 上 表示 简 
并 一 一 不 同 态 具 有 相同 的 能 量 . 但 是 ,既然 这 些 态 对 应 不 同 的 上 值 ,那么 ,在 能 谱 
中 就 不 会 有 任何 奇异 性 . 应 该 将 带 的 交叉 跟 交 又 的 一 般 情形 区 别 开 来 ,交叉 时 
в, (К) Ж в, (kk) 之 值 在 相同 的 点 上 是 相同 的 (等 能 面 交 叉 ). 通常 只 把 这 种 情 
况 理 解 为 简 并 ;交叉 使 能 谱 中 出 现 一 定 的 奇异 性 . 

当然 ,具有 不 同 的 s 或 的 一 切 函 数 ;都 相互 正 交 , 特 别 是 ,由 :不同 而 
相同 的 yx 的 正 交 性 中 得 出 函数 wx 的 正 交 性 . 此 时 ,由 于 函数 的 周期 性 ,积分 按 
唱 格 的 一 个 元 胞 体积 * 进行 已 足够 了 ;相应 的 归 一 化 为 


Галаа =5,,, (55.4) 


当 平移 变换 rr +a 时 ,矢量 的 意义 在 于 用 来 决定 波 函 数 的 行为 . 用 e*“ 
乘 波 函数 





| bus(r+d) =e (р), (55.5) 
由 此 立即 得 到 , 量 & 按 其 定义 不 是 单 值 的 : 差 任 一 个 倒 格 和 撩 5 的 动量 值 , 都 会 使 
波 函 数 具 有 相同 的 行为 (因子 exp i(k+b)aj =exp( 认 .a)). 换 言 之 ,这 样 一 些 
Kk 值 在 物理 上 是 等 价 的 ,它们 对 应 于 同一 个 电子 态 , 即 同一 个 波 函 数 . 可 以 说 , 函 
Жу. (在 倒 格 子 中 ) 是 下 标 上 的 周期 函数 : 
Ys СГ) = фиг), (55.6) 
能 量 也 是 周期 性 的 : 
e (天 + 五 ) = e (Е). (55.7) 
函数 (55.2) 式 同 自由 电子 波 函 数 一 一 平面 波 几 = 常数 xexp( 记 .，r 直 有 某 
种 相似 性 . 这 时 恒 矢 量 大 作为 守恒 量 .我 们 又 得 出 电子 在 周期 场 内 准 动量 的 概 
念 (如 第 五 卷 $71 中 的 声 子 ). 我 们 着 重 指出 ,在 这 种 情况 下 根本 不 存在 真正 的 
守恒 动量 ,因为 在 外 场 内 动量 守恒 定律 是 不 成 立 的 .但 是 ,绝妙 的 是 在 周期 场 内 ， 
电子 仍然 可 以 用 某 一 恒 矢 量 来 表征 . 
在 给 定 的 准 动 量 为 ЛЕ 的 定 态 上 ,真实 动量 以 各 种 概率 可 有 无 穷 多 个 有 (k+b) 
形式 的 值 . 这 是 因为 ,空间 周期 函数 展 成 傅 里 叶 级 数 , 含 有 形 为 e* 的 各 项 : 
ик (Г) = У а, ee 
因此 波 函 数 (55.2) 分 解 为 平面 波 
фи (г) = У аке, (55.8) 


ЕТАЖИ Р (Е +Ь) тИ 8 Эс, З Р О ЈА Н НЕ (55.6). 需 
要 着 重 指 出 ,这 个 事实 [连同 性 质 (55.6) ] 不 是 加 给 波 函数 的 条 件 ,而 是 场 U(r) 
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的 周期 性 的 自然 结果 . 

矢量 在 物理 上 的 一 切 不 同 值 丝 分 布 于 倒 格 子 的 一 个 元 胞 内 . 这 个 元 胞 的 
“体积 "等 于 (2r) /wv, 其 中 4 是 晶 格 本 身 的 元 胞 体积 . 另 一 方面 ,用 k/2r 空间 的 
体积 来 决定 与 其 对 应 的 (物体 每 单位 体积 的 ) 状 态 数 . 因此 ,每 个 能 带 里 的 状态 
数 等 于 1/v, 即 等 于 晶体 单位 体积 中 的 元 胞 数 . 

函数 se,(k) 除 了 在 空间 内 的 周期 性 外 ,还 有 与 晶 格 方向 对 称 性 ( 晶 类 ) 相 
对 应 的 转动 和 反射 对 称 性 . 并 且 ,不 论 在 此 晶 类 中 是 否 存在 对 称 中 心 ,总 有 

&в,(-Ё) =в,(К), (55.9) 
这 个 性 质 是 时 间 反 演 对 称 性 的 结果 .事实 上 ,由 于 这 个 对 称 性 ,如果 yy 是 电子 的 
定 态 波 函 数 , 那 么 其 复数 共 轿 函数 y; 也 是 描写 同一 能 量 的 某 个 态 . 但 在 平移 时 ， 
:要 梯 以 。““, 即 与 其 对 应 的 准 动量 是 -kQ@. 

下 面 我 们 研究 周期 场 内 的 两 个 电子 . 把 它们 看 成 一 个 波 函 数 为 $y(r,r,) 的 
系统 ,我 们 发 现 , 在 平移 时 这 个 波 函 数 应 该 乘 以 。… 型 的 因子 . 这 里 ,k 可 称 为 系 
统 的 准 动量 . 男 一 方面 ,电子 间 的 距离 很 大 时 , 波 函 数 沙 (ri,r,) 归 结 为 单 电子 波 
函数 之 积 , 且 在 平移 时 乘 以 ee”**. 由 于 要 求 此 因子 的 这 两 种 写法 一 致 ,我 们 
得 到 

К ЕК, +К, +В (55.10) 

特别 是 ,由 此 得 出 :在 周期 场 中 运动 的 两 个 电子 碰撞 时 ,其 准 动量 之 和 的 守恒 性 
精确 到 可 差 一 个 倒 格 矢 : 

К, + 天 = Е + +b. (55.11) 

在 定义 电子 平均 速度 时 ,还 要 说 明 准 动量 和 真实 动量 间 进 一 步 的 相似 性 , 计 
算 平 均 速 度 , 需 要 知道 表象 中 的 速度 算 符 = 六 在 此 表象 中 , 算 符 作用 在 任意 
披 函 数 按 本 征 函 数 yw 展开 的 系数 Ce 上 


y= У сал. (55.12) 
首先 求 算 符 六 我 们 有 恒等式 : 
以 = У | сае У [ с, ( i неа dk 





ok ok 
对 第 一 项 分 部 积分 ,在 第 二 项 中 将 周期 函数 aw/3k( 类 似 ws 本身 ) 按 同一 个 
ВЕЗЕР и: 
ди 


в = -i У (51015 Куи. (55.13) 





Ф 在 能 带 交 全 时 ,严格 说 来 ,由 这 些 论证 只 能 得 到 с, (Е) = e,.(k) ,其 中 s 和 s' 是 某 能 带 的 序号 . 
然而 ,适当 地 规定 函数 (Д) 的 各 不 同 分 支 的 序号 ,总 可 获得 (55.9) 式 . 
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Ж (КОТУ 是 常 系数 . 得 到 
m= У | = 
= У | 人 2 > (s'k1Q1sk) Co у 8? 
男 一 方面 , 按 算 符 ; 的 定义 ,应 该 有 
Fy = > | CGC) у.а? 





dk+ У с. окото) = 





与 已 得 表达 式 比 较 , 则 得 
р-а +0 (55.14) 
ЕНОБЖ) Окон. н ЕН к В 


ХК, О НЕА ЕЯ А0. 
按 一 般 的 原则 ,电子 的 速度 算 符 是 由 ? 算 符 同 哈密 顿 算 符 的 对 易 关 系 得 到 


的 .在 大 表象 内 ,哈密 顿 算 符 с е, (Б) 的 对 角 矩 阵 , 其 指标 是 大 和 能 带 
序号 ;@. 而 只 作用 在 变量 大 的 算 符 ax 是 对 指标 * 的 对 角 和 矩阵. 因此 表 式 


Ти д 1(59 әр д 
б =--(Й#-РН) = ЕСЕД +0 
中 的 第 一 项 是 对 角 和 矩阵 ,其 矩阵 元 是 : 

9 3 1 
0800600 ) = 
2 矩阵 元 同 2 矩阵 元 的 关系 是 

CsklQ1s'k) = Le,(k) – е, (К) ОК. 


这 个 表达 式 在 * = "ПРЕ, О 没有 按 能 带 序号 的 对 角 元 . 这 样 一 来 ,终于 求 
得 电子 速度 的 矩阵 元 : 


(іо 18) = 


де, (Е) 
ӘК 





де, (К) 
Вок ’ 
这 个 矩阵 的 对 角 元 是 速度 在 有 关 态 上 的 平均 值 . 于 是 ,此 值 作 为 准 动量 的 函 
数 表 示 为 


Csklv 15'К) = (55'К), (зэ25'). (55.15) 





_ де,(К) | 
ъ= 一 РЕ” (55.16) 





它 完全 类 似 于 通常 的 经 典 关 系 . 





Ф ”确切 地 ,应 该 说 成 ks 表象 .我 们 记 碍 ,在 这 个 表象 中 的 波 函 数 Cu 并 非 完 全 任意 的 ,它们 应 该 对 
为 周期 函数， 
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今 为 止 ,我 们 的 叙述 都 没有 涉及 电子 的 自 旋 . 当 忽略 相对 论 效应 ( 自 旋 与 
пню), 考虑 自 旋 将 单纯 地 使 准 动量 值 为 的 每 一 能 级 产生 二 度 
简 并 , 即 在 空间 某 一 确定 方向 自 旋 有 两 个 投影 值 . 当 考 虑 自 旋 - 轨道 相互 作用 
时 ,情况 随 唱 格 是 否 有 反 演 中 心 而 不 同 . 

周期 场 中 电子 的 自 旋 - ЯН ВиКи 


^ 


到 = 一 (rrxVD)， (55.17) 


2 2 с? 
其 中 oo мя (НМ $33). 这 个 算 符 作 用 的 波 函 数 是 一 阶 旋 量 yy， 
其 中 a 是 旋 量 指标 . 根据 Kramers 定理 (参阅 第 三 卷 $60) ,对 任何 电场 (其 中 包 
括 周 期 场 ) ,复数 共 轿 旋 量 x。 和 yi。 总 是 描绘 同一 能 量 的 两 个 不 同 的 态 . 因为 ， 
此 时 函数 yy%。 对 应 于 准 动 量 -大 ,所 以 我 们 重新 (现在 已 经 计 及 自 旋 - 轨道 相互 
作用 ) 得 到 (55.9) 型 的 关系 
е,„(-) =e (Kk), (55.18) 

其 中 指标 о 和 cz 用 以 区 分 两 个 不 同 ( 时 间 反 演 ) МН ЖЕ. 

当然 ,等 式 (55.18) 并 不 意味 着 前 面 说 过 的 那 种 简 并 ,因为 能 量 在 等 式 两 侧 
分 属于 不 同 的 天 值 .但 是 ,如 果 晶 格 具 有 反 演 中 心 ,那么 大 和 -大 的 状态 便 有 相 
同 的 能 量 . 这 时 我 们 得 到 等 式 se,, (Kk) = s,,(k) ,这 再 一 次 表明 准 动量 确定 的 每 
一 能 级 有 二 度 简 并 . 

除了 与 时 间 反 演 对 称 有 关 的 简 并 外 ,周期 场 中 的 电子 还 可 能 有 品格 空间 对 
称 所 引起 的 简 并 . 这 些 问题 后 面 在 8 68 里 将 可 阐述 


习 题 
І. 试 求 在 如 图 10 所 示 的 周期 场 内 做 一 维 运动 的 电子 的 色散 规律 (R. Kro- 
ше, У. С. Реппеу ,1930) 
解 :在 阱 1 的 区 域 (0 <x <a), 波 函数 为 


у = суе!" toe т", к 一 /2me /hh, (1) U(x) 
ПЕНИ -5<х<0) ЖЖ 


у= сце +с.е "", к= V2m(e -UY)/h. I В 
(2) = 


ЕЗ ХАА ШК, жан (2) дж 
Деж (а + 是 场 周期 ): 图 10 





Ф НААЖ -轨道 相互 作用 , 自 旋 投 影 算 符 同 哈密 顿 算 符 已 经 不 可 对 易 . 所 以 这 个 投影 不 守恒 ， 
而 ,严格 说 来 , 自 旋 态 不 可 用 这 个 数 来 表征 . 
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у = е0 [ое 人 + cre "2070 ] (3) 
小 和 由 ' 在 点 %*=0 和 %=a 的 连续 性 条 件 , 对 于 cl,…,c4 给 出 四 个 方程 ;这 些 方程 
的 相 容 性 条 件 导 致 色散 方程 


K 
cos к(а + б) = соѕ ка * соѕ к, - (5 +2) эт куа * sin кб. (4) 
2 \к к 


这 个 方程 不 是 以 显 形式 确定 待 求 的 关系 (№. Е=<Ц 时 ,ks 为 虚 值 ,于 是 方 
程 应 写成 下 列 形式 








(= к 


1 
cos k(a +6) =cos куа * соѕћ1к,Б1 + 一 一 
к; [к, | 


5 ) ка * ѕіпћ1к,61. 
(5) 
如 果 在 (5) 式 中 ,在 ИБ = 常数 三 Pa 条 件 下 取 极 限 О оо ,一 0, 则 得 色散 
方程 


2 ， 
Рта? әп ка 








cos ka = соѕ KiQ +— . (6) 
ћ куа 
这 个 方程 解决 了 5 函数 各 峰 组 成 的 周期 场 

U(x) =aP У 5(л-ап) 


内 的 能 谱 问 题 .在 图 11 上 用 图 解法 给 出 方程 (6) 的 根 的 分 布 .这 里 描绘 的 是 方 
程 右 侧 作为 kia 的 函数 的 图 像 . наи +1 间 的 所 有 值 时 ,方程 的 根 值 跑 遍 
横 轴 上 粗 线段 所 表示 的 区 域 . 










/| 
Мат 


ЕЕЕ а аач 


В 11 


ка 


2. ЖЖ 999 О(х) 内 粒子 一 维 运动 的 色散 规律 . 
解 : 将 场 看 作 微 扰 ,从 零 级 近似 出 发 ,粒子 进行 以 平面 波 
у (х) = (Ма) ем 
描写 的 自由 运动 ( 归 一 化 取 成 在 Na 长 度 上 有 一 个 粒子 ,a 是 场 的 周期 ); 粒 子 的 
Е = = 07 /2т. 将 周期 场 U(x) 表 示 成 博 里 叶 级 数 的 形式 ; 
И(х) = У 0 егт" 


一 四 
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这 个 场 对 平面 波 所 取 的 纸 阵 元 只 在 波 失 为 有 和 天 = 有 +2Tnva 的 态 间 跃迁 
才 不 为 零 ,此 时 Us =0,. 

在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,能 量 的 修正 是 由 一 与 上 无 关 的 常量 对 角 算 阵 元 
2) = Оа = О, 给 出 的 , 即 能 量 的 原点 只 作 位 移 而 已 .但 是 ,在 k=Tn/a(n= +1, 
+2,…) 值 的 领域 ,能 级 是 个 例外 ,在 这 些 点 上 与 = Е -2пп/а 的 值 只 差 一 符 
号 . ИИ, = (Е) № = (k') 是 一 臻 的 .于 是 ,在 这 些 值 的 邻 域 中 ,能 量 相近 
状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 不 为 零 . 为 了 定 出 修正 值 ,就 需要 借助 于 本 征 值 相近 情形 
的 微 扰 论 方法 (参阅 第 三 卷 $79) ,第 三 卷 的 (79.4) 式 给 出 答案 .根据 该 公式 , 现 
在 有 

elk) =5-[8° CN +em (&-К,)] + 
其 中 ,=2mn/a, 并 删 去 了 可 加 常数 [in; 平 方 根 前 符号 的 选择 应 满足 如 下 的 要 
求 : 当 远 离 k= А /2 и, а (В) 应 过 渡 到 se (有 .+ 号 和 -号 分 别 对 应 
ТАА Е > 18,212 11 < ТЕ, 21, ЖЕ ЕЕ +12 ЖЖ = ВЖЕ 
21U,1 的 跳跃 .在 图 12a 上 ,描绘 出 的 能 量 e( 有 ) 是 作为 变量 上 的 函数 ,的 取 值 范 
围 为 - o 到 um. 如 果 将 天 值 ( 准 动量 ) 取 在 +m/ae 之 间 , 就 得 到 图 12b, 其 中 绘 出 
头 两 条 能 带 ， 


\ 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
і 
1 
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图 12 


我 们 注意 到 图 12( 同 图 11 一样) 的 能 带 并 不 交 登 ,这 是 周期 场 中 一 维 运动 
的 普遍 特性 . 每 个 能 级 ( 按 上 的 符号 ) 是 二 重 简 并 的 ,在 一 维 运动 时 完全 不 能 出 
现 更 大 的 简 并 度 . 我 们 还 要 指出 ,在 一 维 运动 情况 ,每 个 能 带 的 边界 [能 量 s(%) 
的 最 小 值 和 最 大 值 ] 对 应 于 数值 上 =0 和 上 = т/а. 这 是 因为 ,在 禁 式 区 间 相 对 应 
的 能 量 , 其 波 函 数 在 平移 一 个 周期 a 时 , 需 乘 以 某 一 实数 因子 (因此 在 无 穷 远 处 
波 浮 数 变 为 无 穷 大 ) ,而 在 能 量 的 允许 区 间 , 在 平移 时 , 波 函 数 需 乘 以 因子 e*. 
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于 是 ,在 禁 式 区 间 和 允许 区 间 之 间 的 边界 上 ,这 个 因子 应 同时 为 模 等 于 1 的 实 
数 . КК ka Ф 9 Ф 1 т. 
. 试 求 下 述 一 维 周期 场 内 粒子 的 色散 规律 ,这 个 场 是 满足 ВАЖНЫ 

инанан ). 

解 : 类 似 求解 双 势 阱 中 能 级 分 裂 (第 三 卷 850 习题 3) 问题 的 步骤 .Wo(x) 是 措 
写 在 一 个 热 阱 中 运动 (具有 某 一 能 量 eu ,图 13) 的 归 一 化 波 函 数 , 也 就 是 说 从 势 阶 
两 侧 离 开 边 界 时 波 函 数 按 指数 函数 襄 减 ;这 个 函数 是 实 遂 数 ,而 且 可 以 是 变量 % 的 
偶 函 数 或 奇 函 数 .对 于 周期 场 内 运动 的 粒子 ,正确 的 零 级 近似 波 函 数 是 求 和 式 





4, (=) -сУ е кер (хап), (1) 
共 中 人 C 是 归 一 化 常数 ( 当 平 移 ‰ 一 "x+a 时 ,这 个 函数 应 该 乘 以 因子 e*). 
НЕЕ 
2 
Ф +2 е() - 0(х) 4, =0, 


ТА а, -U(x) ]y, =0. 


第 一 个 方程 乘 以 Wo ,第 二 个 方程 乘 以 败 , 逐 项 相 减 ,并 在 界限 - а/2,0/2 内 (图 
13) ах. ЖИП, Я у, (х) у, (х - ап) Е поо 时 处 处 很 小 ,那么 
Г. (к), (#)4х=С. 

我 们 得 出 

=(Ё) -eo = уар, фор чл. 
ЖЖ. (1) Ф, Ш х=а/2 时 应 当 只 保留 n=0 和 n=1 的 项 ,并 且 根 据 耻 数 
оннан (2) - (对) ,有 

4, (а/2) = Су, (а/2) (1+2), 

у! (а/2) = Су! (а/2) (1же*). 
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同样 ,在 x*= -а/2 时 ,只 应 保留 n=0 和 n=1 的 项 .结果 得 到 
E(k) - в = :ay, (2 7 ) (5 7 ) сз ka. 
这 里 尚 需 代入 值 
(2) = [7 ep | -* |. рс) тах |, 
кам) 
其 中 四 是 粒子 在 势 阱 中 振动 的 经 典 频率 ;jxo 是 与 能 量 о 对 应 的 反 转 点 .最 后 得 到 
2( 天 ) -eo = + сов ка, р = е | -4 IpP(x)1dx |. 


这 样 一 来 ,在 孤立 势 阱 中 运动 粒子 的 每 一 能 级 so ,将 展 成 帘 度 为 2iwD' /Tm 的 
细 能 带 , 这 个 宽度 决定 于 两 个 势 阱 间 势 刍 的 透射 系数 D. 


$56 外 场 对 晶 格 中 电子 运动 的 影响 


我 们 研究 晶 格 上 施 以 一 恒定 磁场 豆 时 电子 的 运动 . 在 坐标 表象 内 ,电子 在 
周期 场 V(r) 内 的 哈密 顿 量 为 











г). (56.1) 
(其 中 P= -інУужА ЗЕ), НИЯ , 按 通常 方式 引进 外 磁场 后 
Я-А)” 
B= (р А) +0(г), (56.2) 


其 中 4(r) 是 场 的 矢 势 .但 是 ,在 场 足 够 弱 的 情况 下 ,过 渡 到 准 动量 表象 ,可 以 使 
问题 得 到 合理 的 简化 . 

鉴于 唱 格 中 电子 能 带 结构 可 以 有 多 种 多 样 的 形式 ,因此 只 能 以 相当 粗 燃 的 
方法 对 于 弱 外 场 的 条 件 进 行 一 般 的 描述 . 设 电 子 在 施加 外 场 之 前 处 于 某 个 确定 
的 (第 * 个 ) 能 带 中 ,我 们 用 so 表示 作为 这 个 能 带 特征 的 能 量 最 低 值 ,例如 ,能 带 
的 特征 宽度 或 到 邻近 能 带 的 距离 [ 即 给 定时 的 差 值 es,(K) -=, (К) ]. 如果 认 
为 磁场 是 弱 场 ,无 论 如 何必 须 满足 条 件 

Ян << 2o， (56.3) 

其 中 “ 拉 摩 频率 ”wy ~ 1е1Н/т" с, т” - ВА 是 电子 的 有 效 质量 .0 

如 已 述 及 ,在 无 外 场 时 晶 格 中 电子 在 表象 的 哈密 顿 量 是 元 素 为 e,(k) 的 





Ф 频率 更 精确 的 定义 由 后 面 公式 (57.7) 给 出 . 对 于 金属 中 的 传导 电子 (参阅 后 面 的 $61) 特 征 值 
k~1/a(a 是 晶 格 常数 ) ;再 取 so ~ 六 /m* a? ,我 们 得 到 与 不 等 式 ги >> a 等 价 的 条 件 (56.3) ,其 中 “轨道 半 
径 ”" rp ~ оо. 


。 220. 第 六 章 ” 晶 格 中 的 电子 





对 角 和 矩阵 . 在 有 外 场 时 ,电子 的 哈密 顿 量 还 将 包含 和 撩 势 A4(r) 及 其 对 坐标 的 微 商 ， 
即 场 强 НС 而 在 非 均匀 场 时 ,还 有 场 强 的 高 阶 微 商 ) ;在 下 表象 中 函数 4(r) 改 为 


ЙАА =4(P) ,其 中 ?$F 算 符 由 (55.14) 式 给 出 . 

矢 势 4(r) 是 坐标 的 增 函 数 ( 对 于 均匀 场 ,遵从 线性 规律 ). 鉴于 势 的 这 种 增 
长 ,甚至 对 于 弱 场 , 势 在 无 限 大 系统 ( 晶 格 中 的 电子 ) 的 哈密 顿 量 中 也 不 是 微 扰 . 
因此 ,即使 弱 磁 场 也 会 明显 改变 广 延 系 统 的 性 质 一 一 使 连续 谱 变 成 离散 谱 ( 能 
级 量子 化 ,参阅 $ 58) . 而 弱 场 (不 同 于 势 ) 的 强度 只 带 来 小 的 修正 项 . 

我 们 指出 ,在 忽略 这 些 修正 项 时 ,只 由 一 些 规范 不 变性 的 要 求 便 可 用 一 般 形 
式 阐明 哈密 顿 量 同 场 势 的 关系 . 因 我 们 研究 的 是 恒定 场 , 所 以 当 势 和 波 函 数 进行 
与 时 间 无 关 的 变换 


А-А + Уу у, бею (56у) (56.4) 


时 ,利用 方程 的 不 变性 就 足够 了 . 这 里 F(r) 是 坐标 的 任意 函数 [参阅 第 三 着 
(111.8 -9) 式 ]. 
在 弱 场 中 , 势 A(r) 是 坐标 的 缓 变 函 数 . 由 于 要 阅 述 这 个 缓 变性 所 起 的 作用 ， 
我 们 首先 研究 恒定 势 场 这 种 极限 情况 :4(r) = 常量 = 4, (当然 ,恒定 势 是 虚构 
的 ,此 时 不 存在 真实 的 场 ,因此 谈 到 的 是 一 个 形式 的 变换 ). МА =0 过 渡 到 4 = 
А, ТР У=А, 了 时 的 变换 (56.4) ;因此 代替 原来 (在 4 =0 时 ) 本 征 函 数 
We = Ure" (56.5) 
的 是 新 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 
ид (е) ехр [1 (к +4, ] =}. 
由 此 可 见 ,为 了 赋予 准 动量 以 原来 的 意义 (平移 时 决定 波 函 数 相位 改变 的 量 ) 必 
须 取 天 +e4o[jic = 故 ; 这 样 ,定义 的 量 天 可 称 为 广义 准 动量 . 此 时 ,新 本 征 函 数 写 
为 
фк = И, к-елиь (Г) e 
与 这 些 函 数 相对 应 的 电子 能 量 为 :s,(k) = е, (К -eh。/fic). 现在 我 们 能 够 断定 : 
势 A(r) 虽 非 恒 定 , 但 在 空间 缓慢 变化 时 ,“ 零 级 ”" 波 函数 近似 (对 场 强 而 言 ) 是 
к = ик асое". (56.6) 
(由 于 4 是 变化 的 ,已 经 不 是 严格 的 周期 函数 ). 现在 ,能 量 a,(K -eh/iic) 应 





中 如果 按 函 数 系 小; 展开 函数 (56.6) ,那么 ,一般 说 来 ,在 展开 式 内 要 包括 不 同 * 的 函数 .但 是 ,应 
强 油 指 出 ,这 闫 不 意味 着 真 路 迁 到 另 一 个 能 带 , 而 只 表明 波 函 数 在 恒定 场 影响 下 的 变化 ;由 此 联想 到 , 恒 
定 场 根本 不 会 引起 使 能 量 改变 的 真实 跃迁 . 为 阐明 这 种 情况 ,应 注意 到 :虽然 场 是 微弱 的 ,但 与 此 相关 的 
态 分 类 的 改变 (其 中 包括 准 动量 与 能 量 的 对 应 ) 却 是 明显 的 . 
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当 看 成 是 在 天 表象 构成 哈密 顿 量 的 算 符 . 此 时 ,在 同样 的 近似 下 ,应 把 ?理解 为 
算 符 ? =i3/9K, 而 把 定义 式 (55.14) 中 第 二 项 人 2 删 去 .实际 上 , 算 符 i3/9K 作用 
于 波 函数 时 , 按 数量 级 看 ,是 用 “轨道 线 度 "r 乘 以 波 函数 . 而 г, 随 场 的 减弱 而 
增 大 ,至 于 算 符 2 作用 于 波 函 数 ,其 结果 并 不 包含 这 种 增 大 的 因子 . 在 这 个 意义 
上 , 算 符 只 在 弱 场 中 较 i3/9K 小 . 男 一 方面 ,因为 算 符 6/3K 按 能 带 序号 是 对 角 
的 , 则 哈密 顿 量 也 是 对 角 的 . 

这 样 ,我 们 得 出 结论 : 晶 格 中 的 电子 于 弱 磁 场 (在 表象 中 ) 用 哈密 顿 量 


让 =e.[K-24(r) |, =i-2 (56.7) 
fic 


来 描述 (R. Peierls,1933). 于 是 ,在 这 个 近似 下 完全 类 似 于 在 动量 表象 内 自由 粒 
子 的 哈密 顿 量 中 引进 磁场 的 方法 . 
因为 不 能 确定 不 可 对 易 算 符 ( 矢 量 外 = 下-ehvfc 的 分 量 ) 的 作用 顺序 ,所 以 
(56.7) 还 不 能 完全 确定 . 而 作用 顺序 的 确定 应 该 保证 哈密 顿 量 的 厄 米 性 . 原则 
上 总 是 可 以 做 到 的 ,只 要 把 (在 倒 格 子 中 的 ) 周 期 函数 е, (К) 展 成 傅 里 叶 级 数 型 
а,(К) = У Ае“ (56.8) 
即 可 ( 按 正 格子 的 所 有 矢量 e 求 和 ). 在 这 个 级 数 的 每 一 项 的 指数 函数 里 用 天 代 


替 K, 将 只 剩 下 一 个 算 符 (矢量 4 在 a 上 的 投影 ). 因此 不 出 现 作用 顺序 问题 ,一 
切 都 归结 于 这 一 算 符 的 军 . 当然 ,这 样 的 “ 厄 米 化 ”方法 不 是 唯一 的 . 然而 ,重要 
的 在 于 不 同方 法 间 的 差别 已 超出 所 考虑 的 近似 范围 . 因为 在 上 述 的 近似 中 , 算 符 


人 ,hk ,的 对 易 子 都 是 小 量 . 例如 ,对 于 均匀 场 算 符 
А-1нухр- іну 


2 2 ok 
容易 直接 计算 出 来 . 对 易 子 





(56.9) 


(56.10) 
正比 于 微小 场 强 HH. 

算 符 了 ?=i9/9K 5 К=К 的 对 易 规则 和 “自由 ”粒子 (无 晶 格 ) 的 坐标 与 广义 
动量 的 对 易 规 则 完全 一 样 . 因此 计算 算 符 ? 和 与 哈密 顿 量 的 对 易 子 , 自 然 导 致 
算 符 方程 
(56.11) 


这 组 方程 具有 通常 的 哈密 顿 方程 的 形式 [其 计算 可 参阅 第 三 卷 的 公式 
(16.4-5)]. 
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我 们 再 说 一 遍 ,(56.7) 式 的 哈密 顿 量 近似 的 含意 ,是 其 中 忽略 了 与 场 强 HH 
有 关 的 各 项 以 及 不 含 数量 级 为 轨道 线 度 x 的 大 因子 项 . 在 高 级 的 近似 中 ,结果 
还 可 以 表示 为 某 个 有 效 的 哈密 顿 量 且 (KK - сА/ћс,Н) 的 形式 , 它 按 能 带 序号 是 
对 角 的 ,并 且 已 经 不 能 仅 通 过 函数 г, (к) ЖФ. 

在 忽略 自 旋 -轨道 相互 作用 时 , 计 及 电子 自 旋 将 使 哈密 顿 量 中 出 现 通常 描 
述 磁 和 矩 同 场 的 相互 作用 的 项 -Bo Н, НН о Е, М В = 1е1 #/2тс 是 
玻 尔 磁 子 . АВР», НЕ - 轨道 相互 作用 只 改变 电子 的 磁 矩 , 因 
此 自 旋 同 磁场 的 相互 作用 为 

- Вс,Н,ё (К). (56.12) 
实际 上 ,在 这 种 情况 下 对 于 同时 进行 时 间 反 演 和 空间 反射 ,哈密 顿 量 必须 是 不 变 
的 . 在 这 种 变换 下 ,应 该 进行 吾 一 -НЯо> -er 的 变换 而 使 无 保持 不 变 . 
(56.12) 式 是 满足 所 提要 求 的 普遍 表达 式 . 当然 , 张 量 &(k) 是 不 能 在 普遍 形式 
下 进行 计算 的 . | 

最 后 ,我 们 讲 一 讲 给 晶 格 施加 弱电 场 ВУИ. 弱 场 的 条 件 是 指 电 
场 中 在 距离 ~a 上 电子 所 获得 的 能 量 小 于 特征 能 量 е, :lelEa << ву. 

与 磁场 的 情形 一 样 ,最 起 作用 的 项 是 含 坐标 增 函 数 的 项 , 即 电场 标 势 p(7) 
的 项 . 利用 类 似 前 面 的 讨论 ,也 能 以 一 般 的 形式 阐明 哈密 顿 量 与 p(r) 的 关系 . 实 
际 上 ,施加 一 个 虚构 的 恒定 势 p = p。 等 价 于 在 薛 定 裹 方程 中 给 能 量 附 加 一 个 常 
数 epo; 这 个 常数 项 也 加 在 所 有 的 本 征 值 sa,(x) 上. 当 势 p(r) 不 恒定 ,但 在 空间 
中 缓 变 时 ,类 似 的 算 符 项 应 追加 一 个 天 表象 中 的 有 效 哈密 顿 量 ; 

Н, =e,(K) +ep(?). (56. 13) 
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我 们 把 上 节 获 得 的 结果 运用 到 电子 在 磁场 中 进行 准 经 典 运动 这 一 重要 情 
况 . 如 所 周知 , 准 经 典 条 件 是 :粒子 的 德 布 罗 意 波长 在 粒子 的 线 度 上 变化 很 小 . 现 
在 ,这 个 条 件 等 价 于 不 等 式 : 
тн>>А, (57.1) 
即 轨道 的 曲率 半径 远大 于 波长 和 ~ 17. 








Ф ”计算 修正 项 的 简单 例子 将 在 §59 中 给 出 .以 鼠 的 寡 级 数 形式 得 到 哈密 顿 量 的 正规 方法 ,以 及 此 
级 数 带 头 项 的 一 般 表 式 在 论文 :B. I. Blount, Phvs. Rev. 126 ,1636(1962 ) ; Saliod State Physics, 卷 13 ,页 306 
(1963) 中 都 有 表述 . 我 们 指出 ,如 果品 体 具有 反 演 中 心 , 则 级 数 始 于 三 项 (参阅 859). 

加 ”一 般 说 来 ,这 个 条 件 强 于 条 件 (56.3). 但 如 果 上 ~ 1/e( 金 属 中 传导 电子 就 是 这 种 情况 ) , 则 两 个 
条 件 变 为 一 致 . 而且 ,实际 上 总 可 以 得 到 满足 .在 ry ~ chik/1el 有 ~ сВ/а1е!Н В+, ЖЕ гу >> а 导致 要 求 
Н << сВ/\е!а? ~108 一 10?0e( 奥 斯 特 ). 
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在 准 经 典 条 件 下 ,粒子 轨道 的 概念 便 有 意义 了 . 轨道 由 运动 方程 来 确定 ,而 


运动 方程 是 用 相应 的 经 典 量 
ЭН oH е 
К = р, 4 = вок’ Н=2(К 2А (ғ) ) 


代替 (56.11) 式 中 的 算 符 而 得 出 的 (为 了 简化 略 去 下 标 *). 我 们 展开 这 些 方 程 ， 
以 " 动 理学 的 准 动量 ”: 
ЕЕК -二 4(7) 


替换 广义 准 动量 К. 
我 们 有 
ак edA(r) oH е ӘА, 
di с dt ar ee” or 
在 此 写 出 dh4/di = (0 + V)4, 并 注意 到 
VA VA x(VxA)=v ХИ, 
便 获 得 运动 方程 





—=— ХН, => (57.2) 
с 


这 个 方程 只 由 于 男 一 种 e(K) 关 系 而 与 通常 的 经 典 洛 伦 兹 方程 不 同 ,其 中 代 
蔡 简 单 的 二 次 函数 的 是 复杂 的 周期 函数 ;相应 地 ,关系 式 v (k) 也 是 这 种 复杂 的 
周期 函数 . 自然 ,这 种 情形 要 使 电子 运动 的 性 质 产生 重大 变化 . 

我 们 研究 电子 在 均匀 磁场 内 的 运动 ,用 sv 乘 方程 (57.2) ,用 通常 的 方法 求 出 
jp - dk/dt = 4=/ 4 =0. #9 Н № (57.2). 8 (И · Е) /4 =0. 这样 ,电子 
在 品格 内 运动 如 同 自 由 电子 在 磁场 内 运动 一 样 : 

z= 常量 ， = 常量 . (57.3) 
(z 轴 沿 磁场 Н 的 方向 ). 等 式 (57.3) 决 定 电 子 在 上 空间 的 轨道 .几何 上 ,这 个 轨 
道 是 垂直 于 磁场 的 平面 与 等 能 面 e(K) = 常量 相 截 的 截 口 曲线 . 

等 能 面 会 有 各 种 形式 .在 每 个 倒 格子 原 胞 内 ,这 些 等 能 面 可 以 有 几 个 彼此 
不 相连 的 叶片 . 这 些 叶片 可 以 是 单 连通 的 或 是 多 连通 的 ,可 以 是 闭 的 或 是 开 
的 . 为 了 阐述 后 一 种 区 别 , 最 好 来 研究 周期 地 延伸 在 整个 倒 格 子 的 等 能 面 . 在 
每 一 个 倒 格 子 原 胞 里 有 相同 的 闭 空 腔 ,而 开 的 等 能 面 连续 地 通过 整个 格子 并 
延伸 至 无 穷 远 中 . 

等 能 面 的 截面 由 无 穷 多 个 截 口 曲线 构成 . 这 里 既 包 括 倒 格子 一 个 原 胞 范 
围 内 等 能 面 不 同 叶 片 的 截 日 曲线 ,也 包括 在 不 同 原 胞 内 重复 叶片 的 截 口 曲线 . 





Ф 为 避免 误解 ,应 当 指出 , 倒 格 子 原 胞 不 能 这 样 选取 , 即 所 有 本 质 不 同 的 ( 即 不 是 周期 性 重复 的 ) 一 
些 闭 空 腔 处 在 一 个 原 胞 内 而 不 被 原 胞 界面 截 开 . 
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如 果 等 能 面 的 叶片 是 闭 的 ,那么 它 的 所 有 截面 也 都 是 闭 曲线 . 如 果 叶 片 是 开 
的 ,那么 它 的 各 截面 既 可 以 是 闭 的 ,也 可 以 是 开 的 ( 即 连续 地 延伸 到 整个 倒 
格子 ). 

运动 的 准 经 典 性 也 意味 着 磁 击 穿 (magnetic breakdown) 的 概率 很 小 , 即 电 子 
的 准 动 量 不 大 可 能 牙 变 式 地 从 一 个 截 口 曲线 过 渡 到 另 一 个 截 口 曲线 (在 本 节 最 
后 我 们 还 要 讨论 磁 击 穿 概率 很 小 的 条 件 ). 于 是 , 当 忽 略 这 个 可 能 性 时 ,电子 就 
只 在 等 能 面 的 一 个 截 口 曲线 上 运动 . 

现在 我 们 详细 研究 在 准 动量 空间 内 沿 封闭 轨道 的 运动 . 显然 ,这 是 时 间 上 的 
周期 运动 ;我 们 来 确定 它 的 周期 . 

把 方程 (57.2) 投 影 到 与 场 垂直 的 平面 和 ,k, 上 ,得 到 


91, _ ЕЯ 7 
dt cf 





其 中 4, = МАЕ, + db 是 轨道 的 线 元 . 由 此 得 到 
_ ch 41, 
7тен) о.“ 
如 果 轨 道 是 封闭 的 , 则 运动 周期 由 对 轨道 人 路 径 的 积分 
ch 91, 
Тен јо 
给 出 . 这 个 表达 式 可 用 下 面 的 方法 变 为 更 直观 的 形式 . 
ЯЗ Е, = 常量 截 等 能 面 = = 常量 ,其 截面 积 取 为 S(e,h,). 在 这 个 平面 上 
两 个 路 径 e = 常量 和 e+de = 常量 之 间 的 环 宽 在 路 径 的 每 一 点 上 是 


de де 
1982/7 ак, | р, 








(57.4) 





因而 这 个 环 的 面积 是 





由 此 可 见 ,(57.4) 式 中 的 积分 , 正 是 偏 征 商 9S/ae. 于 是 ,运动 周期 为 


_ с? 95(е,Е,) 
Але 42 ’ (57.5) 
(W. Shockley,1950) .在 此 ,自然 地 引进 称 为 晶 格 中 电子 的 回旋 质量 : 
6 2095 
”一 275， (57.6) 


电子 在 轨道 上 的 回转 频率 通过 这 个 量 用 公式 
ор = \е1Н/т" с (57.7) 
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表 出 , 它 同 自由 电子 拉 摩 频率 著名 公式 的 区 别 只 是 将 质量 换 成 m”. 

但 是 ,我 们 强调 指出 , 晶 格 中 电子 的 回旋 质量 不 是 恒 量 ,而 是 。 Я Е, ММ 
数 ， амни Ел. я 在 前 者 电子 作 
为 荷 负电 的 粒子 沿 空 穴 一 一 在 运动 .与 
и нминезинно ых. 

到 目前 为 止 ,我 们 讲 过 的 是 在 上 空间 的 电子 轨道 .但 是 ,容易 看 出 , 准 动量 空 
间 中 的 轨道 和 普通 空间 中 的 轨道 间 存 在 密切 的 联系 . 运动 方程 (57.2) 改写 成 形 
式 








lel 


па = -dr xH. 
积分 后 (适当 地 选取 坐标 > 和 准 动 量 上 的 原点 ) 得 到 
ВК = -rxH. (57.8) 


由 此 看 出 ,普通 空间 中 轨道 的 xy 投影 ,本 质 上 是 上 轨道 的 再 现 ,只 是 取向 和 比例 
不 同 而 已 ;从 天 轨道 经 变换 


大 ‚тен ен 


бе т” ре 
便 得 出 普通 空间 轨道 . 除 此 之 外 ， и = де/ћдК, 沿 z 轴 的 运 
动 . 如 果 在 空间 的 轨道 是 封闭 的 ,那么 普通 空间 轨道 就 是 以 场 方向 为 轴 的 螺旋 
线 . 如 果 轨 道 是 开口 的 , 则 甚至 在 普通 空 т 道 在 ху 平面 上 的 投影 也 是 开口 
的 ,就 是 说 ,在 这 个 平面 上 运动 可 通 向 无 限 远 . 

再 说 一 下 蝇 格 处 于 恒定 均匀 电场 中 电子 的 准 经 典 运动 . 由 准 经 典 方程 


ВЕ =eE ,我 们 有 





к=, (57.9) 


再 根据 能 量 守恒 定律 ,有 
=(К) -еЕ -г= ЖЕ. (57.10) 
但 是 ,能 量 (к) ЛЕН М АЈ Ae( 能 带宽 度 ) 内 取 值 的 ;因此 ,从 (57. 10) 式 得 
出 ,在 均匀 电场 内 的 电子 沿 场 方 向 做 有 限 运 动 : 电 子 在 这 个 方向 以 振幅 Деле Е 
振动 . 如 果 电 场 平行 于 任 一 个 倒 格 子 的 周期 5, 则 运动 就 是 频率 为 w =2mlelEv 
ВБ 的 周期 运动 ; 当 b ~1/a 时 ,有 Во, ~ lelEa. 对 于 场 方 向 任意 这 种 一 般 情况 ， 
运动 是 准 周期 的 . 
最 后 我 们 讨论 前 述 可 以 忽略 磁 击 穿 的 条 件 . 如 果 这 些 轨道 在 某 处 反常 地 接 





Ф 自由 电子 的 等 能 面 是 半径 为 e = ПР 的 球面 , 它 的 截面 是 面积 为 8S= п(2тећ -02) #1, 
А 95/92 =2тт/ 2, П т" = т. 
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近 , 那 么 从 一 条 轨道 过 渡 到 另 一 条 轨道 (在 空间 ) 的 概率 
自然 就 大 . 这 样 的 情况 出 现在 : 当 轨 道 与 具有 自 交 叉 的 轨道 
相 接近 时 ,或 者 轨道 在 等 能 面 两 叶 交 叉 点 附近 . (也 就 是 简 
并 点 附近 ) 通 过 时 . 这 些 情况 的 轨道 的 典型 图 像 如 图 14 所 
示 : 轨 道 间 的 间隙 5k 小 于 整个 轨道 的 特征 线 度 . 而 在 其 最 
近 处 的 轨道 曲率 半径 R; ,一 般 说 来 ,与 әк 同 数量 级 . 借助 
量子 隧道 效应 可 以 从 一 条 轨道 过 渡 到 另 一 条 轨道 . 如 果 ә 
大 于 距离 ДА, (在 这 个 距离 上 , 波 函 数 在 经 典 不 可 到 达 的 轨 
道 之 间 的 区 域内 要 衰减 ) ,这 个 过 渡 概 率 不 大 ( 按 指数 函 А м 
Ж). 

利用 电子 在 磁场 内 的 运动 与 在 某 个 势 场 U(x) 内 的 一 维 运动 的 相似 性 可 以 
估计 出 Ak,. 这 个 相似 性 来 源 于 :根据 (56. 10) 4 а =, ве/1е1Н ре АЙ, 
所 满足 的 对 易 关 系 同 坐 标 和 动量 的 对 易 关 系 一 致 . 在 最 接近 点 附近 ,轨道 是 
抛物 线 . 它们 类 似 于 均匀 场 (7 = - Fx) 中 一 维 运动 的 抛物 线 相 轨 道 (x,p) ,其 
方程 为 p /2m = Fx( 如 果 x 自转 向 点 算 起 ). 在 这 种 情况 ,在 反 转 点 后 的 距离 
Ах ~ (及 /mF)' 上 的 波 函 数 将 衰减 掉 ( 见 第 三 卷 524) ;引入 相 轨 道 的 曲率 半径 
R~(dx/dp ) ~mF, 可 写 出 Ax ~ (Р/В). ЖЕНИ ЕК 
Ax—jicAk,/lelH,R 一 RilelH/e 得 出 待 求 量 ДЕ. 于 是 获得 АК ~ 
(1е1Н/ћс) (ё) ,并 且 , 条 件 АК, << Е 变 为 

lelH/hc << (5%)? (57.0) 








的 形式 . 
$58 准 经 典 能 级 


我 们 看 到 ,处 在 外 磁场 中 晶 格 里 的 电子 在 大 空间 沿 闭合 轨道 的 经 典 运 动 ,对 
应 着 普通 空间 中 与 磁场 豆 垂 直 的 平面 上 的 有 限 运动 . 当 过 湾 到 量子 力学 时 ,在 
每 一 个 纵向 准 动量 А, 的 确定 值 都 出 现 离 散 的 能 级 . 这 些 能 量 值 由 准 经 典 量子 化 
的 一 般 规 则 确定 . 

我 们 选择 均匀 磁场 (方向 沿 z 轴 ) 的 矢 势 形 如 :4,. = - Ну, А, =А, =0. 这 时 ， 
广义 准 动量 的 分 量 为 


lel 


К, =, + НУ, K,=k,, K,=k,, (58.1) 
坐标 х 是 循环 变量 ,因此 ,广义 准 动量 的 x 分 量 守 人 恒 : 
K, + Ну. (58.2) 


сё 
ЖЖ - 索 末 菲 量 子 化 规则 (参阅 第 三 卷 $48) , 写 出 条 件 
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1 
— = 58.3 
а фк ”, ) 


这 里 的 积分 取 运 动 的 一 个 周期 ,并 假定 п ОЕ СО. 根据 公式 (58.1 -2) 
ЖК, = 有 和 dy = - (сћ/ еН) ак, 代入, 我 们 得 到 


| $ 9, А =". (58.4) 


现在 ,这 里 的 积分 取 在 下 空 间 中 的 闭合 轨道 上 . 这 个 积分 正 是 轨道 包围 的 面积 ， 
也 是 前 节 引 入 的 被 平面 ,= 常 ВН А), 
于 是 ,最 终 得 到 





Се, =2n 16, (58.5) 

(И. М. Лифщиц ‚1951,1. Опзавег, 1952). 这 个 条 件 以 非 显示 的 形式 确定 出 能 级 

s.(k,). 于 是 ,能 带 ( 为 简单 计 我 们 不 写 出 序号 *) 分 解 为 朗 道 次 能 带 的 离散 系 
列 ,其 中 各 条 次 能 带 都 是 以 连续 变量 天 值 来 区 别 的 . 

如 所 周知 , 准 经 典 的 量子 化 条 件 由 于 引入 一 修正 项 而 更 加 准确 ,这 个 修正 项 

归结 为 对 一 个 大 的 量子 数 ”附加 数量 级 为 1 的 数 . 为 确定 这 个 修正 项 ,需要 考察 
(58.3) 式 中 限定 积分 范围 的 各 “转向 点 ”附近 的 运动 . 


在 电子 轨道 上 天 , = 与 y 的 关系 , 当 给 定 值 并 在 ,= 常量 时 由 方程 
elk) == (K, ~， h,,k) = 常量 (58.6) 


来 确定 ;转向 点 y =y 由 速度 w = де/ ВО, 变 为 零 的 条 件 来 确定 . 在 这 点 附近 , 按 
у-у, 的 震 展 开 方程 (58.6) 而 得 出 


м (2) озо + (3), (ь, =) =0. 








сћ 
其 中 及 =, (50) .由 此 可 见 , 按 平方 根 定律 
Е-Е, = ЖА Му Уо. 
来 逼近 转向 点 (为 明确 起 见 , 我 们 认为 经 典 不 可 到 达 区 域 在 y <у, ) .但 是 ,这 个 
定律 正 是 准 经 典 量 子 化 中 通常 导出 修正 项 的 方法 (参阅 第 三 卷 $47, $48) 所 涉 
及 的 定律 .于 是 (58.5) 的 精确 规则 为 


lelH 1 
S(e,h) =2т 70 (n+) (58.7) 





Ф беря зава, УЗЕ НС ТО ФК, “dr, 其 中 K; 是 与 场 垂直 平 


面 上 的 广义 准 动量 的 投影 (对 比 第 二 卷 $21). 矢 势 4 在 所 选 的 情况 下 ,积分 和 Kedz = K。 $dx =0, 所 以 温 
渐 不 变量 同 (58. 3) 式 中 的 积分 一 致 
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从 推导 中 知道 (基于 函数 (58.6) 的 展开 ) ,为 了 使 精确 的 量子 化 规则 变 得 有 
效 ,轨道 需 要 充分 远离 函数 a(k) 的 各 奇 点 (其 中 包括 复数 的 支点 ). 在 轨道 附近 
处 处 不 应 破坏 准 经 典 条 件 ( 特 别 是 速度 9e/9k 的 x,y 投影 不 要 变 为 零 ) 中 . 最 后 ， 
必须 注意 到 作为 一 切 推导 基础 的 哈密 顿 量 (56.7) 是 近似 的 .如 果 格 子 有 反 演 中 
心 ,哈密 顿 量 的 修正 项 便 是 场 强 的 二 次 函数 ,因而 不 影响 条 件 (58.7). 但 是 , 若 
不 存在 反 演 中 心 ,哈密 顿 量 的 修正 项 便 是 Н 的 线性 函数 :在 这 种 情况 下 ,(58.7) 
中 的 修正 项 1/2 便 失 去 意义 ,因为 哈密 顿 量 的 近似 性 也 会 造成 同 数量 级 的 误 
差 .名 

两 个 相 邻 能 级 的 间隔 As 与 大 数 "改变 1 相对 应 .于 是 As 由 等 式 

95 27lelH 





AS= А = (58.8) 
来 确定 .引入 周 期 运动 的 经 典 频率 wm, 根据 (57.7) 我 们 得 到 
Де = Вон. (58.9) 


应 强调 指出 ,频率 ww 本 身 是 е (п, Е) ИЖ. 因此 ,相继 的 能 级 se, (在 给 定 А, 
时 ) 不 是 严格 等 间隔 的 ,这 和 自由 电子 情况 不 一 样 , 在 那里 wy 是 常数 . 

能 级 与 守恒 量 K, 无 关 ( 与 磁场 中 的 自由 电子 一 样 参阅 第 三 卷 $ 112 ) ， 
表明 它们 是 简 并 的 . 如 果 设 想 晶 格 具 有 大 而 有 限 的 体积 了 ,那么 简 并 度 将 是 有 限 
数 .在 区 间 dk, Н.п 为 给 定时 ,状态 数 为 YAS. df/(2r) ,其 中 AS 是 量子 数 为 mn 
和 n+1 的 两 条 轨道 间 所 包 平面 k, = 常量 的 面积 . 这 个 面积 由 公式 (58.8) 给 出 ， 
于 是 ,我 们 得 到 所 求 状态 数 的 表达 式 

Vdk, |е1Н 
(21)? сй ° 
一 一 这 同 自由 电子 情况 的 公式 一 样 . 

在 磁场 中 能 级 简 并 的 明显 原因 在 于 :能 量 与 电子 “ 拉 摩 轨道 中 心 " 在 空间 内 
的 位 置 无 关 . 对 于 自由 电子 这 个 简 并 是 精确 的 . 对 于 晶 格 中 的 电子 它 只 可 能 是 近 
似 的 :这 是 因为 存在 非 均 匀 ( 周 期 ) 的 电场 ,在 晶 格 原 胞 中 “轨道 中 心 ” 的 不 同位 
置 已 不 再 等 价 . 这 一 情况 必然 导致 朗 道 能 级 的 某 些 分 裂 . 

考虑 电子 的 自 旋 将 使 每 个 能 级 分 裂 成 两 个 ;忽略 自 旋 - 轨道 耦合 时 ,这 两 个 
成 分 被 恒定 间隔 288 所 分 离 ( 如 自由 电子 一 样 ) ,其 中 是 玻 尔 磁 子 : 

є, (Е.) =а,(Ё,) +oBH, а= +1. (58.11) 











(58.10) 





Ф ”两 条 轨道 反常 接近 点 附近 ,这 些 条 件 与 磁 击 穿 概率 要 小 的 要 求 一 致 . 
@ 对 于 自由 电子 (参考 225 页 的 注 ) ,根据 朗 道 关于 磁场 中 自由 电子 的 著名 公式 (第 正 卷 8 112) ,条 
件 (58.7) 给 出 


Е hy ( “二 + hk/2m, ши = lelH/me 
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如 果 晶 体 具 有 反 演 中 心 , 当 考虑 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 ,上 述 情况 仍然 成 
立 .此 时 ,无 场 存 在 的 电子 态 对 自 旋 是 简 并 的 ,而 磁场 则 消除 这 个 简 并 . 车 用 
ВЕ, (Е) 替换 Bp[ 其 中 &,(k,) 表 示 电 子 磁 和 矩 的 变化 ] ,结果 也 能 得 到 (58. 11) 同 样 
的 公式 . 
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我 们 研究 空间 =k 的 点 ,在 这 个 点 上 电子 的 能 量 е (К) 有 极 值 ;特别 
是 ,与 能 带 的 顶 和 底 对 应 的 点 就 是 这 样 的 点 .如果 在 这 样 的 点 上 没有 简 并 (只 
有 对 自 旋 可 能 存在 克拉 默 斯 简 并 才 是 例外 ,参考 $55 末 ) ,那么 ,在 该 点 附近 
的 函数 е, (Е) пр а = К, ВЕЗЕ ЛЕЗ. 这 样 展开 的 首 批 项 是 二 
次 项 : 


让 - 
2 (天 ) ==, (№) + ти 4:4». (59.1) 


(59.1) 式 中 的 系数 张 量 т, 的 逆 张 量 是 ms , 它 称 为 电子 在 格子 中 的 有 效 质量 张 
Е. РЫЖИЕ, ПТУ № 点 的 布 洛 赫 函 数 yi 所 构成 的 矩阵 元 来 表示 这 个 
张 量 . 
当 忽略 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 ,电子 的 哈密 顿 量 是 (56. 1) 式 的 形式 .我 
们 将 
фк екот гт еф (59.2) 


ЖАТ ВИКЛ ЕЕ АО ЕЕ а. 此 时 方程 为 
ОО (59.3) 


ЯФ р= - 丢 V, 是 真实 动量 的 算 符 . 

在 =k。 点 的 附近 ,矢量 9 是 个 小 量 , 因 此 (59.3 ) 式 方 括号 里 的 表达 式 可 以 
看 成 微 扰 算 符 . 在 零 级 近似 , 当 g =0 时 函数 ps 同 函 数 pw 一致 .因此 ,通常 的 微 
扰 理 论 可 以 通过 此 函数 所 构成 的 矩阵 元 来 表达 对 能 量 的 修正 . 

因为 是 极 值 点 ,就 不 存在 关于 4 的 线性 修正 项 . 就 是 说 ,对 角 和 矩阵 元 等 于 
零 , 即 

(sk lplsk,) =0. (59.4) 
为 了 确定 关于 4 的 二 次 修正 项 ,必须 考虑 一 级 微 扰 算 符 中 gq? 的 项 ,以 及 二 级 微 
扰 论 中 а 的 项 .结果 得 到 se,(k) 的 公式 (59.1) ,其 中 
ба 1 у, (Pi) (рь). + (рь), (Pi) ss, 
? 2, (№) -е,(К,) 





(59.5) 
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按 所 有 ss" 进行 求 和 .为 了 简化 对 矩阵 元 的 描述 ,这 里 和 今后 将 略 去 对 角 指 标 
Kk。:p, 三 《skolp1s'k,). 我 们 指出 , 若 能 带 靠 得 近 时 ( 即 е, - а, ЖЕ), (59.5) 
的 第 二 项 可 以 大 于 第 一 项 ,由 此 有 效 质量 将 小 于 т. 

现在 假设 给 晶体 施加 一 均匀 磁场 Н. 这 时 ,在 (59. 1) 中 用 算 符 


4=0 - тА А=5Н 15, (59.6) 
替换 4 ,根据 (56.7) 式 便 得 到 哈密 顿 量 : 
Н® =є,(К,) аад. (59.7) 


它 作 用 在 广义 准 动量 @ 的 函数 上 ,自然 它 与 原来 的 公式 (59.1) 有 同样 适用 的 能 
量 区 域 . 这 就 是 说 , 除 掉 弱 场 条 件 (56.3) 外 ,还 假设 所 研究 的 朗 道 能 级 的 位 置 不 
很 高 . 在 这 个 意义 上 ,应 该 将 g 和 0Q 这 两 个 量 看 成 是 小 量 (甚至 在 弱 场 , 矢 势 4 
也 有 增 大 的 特点 ,不 能 认为 4 小 于 Q). 

哈密 顿 量 中 在 (59.7) 式 以 后 的 各 项 均 包 含 “ 纯 粹 "形式 的 五 场 ( 即 不 伴 有 
ОӘО). 这样 一 些 项 已 经 不 能 只 从 规范 不 变性 的 考虑 中 得 到 . 我 们 来 确定 这 
些 项 中 的 首 项 , 它 是 Н 的 线性 项 . 此 时 ,由 于 这 个 线性 项 较 小 ,在 计算 它 的 时 候 
可 以 假定 =0. 

首先 在 不 考虑 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 ,我 们 来 研究 所 提出 的 课题 . 我 们 所 感 
兴趣 的 是 Н 的 线性 项 , 它 只 可 能 在 电子 的 原始 的 精确 哈密 顿 量 (56.2) 中 关于 有 4 
的 线性 项 里 出 现 ,就 是 说 它 出 现在 用 波 函 数 小 对 表达 式 


--“_(Р`АчА-р) = - А р (59.8) 
2тс тс 


的 求 平均 中 (等 式 与 已 选 的 Vv . 4 =0 的 规范 有 关 ). 这 在 哈密 顿 量 (39.7) 中 导 
致 附加 项 





Но =-М-Н, (59.9) 
其 中 


М = (sk lr xplsk,), (59.10) 
2тс 


正好 是 电子 在 态 so 上 磁 矩 的 平均 值 .我 们 强调 指出 ,修正 项 (59.9) 可 以 附加 在 
哈密 顿 量 (59.7) 上 ,而 不 必 担 心 这 个 效应 已 经 部 分 地 在 (59.6) 的 符 换 中 考虑 到 
了 ;事实 上 , 式 (59.7) 中 石 的 线性 项 在 C =0 时 根本 不 存在 . 

考虑 到 (59.4) 式 ,p 不 存在 对 角 抢 阵 元 ,按照 抢 阵 乘法 规则 我 们 把 式 
(59.10) 分 开 写 出 得 





Ф 不 存在 按 忆 的 求 和 ,因为 根据 (55.15) 式 ,动量 六 = mp 没有 对 于 下 的 非 对 角 和 矩阵 元 因此 所 有 的 
中 间 态 都 与 同一 个 准 动量 和 有 关 . 
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М, = у ТСО, ) (р). = С.) „(р,) „1, 
тс т 
(对 于 М,,М, 也 类 似 ) ;情况 正 应 如 此 ,哈密 顿 量 (59.7) 的 修正 项 通过 算 符 2 的 
矩阵 元 来 表示 . 借助 关系 式 
р, 


5 
"Қа, -е,)' 


О 


可 将 M 改写 成 如 下 形式 
іе ЗЕЛЕНИ — 
* 2mc < Eu (ko) -ee,(k,) ， 
我 们 注意 到 ,如 果 唱 体 具 有 反 演 中 心 ,那么 ,M 以 及 整个 修正 式 (59.9) 都 变 为 
零 . 事实 上 ,同时 进行 时 间 反 演 和 空间 反 演 ,电子 的 状态 (不 考虑 自 旋 时 ) 是 不 变 
的 ,因此 等 式 (59. 11) 的 右 侧 也 就 不 变 ; 而 磁 矩 在 此 变换 下 应 该 变 号 . 
现在 ,我 们 计 及 晶体 中 的 自 旋 - 轨道 相互 作用 ,给 哈密 顿 量 (56. 1) 附加 


(55.17) 的 自 旋 -轨道 项 六 ,这 将 改变 方程 (59.3) 中 关于 4 的 线性 项 :在 这 一 
项 中 算 符 声 变 成 





(59.11) 


^ 


я=р + оу 0. (59.12) 
4тс 

算 符 元 有 简单 的 物理 意义 :哈密 顿 量 (包括 Н) 同 > 直接 对 易 , 无 磁场 时 我 们 

得 到 


(59.13) 


类 似 地 , 当 有 磁场 时 ,在 原来 的 哈密 顿 量 (也 包括 应,) 中 进行 通常 的 代 
#6 р-р -eA/c, 我 们 得 到 关于 4 的 线性 项 形 如 - e 谷 . 4jme, 它 跟 (59.8) 的 
区 别 也 是 将 户 换 成 广 . 对 磁 矩 (59.11) 还 应 追加 一 项 自由 电子 的 自 旋 磁 矩 ， 
因此 有 


(м, ) Ty) = (т, (т,) 


є, -5, 





М, =В(зк, 1а, lshko) +51 > (59.14) 
考虑 到 自 旋 - 轨道 相互 作用 ,这 个 表达 式 的 第 二 项 甚至 在 有 反 演 中 心 的 晶体 里 
也 绝 不 等 于 零 .事实 上 ,时 间 和 空间 同时 改变 符号 会 导致 自 旋 方向 相反 的 状态 . 
因此 ,如 果 在 这 种 变换 时 改变 符号 ,整个 表达 式 (59. 14) 仅 应 归结 为 对 算 符 
Во, (К) 的 平均 (对 照 (56.12) 式 ). 
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当 自 旋 - 轨道 相互 作用 可 以 看 成 微 扰 时 ,中 我 们 来 计算 张 量 &, 改 写 
(55.17) 如 下 列 形式 


А 12 


Н, =0°Х, Х = 





У Оху. (59.15) 


4т? с? 
把 (59.9) 和 (59.15) 看 成 微 扰 ,我 们 来 求 能 量 的 二 级 微 扰 论 的 修正 项 ,此 时 只 剩 
下 对 于 (59.9) 和 (59.15) 的 交叉 项 . 这 个 修正 项 (仍然 是 一 个 关于 自 旋 变量 的 算 
11—66) А9 (56.12) 的 形式 ,其 张 量 名 等 于 
1 + Xi) so Li) ss + С) ss Xi) ,, 
2 = 5, + 2 > 


ё, 7 є, 





(59.16) 


其 中 这 =гхр. 

上 述 一 切 都 是 关于 自 旋 以 外 的 非 简 并 态 的 . ЗЕЕ К=А, 时 有 简 并 ,那么 ， 
为 了 确定 能 量 ,需要 组 成 直到 二 级 微 扰 [ 方程 (59.3) 中 的 方 括号 ] 的 久 期 方程 
( 即 根 据 第 三 卷 公式 (39.4) ). 如 此 ,得 出 的 久 期 方程 的 性 质 与 点 的 对 称 性 有 
关 . 我 们 在 $68 还 要 讨论 这 个 问题 . 


习 题 


粒子 在 任意 方向 的 磁场 内 具有 平方 色散 律 (59.1) , 试 求 其 准 经 典 能 级 . 
解 : 将 张 量 ma 化 为 对 角 型 ,并 从 极 值 点 (为 明确 起 见 取 极 小 值 ) 开始 计算 能 
量 和 动量 . 这 时 





и № № 
60 (т нь}. 
其 中 т, ‚т, т 是 张 量 т, ФДЕ(Е(), Важи нљ, 
Е. = п k=nk, +п,Е, + п.Е, (2) 
(п, п, п, 是 场 对 张 量 ma 主轴 的 方向 余弦) Ехал 
(1) 内 那 部 分 的 面积 ; 它 可 以 表 戌 对 机 球体 (1) 取 的 积分 :@ 


5= | GCn kk) 9%. (3) 


(1) 





Ф 及 ,的 表达 式 (55.17) 是 按 相 对 论 比 值 (w/e)? 展开 的 第 一 项 因此 ,在 一 定 意义 上 它 总 是 小 量 , 但 


是 ,这 个 微小 性 对 于 现在 这 个 具体 能 带 中 运用 微 扰 论 并 无 关系 . 因此 到 ,在 所 研究 的 问题 里 并 不 能 总 认为 
是 小 的 微 拢 . 

| Ф Ф/(а,у,2) = 常量 是 填充 某 一 体积 的 曲面 族 . di 是 曲面 族 内 两 个 无 限 接近 曲面 间 的 距离 :dl = 

УТУ 几 , 这 两 个 曲面 间 的 体积 dV = 507) di, 其 中 50) 是 给 定 f 值 的 曲面 面积 . 以 8 函数 8(/) 乘 以 等 式 

SC = ТУ fldV, 再 对 体积 取 按 的 积分 , 干 是 得 曲面 人 x,y,z) =0 的 面积 形 如 :S(0) = | УЛ. 

我 们 的 情况 下 ,1V fl =1 ,由 此 得 到 表达 式 (3)， 
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я 


代 换 变量 РЕ = (22т,) 9,8% 
5 = (22) hh (ттт, ) "| dl» + 4-#,) 94. 

这 里 矢量 上 在 g 空间 的 分 量 为 v, = (2em,)'n/ 有 ,积分 按 球 (qg =1) 体 积 进行 . 

积分 容易 在 以 上 为 轴 的 柱 坐 标 系 内 完成 ,于 是 给 出 


2т ВВ: 
502,6) = т, (em ); 
其 中 
т | = туп? + т,п2 + mn 
1/2 (4) 


m=(mmm/m,)”. 


代入 (58.7) 中 , 求 得 能 级 





eli б, 1 ) 


oh) = (n+ (5) 


2т у’ 
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本 节 我 们 研究 磁场 中 布 洛 赫 电 子 的 波 函 数 平移 对 称 的 普遍 性 质 ,这 一 讨论 
是 精确 的 , 它 不 涉及 任何 近似 (例如 弱 场 条 件 或 准 经 典 条件 ). 

施加 均匀 磁场 并 不 改变 系统 的 物理 平移 对 称 性 :在 空间 它 仍 保持 周期 性 . 但 
是 ,也 有 独特 情况 :此 时 电子 哈密 顿 量 (56.2) 失 去 自己 的 对 称 性 . 原因 是 哈密 顿 
量 中 包含 的 不 是 恒定 的 场 强 豆 , 而 是 与 坐标 有 关 且 不 具 周 期 性 的 矢 势 4(r). 

哈密 顿 量 失去 不 变性 自然 使 波 函 数 在 平移 时 的 变换 规律 变 得 复杂 起 来 . 对 
于 均匀 场 的 矢 势 我 们 选择 规范 : 


А= НХ». (60.1) 


且 令 yw(7r) 是 哈密 顿 量 8(r) 的 某 个 本 征 函 数 . 在 平移 гог +a 时 (a 是 唱 格 的 某 
一 周期 ) 这 个 函数 变 为 y(r+a) ,但 是 , 它 已 经 是 哈密 顿 量 И (га) АЕ 
Г А(г+а) ЖЕР А (ғ) ]. 因为 矢 势 已 经 进行 了 代 换 ， 
А(г)—>А(г+а) =А(г) + Нха. 
为 了 找到 待 求 的 变换 规律 ,需要 回 到 原来 的 哈密 顿 量 . 进行 规范 变换 
A—A+Vf, f= - (н ха) “ 
即 可 达到 . 这 时 , 波 函 数 根据 (56.4) 式 来 变换 
ф—фехр (зе//йс). 
所 有 这 些 操作 的 结果 都 表示 成 人 yy(r) ,于 是 得 到 
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Рф (г) =y(r+a)exp [5 (вха) |, (60.2) 


其 中 及 = 1е1Н/ ће, Ш Т, 称 为 磁 平 移 算 符 , Пу (г) Я А (г) = ey 
的 解 ,那么 (60.2) 式 也 是 这 个 方程 对 于 同一 个 能 量 s 的 解 (R. Peierls,1933 ) . 
由 定义 (60.2) 容易 得 出 结论 : 
Т.Т, =Т,..0(а,а’), 


о(а,а') =ехр | -3 (а ха’) | (60.3) 


交换 a 和 a’ 时 ,因子 w(a,e') 的 寡 指 数 改 变 符号 ;因此 ,一 般 说 来 , 算 符 多 МТ, 
不 可 对 易 : 
Т.Г, =Т,Т.ехр[ ів * (аха’)]. (60.4) 

于 是 ,两 个 算 符 了 ,和 他, 的 乘积 一 般 说 来 与 算 符 全 ,。, 相 差 一 个 相 因子 . 按照 
数学 术语 这 意味 着 : 算 符 ?所 实现 的 并 非 平移 群 的 通常 表示 ,而 是 投影 表示 ,这 
些 表示 的 基 是 磁场 中 布 洛 赫 电 子 的 定 态 波 函数 @. 于 是 ,能 级 的 分 类 应 该 按照 平 
移 群 的 不 可 约 投影 表示 来 进行 ,就 像 无 场 时 按照 此 群 的 不 可 约 的 通常 表示 进行 
分 类 一 样 . 

与 此 相关 ,我 们 记得 ,平移 群 是 阿 贝尔 群 ( 它 全 部 元 素 都 是 可 对 易 的 ) , 因 
此 , 它 所 有 的 不 可 约 的 通常 表示 都 是 一 维 的 . 每 个 这 种 表示 的 基 函 数 y 在 平移 
时 仅 需 乘 以 某 一 相 因 子 ,并 且 对 于 相继 两 次 的 平移 ,这 个 因子 应 该 等 于 每 次 单独 
平移 的 因子 之 积 . 这 就 是 说 

Тар еер, 

其 中 大 是 常 矢 量 ;这 个 矢量 (电子 的 准 动量 ) 是 给 不 可 约 表示 分 类 的 参量 . 

当 磁 场 满足 条 件 








a 
В=4т 22, (60.5) 
94 7 


时 ,可 以 对 平移 群 的 不 可 约 投 影 表 示 进 行 完 全 分 类 (E. Brown, 1964; 1. Гак, 
1964). 其 中 p 和 9 是 两 个 互 为 素数 的 任意 整数 ;es, 是 晶 格 三 个 任 选 基 周期 a,， 
а, ,а; 中 之 一 ;v= (а ха,) ‘а, 是 晶 格 原 胞 的 体积 .换言之 ,磁场 必须 顺 着 唱 格 
周期 的 某 一 方向 ,而 hv/4mas 必须 是 有 理 数 . 50 (60.5) #0 а, xa;, 并 可 将 此 





”关于 群 投影 表示 ,我 们 在 第 五 卷 8 134 中 已 经 遇 到 过 . 我 们 记得 , 算 符 6 所 实现 的 表示 本 来 就 称 
为 群 C 的 投影 表示 . 算 符 6 之 间 的 关系 与 群 6 相应 元 素 之 问 的 关系 只 在 精确 到 相差 一 个 相 因子 的 意义 下 
才 是 一 致 的 ;如果 С.С, = С, , 则 对 于 算 符 有 616, = oa 6 ,这 里 只 要 求 w1s 的 模 必 须 等 于 1. 
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条 件 表 成 下 列 形 式 
в. (а, ха,) =4тр/4. (60.6) 
为 了 给 平移 群 的 不 可 约 投影 表示 分 类 ,重要 的 是 从 这 个 群 中 能 分 离 出 子 群 
( 称 它 为 磁 子 群 ) ,对 于 这 个 子 群 ,不 再 是 投影 表示 ,而 是 通常 表示 . 在 遵守 条 件 
(60.6) 的 情况 下 , 形 如 
а, = па, + п,да, + па, (60.7) 
具有 整 系数 mw ,n, ,ns 的 平移 集合 便 是 这 样 的 子 群 . 事实 上 , 当 矢量 有 顺 着 a, У 
向 且 满 足 条 件 (60.6) 时 ,对 于 所 有 这 类 平移 ,(60.3) 式 的 指数 因子 变 为 零 或 者 
是 2 的 整数 倍 ,于 是 所 有 的 因子 w(a,a') =190. 平 移 (60.7) 的 集合 形成 基 周期 
Я а, ‚да, а, 的 格子 ( 称 为 磁 格 子 ). 于 是 , 磁 倒 格子 相应 地 有 周期 b, ,b,/9,b,， 
其 中 Ь, ,Б,,Б, 是 倒 格子 的 基 周 期 . 磁 子 群 不 可 约 的 通常 表示 如 同 整 个 的 平移 群 
一 样 是 一 维 的 ;它们 用 波 矢量 ( 准 动 量 )K 表征 , 波 矢量 所 有 非 等 价值 都 包含 在 
磁 倒 格子 的 一 个 原 胞 中 . 
Фр ЕВУ КО К ВЕ НО Е. 对 于 该 函数 
ТШ (г) = ену) (р), (60.8) 
在 以 周期 w 平移 (不 包括 在 磁 子 群 中 ) 时 ,我 们 由 yw 获得 具有 别 的 准 动量 的 函 
Жи”. 为 了 确定 这 个 准 动量 ,我们 利用 (60.4) 式 和 (60.8) 式 可 以 写 出 


Ту” = ТТ, (г) =ехр( ій * [а, ха, ] > ТТ у“ (г) = 


= ехр! -ie • [a, хй] чм, + К | Рф (р) 
或 者 最 后 写成 
ТШ (п) вен р (р), 
其 中 kk) as xh=k-2 
(在 最 后 的 等 式 中 代入 (60.5) 式 并 引入 倒 格子 周期 2ma, x ay =5,). 其 次 应 该 
区 分 а 为 奇数 值 和 偶数 值 的 两 种 情况 @. 


令 g 为 奇数 . 再 重复 进行 9-2 次 平移 a, ,我 们 共 获 得 9 个 不 同 的 函数 ,它们 
的 准 动量 分 别 为 


ЕЕК, К = 天 -2 Рр, 5, Е =K-22(9-D;,, (60.9) 
g Ч 





Ф 一 般 说 来 , 磁 子 群 的 选择 不 是 唯一 的 ;可 以 选择 形 如 а, = а; +пофа, + пуа, 的 任意 的 平移 
集合 来 蔡 代 (60.7) 式 ,其 中 gl,9g 是 满足 qig =9 的 整数 . 

回 在 9=1 时 , 磁 子 群 同 完全 平移 群 一 致 . 于 是 ,如 果 玉 是 4mai/o 的 整数 倍 , 则 平移 群 不 可 约 投影 
表示 同 不 可 约 的 通常 表示 一 致 ,而且 电 子 态 的 分 类 与 不 存在 场 时 的 也 一 致 . 
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减 去 矢量 В, 的 适当 的 整数 们 ,这 些 准 动量 值 按 顺序 变 成 下 列 各 值 : 

k=K, K+ кас, —. к-т, (60.10) 
这 4 个 函数 可 实现 平移 群 的 4 维 不 可 约 投影 表示 . М К 取 遍 边 长 分 别 为 b/g， 
Ь./а,Б, 的 原 胞 中 所 有 数值 (此 时 , 准 动量 КОКО Бон В, ,Ь, Иа, 
Б, 的 原 胞 中 的 值 ) 时 ,我 们 得 到 所 有 的 非 等 价 表示 . 

现在 , 令 gq 为 偶数 .这 时 ,在 序列 (60.9) 中 第 (g/2 +1) 个 值 就 等 于 -pb,. 
此 值 与 K 的 差别 只 是 倒 格 子 周期 5b 的 整数 倍 . 换 句 话说 ,共有 g/2 个 非 等 价 的 
K 值 ;它们 是 以 q/2 代 换 9 而 由 (60.10) 式 给 出 的 . 因此 ,在 这 种 情况 下 不 可 约 表 
示 是 4/2 维 的 ,并 且 玉 取 遍 以 25,/9,b,/q,b, 为 边 长 的 原 胞 中 之 值 . 

这 些 结果 人 允许 我 们 在 施加 磁场 时 [满足 (60.5) 式 的 条 件 ] 对 晶 格 中 的 电子 
能 谱 变化 的 特征 作出 下 述 结论 :在 无 磁场 时 ,能 谱 由 离散 的 能 带 组 成 ,每 个 能 带 
的 能 量 e(K) 是 准 动量 的 函数 , 准 动量 取 所 倒 格 子 原 胞 中 的 所 有 值 . 在 施加 磁场 
时 ,每 条 能 带 分 裂 为 а 个 次 能 带 ,每 个 次 能 带 的 所 有 能 级 在 д 为 奇数 时 都 有 5 重 
简 并 ,在 9 为 偶数 时 都 有 4/2 重 简 并 . 次 能 带 的 能 量 可 以 表示 为 矢量 天 的 函数 
=(К) ,kK 所 取 的 值 为 一 个 倒 格 胞 的 1/9 (在 奇数 g 时) 或 2/g (在 偶数 9 时). 

上 述 景象 对 于 磁场 的 大 小 和 方向 在 一 定 意义 上 是 极为 敏感 的 . 事实 上 ,不 论 
怎样 靠近 能 使 (60.5) 式 得 到 满足 (对 某 一 定 的 p,qg) 的 互 值 ,总 存在 满足 同一 条 
件 但 g 却 大 得 多 的 情况 下 的 场 强 值 . 因此 可 以 用 尽量 少 改变 场 强 的 方法 ,来 使 次 
能 带 的 数目 变 得 尽量 多 .但 应 当 强 调 ,这 决 不 意味 在 所 观察 的 物理 性 质 中 也 有 这 
样 的 不 稳定 性 . 这 些 物理 性 质 主要 不 取决 于 具体 的 唱 带 结构 ,而 取决 于 状态 数 按 
很 小 但 有 限 的 能 量 间隔 内 的 分 布 ;当场 的 变化 不 大 时 ,这 种 分 布 也 变化 不 大 . 因 
为 强烈 变化 的 并 不 是 状态 能 量 , 而 是 状态 的 分 类 .后 者 的 变化 是 由 准 动量 的 定义 
域 的 改变 所 引起 的 . 
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在 正常 ( 非 超 导 的 ) 金 属 的 实际 晶体 里 ,电子 形成 量子 费 米 液体 ,这 种 液体 
在 第 一 章 里 已 经 描述 过 了 .但 是 ,在 这 里 由 于 不 是 “自由 的 "各 向 同性 液体 ,而 是 
品格 的 各 向 异性 周期 场 内 的 液体 ,于 是 出 现 一 系列 区 别 . 

自由 费 米 液体 的 能 谱 ,是 类 比 于 理想 费 米 气 体 的 谱 建 立 起 来 的 . 与 此 类 似 ， 
金属 中 电子 费 米 液体 谱 也 类 比 于 “ 唱 格 中 ”理想 "气体 "的 谱 来 建立 的 . 准 动量 做 
为 守恒 量 的 出 现 仅 与 体系 的 空间 周期 性 有 关 ( 有 如 真实 动量 的 守恒 是 整个 空间 
均匀 性 的 结果 一 样 ). 因此 ,在 $ 55 中 所 列举 的 性 质 自然 也 可 转移 为 金属 中 电子 
液体 谱 能 级 分 类 的 特性 ,其 中 粒子 (电子 ) 的 角色 移 给 了 准 粒子 . 

在 绝对 零度 时 ,周期 场 中 的 理想 费 米 气体 粒子 占 满 直 到 某 个 界限 值 er( 在 
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7=0 时 同化 学 势 的 数值 相等 ) 的 所 有 低能 级 ,决定 2, 的 条 件 是 。 < es 的 状态 
数 等 于 全 部 电子 数 . 这 时 ,属于 一 切 值 的 e,(k) <=, 的 能 带 完 全 被 占 满 ,而 
es,(K) > et 的 能 带 是 空 的 ,而 方程 
e, (Kk) = er (61.1) 
有 解 的 能 带 将 部 分 地 被 充填 . 在 空间 ,方程 (61.1) 决 定 了 费 米 分 界面 ,这 个 面 
把 每 个 带 被 填 满 的 态 和 空 态 分 开 . 
类 似 地 ,实际 金属 在 大 空间 也 存在 一 个 曲面 ,使 准 粒 子 填 满 的 态 的 区 域 (在 
T=0 时 ) 与 空 态 分 开 ;在 面 的 一 侧 准 粒子 的 能 量 e > sr , 而 在 另 一 侧 е < ер. 但 
是 ,我 们 知道 (参看 $1) , 费 米 液体 里 的 准 粒 子 概念 只 在 费 米面 附近 才 有 实际 的 
物理 意义 ,在 那里 元 激发 的 衰减 较 小 . 因此 ,关于 (在 描述 理想 费 米 气体 谱 时 出 
现 的 ) 满 带 的 概念 在 实际 的 电子 液体 中 便 失去 字面 上 的 意义 . 
费 米面 附近 的 那些 准 粒子 称 为 传导 电子 . 一 般 情况 下 ,它们 的 能 量 是 准 动量 
的 线性 函数 ,类 似 (1.12) 式 有 
E(k) – су = (К-К), (61.2) 
其 中 ; 是 费 米面 上 的 点 ,而 


но = (ак), (61.3) 


是 传导 电子 在 该 点 的 速度 .中 

在 温度 不 等 于 堆 时 , 费 米面 附近 也 应 有 传导 电子 分 布 的 “弥散 区 ”. 由 此 产 
生 费 米 液体 理论 的 适用 条 件 :7 << Ако, КН Е, Жо, 是 费 米面 的 线 度 和 在 费 米 
面 上 的 速度 特征 量 . 通常 线 度 与 倒 格 胞 的 线 度 有 相同 的 数量 级 ,因此 А, ~1/a 
~ 有 hike/m, 则 得 出 条 件 : 





Т <<10* -10 KK, 实际 上 这 个 条 件 总 是 可 以 满足 的 . 

事实 上 ,所 有 金属 都 有 带 反 演 中 心 的 晶 格 . 根据 $55 末 所 述 , 传 导电 子 ( 具 
有 给 定 大 值 ) 的 所 有 能 级 对 自 旋 都 是 二 重 简 并 的 (这 里 所 说 的 金属 既 不 是 铁 磁 
的 ,也 不 是 反 铁 磁 的 ). 

费 米 面 的 形状 和 配置 是 具体 金属 的 重要 特征 . 不 同 金属 的 费 米面 ,一 般 说 
来 ,有 各 种 各 样 极为 复杂 的 形状 . 费 米面 可 以 由 几 个 不 相连 的 叶 构 成 ,这 些 叶 可 
以 是 单 连 通 的 或 多 连通 的 , 闭 的 或 开 的 (可 与 $55 所 讲 的 等 能 面 进行 大 致 的 比 
较 )， 

费 米面 的 封闭 叶 可 以 分 为 两 种 类 型 ,一 种 是 限定 准 粒 子 的 满 态 (在 了 =0 
时 ) 区 域 (在 se < er 的 腔 内 部 ) , 另 一 种 限定 准 粒子 空 态 的 区 域 (e > sr) .但 是 ,如 





Ф 在 $2, 从 伽利略 不 变性 的 考虑 中 得 到 型 如 (2.11) 的 “自由 ” 费 米 液 体 有 效 质量 的 公式 当然 与 晶 
格 中 的 电子 液体 无 关 . 
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果 认 为 第 二 种 情况 是 “ 空 腔 ” 被 “ 准 空 穴 ” 所 填 满 , 这 两 种 情况 就 可 以 用 类 似 的 方 
法 描述 ;于 是 ,系统 向 激发 态 的 星 迁 可 以 撕 写 为 准 空 穴 从 费 米面 内 部 向 外 部 的 贱 
迁 . 此 时 的 费 米面 称 为 空 穴 费 米面 ,以 区 别 于 第 一 种 情况 的 电子 费 米面 . 两 种 
准 粒 子 一 一 电子 和 空 穴 一 一 之 间 的 物理 区 别 , 当 它 们 在 外 场 中 运动 时 就 明显 表 
露出 来 . 例如 ,在 磁场 中 运动 时 ,用 来 决定 准 经 典 轨道 的 空 穴 (或 电子 ) 费 米 面 的 
一 切 截面 ,都 属于 $57 所 讲 的 那 种 空 穴 ( 或 电子 ) 类 型 . 

$ 1 谈 过 的 各 向 同性 “自由 ” 费 米 液体 中 费 米面 是 球面 ,根据 朗 道 的 定理 
(1.1) ,其 半径 由 液体 密度 决定 . 对 于 金属 中 的 电子 液体 也 有 类 似 的 关系 ,但 由 
于 跟 品 格 周期 性 有 关 的 特性 ,使 这 个 关系 的 表述 有 某 些 改变 . 

金属 电子 数 取 唱 格 一 个 原 胞 中 的 比较 方便 ; 令 半 是 一 个 原 胞 所 有 原子 中 的 
电子 总 数 . ЖП т. 表示 费 米面 填充 侧 ( 即 e < er 一 侧 ) 的 一 个 倒 格 胞 的 总 体 
积 , 这 里 总 字 的 含义 是 :如 果 与 费 米面 各 叶 对 应 的 各 填充 区 域 部 分 交 春 ,那么 它 
们 仍然 应 该 独立 求 和 . 我 们 约定 ,体积 rr 以 倒 格 胞 本 身 的 体积 为 单位 进行 量度 . 
从 关于 区 域 交 又 的 说 明 可 知 : 如 此 定义 的 量 т; 可 以 超过 1. 








我 们 感 兴趣 的 命题 一 一 Luttinger 定理 (对 于 金属 它 可 代替 朗 道 定理 ) 可 用 下 
列 等 式 表示 : 


п, =2тр=п 21, (61.4) 

ЖЕ (0). 对 品格 里 的 理想 气体 模型 ,这 个 数 有 简单 的 意义 : 倒 
格 胞 中 的 两 个 ( 因 有 两 个 自 旋 态 ) 电 子 , 相 应 于 每 条 能 带 全 被 充满 ,因此 21 是 占 
据 ! 条 低能 带 的 电子 数 ; 而 差 ”- 21 是 部 分 充填 带 中 的 电子 数 . 公式 (61.4) 所 表 
示 的 事实 绝 非 平凡 ,类 似 的 情况 在 考虑 到 电子 间 有 相互 作用 时 也 出 现 .@ 按 照 金 
属 的 定义 ,整数 n, 不 等 于 零 ， | 

假设 在 金属 中 只 有 (电子 的 和 空 穴 的 ) 封 闭 的 费 米面 的 叶 . 我 们 用 т 和 
7 表示 电子 腔 和 空 穴 腔 对 7; 的 贡献 : 

тр = У т + У т) 
( 求 和 分 别 对 所 有 电子 的 叶 和 所 有 空 穴 的 叶 进 行 ). 量 7 与 电子 腔 的 体积 一 致 ， 
而 空 穴 腔 的 体积 是 1 -7* .我 们 引进 电子 型 准 粒子 数 和 空 穴 型 准 粒子 数 
п. =2 Ут”, п, =2 У (1-70). 

在 ”是 偶数 (从 而 "。 也 是 偶数 ) 时 ,可 以 有 这 种 情况 . Вр п, 等 于 空 穴 腔 数 的 两 
并 .容易 相信 ,此 时 等 式 (61.4) 归结 为 等 式 





Ф 但 是 ,我 们 强调 指出 ,为 避免 误会 ,“ 空 穴 ” 一 词 在 这 里 的 含义 不 同 于 $1 末 用 另 一 种 方法 描述 费 
米 液 体 谱 时 所 使 用 的 含义 (那里 称 为 空 穴 的 只 是 系统 激发 时 在 填 满 区 内 形成 的 空位 ) . 
©) 这 一 命题 的 严格 推导 可 参看 J. M Luttinger, Phys. Кер. 119 ,1153 (1960). 
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п. =n,. (61.5) 
准 粒 子 数 和 准 空 穴 数 相等 的 金属 称 为 补偿 金属 . 
我 们 注意 到 , 当 精 确 满足 等 式 (61.5) 时 , 量 n_ 和 nn, 本 身 可 以 是 任意 的 ,可 
以 包括 任意 小 . 当 所 有 费 米 面 腔 的 体积 与 倒 格 胞 的 体积 相 比 都 很 小 时 ,金属 称 为 
半 人 金属. 但 是 ,传导 电子 的 数目 有 一 个 下 限 , 低 于 这 个 下 限 ,金属 型 的 电子 谱 就 
要 变 得 不 稳定 ,因而 也 就 不 能 再 存在 下 去 (这 种 情况 可 参看 § 66 Ж). 
金属 的 热力 学 量 由 唱 格 部 分 和 电子 部 分 构成 . 后 者 的 热力 学 关系 决定 于 费 
米面 附近 的 稚 粒 子 [ 色 散 定律 (61.2)]. 这 个 关系 的 特点 自然 也 和 理想 费 米 气体 
或 各 向 同性 的 费 米 液体 一 样 (比较 $1) ;公式 中 的 差别 ,只 是 由 于 准 粒 子 在 非 球 
形 ( 现 在 就 是 这 种 情况 ) 费 米面 附近 的 状态 数 不 同 而 已 . 
我 们 用 vds 表示 金属 单位 体积 在 能 量 间隔 de 内 的 状态 数 .在 能 量 分 别 
为 ef 和 er+de 的 两 个 无 限 接近 等 能 面 之 间 , 大 空间 的 体积 元 等 于 dfde/ 
пор, НН df 是 费 米面 的 面积 元 ,而 vr 是 矢量 v= 9e/h6k 对 此 面 的 垂直 分 
и. 因此 
2 d 
"7 (2т)? го 
这 里 对 一 个 倒 格 胞 内 费 米面 的 所 有 叶 进 行 积分 (在 开放 的 费 米面 情况 , 胞 面 本 
身 当 然 不 包括 在 积分 区 域内 ). 
量 值 (61.6) 代 替 了 热力 学 量 中 对 于 自由 粒子 气体 ( 费 米 面 是 球面 ) 的 下 列 
表达 式 





(61.6) 


2 4трь тр 
(2mh) pr/m т" 
例如 ,金属 热力 学 势 2 的 电子 部 分 (比较 第 五 卷 $58) 是 
0. = (2 ут, (61.7) 
其 中 О. Т=0 时 的 热力 学 势 值 .将 (61.7) 式 第 二 项 当做 0 的 小 附加 项 ,根据 
关于 小 附加 项 的 定理 ,对 于 热力 学 势 B 也 能 写 出 类 似 的 公式 : 


2 
Ф, = Bo ки (61.8) 


现在 认为 式 中 的 zx 和 VV 是 通过 P 表达 的 (“ 零 级 "近似 , 即 在 7=0 时 ). 
由 (61.8) 式 确定 米 , 而 后 再 确定 热 容 量 ,我 们 求 得 


2 
С, = ИТ. (61.9) 





Ф ШЕ: п, - 10-5. 
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热 容量 的 晶 格 部 分 与 下 成 比例 (在 温度 小 于 德 拜 温度 @ 时 ) ;因此 在 充分 低 的 
温度 时 ,电子 对 热 容 量 的 贡献 变 成 主要 的 了 .中 
根据 同样 原因 ,在 这 个 温度 范围 电子 对 金属 热膨胀 的 贡献 也 成 为 主要 的 了 . 
由 (61.8) 式 决定 体积 了 = 9G/3P ,而 后 再 确定 热膨胀 系数 a, 得 到 
我 们 注意 到 ,在 这 里 (也 如 在 了 >> Ө 范围 一 样 一 ИН $67) 关系 式 
ay дш(Уь,) 
C oP 











与 温度 无 关 . 
$62 金属 中 电子 的 格林 函数 


$56— $58 的 讨论 所 涉及 的 是 晶 格 中 单个 电子 的 运动 ,在 晶 格 上 还 有 外 磁 
场 的 作用 . 现在 我 们 证 明 , 那 里 所 获得 的 结果 对 于 实际 金属 电子 液体 中 的 准 粒 子 
(传导 电子 ) 本 质 上 仍然 是 正确 的 ,只 是 关系 式 中 的 某 些 量 的 定义 有 些 改 变 [ 10. 
А. Бычков, Л. П. Гольков, 1961; Ј. М. Luttinger,1961). 适 于 普遍 研究 电子 液体 
的 数学 工具 是 格林 函数 . 

在 第 二 章 中 对 于 “自由 ” 费 米 液体 发 展 了 这 个 工具 .我 们 将 阐明 ,对 晶 格 中 
的 液体 这 个 工具 在 哪些 点 上 要 改变 . 

电子 流体 (在 温度 Т=0 时 ) 的 格林 函数 还 是 通过 公式 (7.9) 的 电子 海 森 伯 
少 算 符 定义 的 ,其 中 的 平均 按 金 属 的 基态 进行 . 由 于 时 间 的 均匀 性 ,这 个 函数 与 
ЯСЕ г, 和 的 关系 仅 通过 t=ti -i, 来 表示 . 现在 ,对 流体 来 说 ,由 于 存在 晶 格 外 
场 , 空 间 均匀 性 便 遭 到 破坏 . 因此 ,格林 函数 不 仅 与 差 值 r, г, 有 关 . 可 以 立即 断 
言 ,格林 函数 对 于 mr 和 同时 平移 同一 个 (任意 的 ) 唱 格 周期 来 说 是 不 变 的 . 下 
面 我 们 在 w,r 表象 中 研究 格林 函数 ,也 就 是 我 们 引信 对 于 :的 侍 里 叶 分 量 ; 
Goa(w;r1,72) .原则 上 , 正 是 这 个 函数 能 够 确定 金属 中 电子 液体 的 能 谱 . 把 $8 中 
的 讨论 重新 运用 到 目前 情况 (不 再 进行 全 部 计算 ). 

在 $8 中 指出 过 ,系统 的 均匀 性 允许 完全 定义 少 算 符 的 矩阵 元 与 坐标 的 关 
系 , 因 而 能 够 在 空间 - 时 间 表象 中 写 出 形 如 (8.5 一 8.6) 的 格林 函数 的 一 般 表达 
式 ;然后 ,从 这 里 它 可 以 过 渡 到 展开 式 (8.7) 形 状 的 动量 表象 

对 于 品格 中 的 电子 液体 ,只 对 晶 格 周期 平移 ( 即 当 r =a 时 ) 才 有 表 成 等 式 
(8.3) 的 矩阵 元 的 不 变性 . 自然 ,这 将 减 小 与 华 标 关系 的 确定 性 :代替 (8.4) 式 ， 





Ф 展开 (61.9) 式 的 小 参量 是 比值 /er ,展开 晶 格 热 容量 的 小 参量 是 比值 ?7@. 因此 , 热 容量 的 这 
两 部 分 在 Т ~ @"/er 就 有 同 程度 的 大 小 . 
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至 少 可 以 断定 

(019, (1,7) Imk) 00е (р), 

Ст, (#,г) 10) =: ,(г)ехр( iw (Kk)t), (62.1) 
其 中 


Ханк (Г) =e ить (Г), 
х (е) = е" (Р). (62.2) 
k 是 态 的 准 动量 ;m 是 其 余 特 征 性 量子 数 的 集合 ,而 w 和 "是 晶 格 中 坐标 的 一 些 
周期 函数 (我 们 只 写 出 发 自 基 态 一 一 0 态 一 一 的 跃迁 矩阵 元 ). 函数 Xx" 和 xX” 
的 性 质 ,类 似 于 周期 场 中 电子 的 布 洛 赫 函 数 . 通过 这 些 和 矩阵 元 表示 格林 函数 , 然 
后 变换 到 对 时 间 的 传 里 叶 分 量 ( 类 似 于 $8 所 做 的 ) ,现在 代替 (8.7) 式 ,我 们 得 
到 展 式 
(rn, г (г, г, 
(шт nm) = У ре а © и оа. ха) 
2 ”和 上” 的 意义 同 前 ;在 第 二 项 中 进行 了 К -大 的 变换 ， 
在 金属 的 费 米面 附近 有 不 衰减 的 单 粒子 的 元 激发 ,表明 当 e 接近 j 时 ,状态 
的 能 量 只 与 上 有 关 . 对 于 这 些 状态 ,函数 С, (оз, ) ЛЕ о = (К) -人 处 有 极 





} (62.3) 


Ха (т) (Го) 

о +ш- (Е) +10 + sign о’ 
当 对 自 旋 有 简 并 时 还 应 该 对 两 个 自 旋 态 求 和 . 

根据 格林 函数 来 确定 能 谱 ,原则 上 归结 为 某 个 积分 -微分 线性 算 符 的 本 征 
值 问题 . 

对 所 研究 的 问题 ,在 坐标 空间 的 图 技术 基本 原则 仍然 同 通常 的 费 米 液体 的 
情况 一 样 .尤其 是 , 若 引 人 自 能 函数 (i,r,,r,) (作为 814 定义 的 图 的 集合 之 
和 ) ,可 以 把 格林 函数 Си (г, л, ‚г, ) 写成 级 数 (14.3) 的 形式 ,这 个 级 数 求 和 就 成 
为 图 方程 (14.4). 这 些 图 上 的 细 实 线 表 示 自 由 电子 ( 既 不 同 其 它 电子 也 不 同 晶 
格 相互 作用 ) 的 格林 函数 Ce (tm ~r,) .根据 (9.6) 式 ,这 个 函数 满足 方程 

(Gi i ) c2 Cr -г,) =6.56(1)6(г, - 7.) А 
从 左 侧 用 算 符 (…) 作 用 于 方程 (14.4) ,然后 变换 到 按时 间 的 传 里 时分 量 , 我 们 
得 到 待 求 的 方程 


А, 
(о ++ и.) баш г.г) - | х,о, г.) С (оз, ) ах = 





Gaal wr ,Ts ) = (62.4) 


=0,8(м, -г,). (62.5) 
在 格林 函数 的 极点 (对 变量 о) 附近 ,方程 的 右 方 可 以 略 去 , 便 获 得 齐 次 积 
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分 -微分 方程 ,其 本 征 值 则 给 出 系统 的 能 谱 . 这 时 ,任何 运算 都 不 涉及 指标 8 和 
变量 x, , 即 它们 在 方程 里 不 是 重要 的 参数 . 因此 ,为 确定 能 谱 方程 可 以 写 为 中 
(о на) - [ Хех, (07) ds’ = (е - (г) =0. 

(62.6) 

ХХ} тяжи, КЕНИЯ. 如 前 所 述 , 根 据 w = 

=(г) -人 ,上 式 的 本 征 值 确 定 了 能 谱 ; 相 应 的 本 征 函 数 就 是 (62.4) 式 中 的 函数 

Xu(r)[ 将 (62.4) 直 接 代入 (62.5) 会 清楚 地 看 出 这 一 点 ]. 因为 在 费 米面 附近 的 

激发 衰减 少 ,在 小 w 的 情形 下 , 算 符 世 是 厄 米 的 (精确 到 数量 级 为 w 的 项 ). 

为 了 过 渡 到 有 弱 外 磁场 的 情况 ,应 该 指出 ,在 矢 势 规范 变换 时 yy 算 符 如 波 
函数 一 样 进行 变换 [比较 (44.3 一 44.4) ]. 因此 格林 函数 G6(w;r) ‚г, ) 如 函数 
ВУЗЕ (т) (г, ) 一 样 进 行 变换 . 这 意味 着 (62.6) 中 的 函数 y(r) 也 必须 如 通 
常 的 峭 函 数 一 样 进行 变换 .但 是 ,仿效 $56 中 的 讨论 ,容易 发 现在 那里 利用 到 的 
只 是 :品格 的 周期 性 、 规 范 变 换 的 一 般 人 性 质 以 及 能 谱 由 某 个 哈密 顿 量 的 本 征 值 所 
决定 ;哈密 顿 量 现在 由 公式 (62.6) 中 的 算 符 上 来 充任 . @ 显 然 , 因 此 所 得 的 结 
即 由 无 外 场 的 能 谱 向 有 弱 场 的 能 谱 过 湾 的 规则 ,也 是 相同 的 :新 的 能 谱 由 哈密 顿 
量 

< (K-24(F) )， ?= (62.7) 
的 本 征 值 所 确定 . 其 中 ce(k) 是 无 场 时 的 谱 . 自然 ,现在 的 函数 (А) 的 意义 不 同 
于 它 在 (56.7) 式 中 的 ,在 后 者 已 考虑 到 系统 中 所 有 电子 的 集体 相互 作用 . 

其 次 ,因为 在 857, $58 对 准 经 典 情况 的 研究 是 完全 建筑 在 形 如 (62.7) 式 
的 哈密 顿 量 上 的 ,所 以 ,这 些 结果 可 直接 移 到 电子 液体 上 .但 是 ,这 时 产生 一 个 问 
题 , 即 什么 是 作用 给 传导 电子 上 的 场 强 (或 矢 势 4). 严 格 说 来 ,这 应 该 是 所 有 的 
电子 在 该 点 r 形成 的 场 (以 及 外 场 ) 的 精确 微观 值 . 但 是 ,在 准 经 典 情况 下 发 生 
相互 作用 的 区 域 的 特征 线 度 rs(“ 罗 道 的 拉 摩 半径 ” ) 大 于 电子 间距 ( 同 蝇 格 常量 
а 一 致 ) 的 数量 级 . 这 个 事实 导致 对 微观 场 的 自动 平均 . 这 个 平均 的 起 源 能 够 用 
下 面 的 讨论 来 说 明 . 





中 ”对 于 微观 均匀 的 费 米 液体 ,在 动量 表象 中 ,这 个 方程 归结 为 方程 (14. 13) 
w+u=e (р) +У(ш,р) 


@ ”这 里 可 以 指出 一 个 重要 的 区 别 :(62.2) 中 的 算 符 工 依赖 于 о. 其 实 ,这 只 表明 哈密 顿 量 不 是 以 显 
示 的 方式 写 出 . 在 小 w 情况 下 (在 费 米 面 附近 ) 展 开 =~ о, ЖЕНЯ) ЕЯ Тох = 
w(1 -bX, 也 可 过 滤 到 显 式 . 
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我 们 将 微观 场 强 表示 成 它 的 平均 值 ( 按 宏观 电动 力学 所 用 的 术语 它 是 磁 感 
应 强度 В) 与 迅速 变化 部 分 豆 之 和 的 形式 . 相应 于 均匀 场 B 的 矢 势 ,在 轨道 线 度 
的 全 部 范围 内 将 增 大 ,并 取 特 征 值 Вг. 在 距离 ~a 上 相应 于 振荡 场 Н 的 势 不 
会 系统 地 增 大 ,并 且 只 取 值 ~ Ba, 这 个 值 同 Brr 比较 可 以 忽略 . 在 $56 中 讲解 
时 , 恰 是 场 势 决定 电子 运动 的 量子 化 . 于 是 我 们 得 出 结论 :只 考虑 均匀 磁感应 
B=VxA4 的 势 4 已 足够 了 ,这 个 B 正 是 作用 给 电子 的 场 (D. Shoenberg ,1962 ) . 
ЖЕ РИС $ 63 未 ) 我 们 将 看 到 ,这 个 事实 在 金属 磁化 时 将 导致 某 些 新 的 现象 . 

于 是 ,金属 电子 液体 的 准 经 典 量子 化 规则 可 写成 
2T71el 


ћс 
式 中 S(e,k,) 是 金属 的 传导 电子 真实 等 能 面 的 截面 积 (在 它 的 费 米面 附近 ). 

像 具有 反 演 中 心中 晶 格 中 的 单 电子 问题 一 样 ,考虑 传导 电子 的 自 旋 将 使 磁 
场 中 的 能 级 分 裂 为 两 个 分 量 : 

Erno (k,) ==,(Ё,) +оВё(Е)В, “= +1. (62.9) 

В (4, ТЕ ОЕ ЕХ УВС (К) 的 平均 结果 . 这 时 ,可 充分 精确 地 认 
为 所 有 轨道 都 位 于 费 米面 上 ,因此 平均 的 结果 只 与 有关 . 我 们 强调 指出 ,对 于 
电子 费 米 液体 , 量 (4,) 不 等 于 1( 自 由 电子 之 值 ) ,不 仅 与 自 旋 - 轨道 相互 作用 
有 关 , 而 且 也 与 电子 之 间 的 交换 作用 有 关 . 
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在 弱 磁 场 中 (BB << ТВ 是 玻 尔 磁 子 ,B 是 磁感应 强度 ) ,金属 的 磁化 率 不 能 
以 普遍 形式 计算 出 来 . 其 原因 是 在 费 米 液体 的 理论 框架 内 只 能 研究 磁化 率 的 顺 
磁 ( 自 旋 ) 部 分 :这 部 分 决定 于 费 米面 附近 的 传导 电子 ,因为 分 布 在 深部 的 电子 
的 自 旋 相 互 抵消 . 对 磁化 率 抗 磁 ( 轨 道 ) 有 贡献 的 是 全 部 电子 ,其 中 包括 分 布 在 
深部 的 电子 ,在 那里 费 米 液体 理论 中 的 准 粒 子 概念 已 失去 意义 . 但 是 ,这 两 部 分 
磁化 率 ,一 般 说 来 有 相同 的 数量 级 ,有 实际 物理 意义 的 只 是 它们 之 和 | 
我 们 进而 讨论 “ 强 " 场 ,这 时 

Т5ВВ << 人 ， (63.1) 
即 户 道 能 级 的 间隔 可 以 同 温度 相 比 拟 ,但 仍然 小 于 化 学 势 . 在 这 种 情况 下 ,磁化 
率 的 顺 磁 部 分 和 抗 磁 部 分 已 完全 不 能 分 开 , 但 是 这 里 的 情况 发 生 了 变化 , 即 人 金属 
的 磁化 强度 对 场 强 显 现 出 振荡 关系 [ 迪 : 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 (de Наа уап Alphen ) 
效应 ]@. 磁化 强度 的 单调 部 分 在 这 里 也 与 金属 中 的 全 部 电子 有 关 , 并 且 不 可 能 


S(e ,下 ) = 8(n+ 本 |)， (62.8) 





二 ”实际 上 ,一 切 金 属 的 晶 格 都 具有 反 演 中 心 . 
© 对 比 第 五 卷 $ 60 ,在 那里 对 理想 电子 气 研究 了 这 个 效应 . 
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在 费 米 液体 理论 的 框架 内 进行 计算 . 而 磁化 强度 的 振荡 部 分 , 正 像 我 们 将 要 看 见 
的 ,只 由 费 米 面 附近 的 传导 电子 决定 ,因而 可 在 普遍 形式 下 进行 研究 (1H. М. 
Лифшиц, А. М. Косевич ‚1955). 这 里 我 们 所 感 兴趣 的 正 是 这 一 部 分 . 
磁化 强度 对 磁场 的 振荡 关系 是 电子 轨道 运动 能 级 量子 化 的 结果 .但 是 ,被 量 
子 化 的 只 是 与 电子 沿 闭 合 轨 道 ( 在 空间 ) 运 动 所 对 应 的 状态 . 因此 ,对 热力 学 
量 振荡 部 分 的 贡献 只 来 自 等 能 面 封闭 截面 上 的 传导 电子 ,该 截面 是 垂直 场 方 向 
的 平面 所 截取 的 .我 们 认为 ,在 这 些 截面 上 满足 准 经 典 性 条 件 , 即 被 等 式 (62.8) 
所 定义 的 数 n 是 个 大 数 : 
heS/ 1elB >>1. (63.2) 
对 于 金属 中 典型 的 费 米 面 截面 的 线 度 ~ 1/a ,因此 S$~a 一 , 则 条 件 (63.2) 显然 能 
满足 [ 比较 222 页 上 的 注释 ). 
考虑 自 旋 时 , 准 经 典 能 级 由 表达 式 (62.9) 给 出 ,其 中 е, (А) 771 (62.8) 
的 解 ; 与 每 个 能 级 对 应 的 状态 数 由 公式 (58.10) 给 出 . 因此 ,决定 热力 学 势 Q( 是 
上 ,7 和 系统 的 体积 VV 的 函数 ) 的 配 分 函数 食 于 下 式 中 
п= та У [У ш [чер ие ар, (63.3) 
下 标 s 是 等 能 面 各 叶 编号 ;为 了 简化 ,以 后 我 们 略 去 这 个 下 标 以 及 对 它 的 求 和 
号 .所 有 等 能 面 的 叶 的 全 部 不 同 的 截面 所 在 的 区 间 ( 即 除去 周期 性 重复 ) ,就 是 
对 ак, 进行 积分 的 区 间 . 


首先 我 们 从 О 中 分 离 出 随 场 振荡 的 部 分 (用 全 来 表示 ) ,借助 于 泊 松 公式 @ 
变换 求 和 式 (63.3): 


PF(0) + > Е(п) = [ Е(х)дх +2Re > Г F(x)e’™dx. (63.4) 
用 于 (63.3) 的 这 个 公式 ,其 第 一 项 对 0 给 出 非 振荡 的 贡献 ; 略 去 它 ,我 们 写 出 





0= - к, У У, 1, (63.5) 
其 中 1 是 积分 的 振荡 部 分 : 
六 = Г. dn [In{1 нере 2061 end, (63.6) 


并 引进 记号 = - сВёВ. 
为 了 进一步 的 变换 ,我们 引入 函数 





Ф 参看 第 五 卷 $60. 在 (63.4) 中 求 和 项 F(0) 带 有 1/2 系数 是 无 关 紧 要 的 ,因为 在 求 和 式 (63.3) 
中 ,反正 重要 的 只 有 n 大 的 项 . 
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chS(e,k,) 1 
一 а, 63.7 
п(е,№,) 27lelB 2 ( ) 


[比较 (62.8) 式 ] ,并 且 从 (63.6) 中 按 dn 的 积分 过 渡 到 按 de 的 积分 : 


Г. = Г 1 + ехр 2 — 
对 de 的 积分 下 限 是 任意 选择 的 ( 取 为 零 ) ,因为 积分 反正 只 在 e = р, 附近 才 是 
主要 的 . 

由 于 n(e,k,) 是 一 个 大 的 函数 ,(63.8) 中 被 积 式 的 指数 因子 是 的 快速 振荡 
函数 ,这 些 振荡 使 对 dk, 的 积分 消失 ,因此 对 积分 的 主要 贡献 来 自 使 函数 n(s,k,) 
变化 最 慢 的 变量 六 (因而 振荡 也 最 慢 ) 的 各 区 间 . 换言之 ,对 积分 的 主要 贡献 来 自 
(在 每 个 给 定 值 = 时 ,n 作为 的 函数 ) 的 极 值 点 附近 的 区 域 . А, „(г НН 
一 个 这 样 的 点 ;在 此 点 附近 用 鞍点 法 计算 积分 :把 指数 函数 的 指数 写 为 


n(e,k,)~n, (=) +1 (2) (Е-Е)? 
9 0z ех 2 ӘХ? ox 了 ZeX » 


п. (=)=п(ғе,Е, „(=)). 
而 在 非 指数 函数 因子 中 我 们 取 А, = Б, :时 的 值 . 结果 得 到 ,每 个 极 值 点 对 积分 的 
贡献 为 
8  9п., 1 | ап 


| вп (1 +exp о ) | 
А ЛЕВИН хх дп/ дЕ, =0, 人 允许 用 dn。/de Коп (е, Е.) /де. 在 指数 函数 中 指数 
的 + 导 和 一 号 对 应 于 ,是 孙 数 n(s,k,)D 的 极 小 值 点 或 极 大 值 点 .用 分 部 积分 
变换 此 表达 式 , 写 出 


т. ехр(2тИт ) de =_= 5 Чек (ОИ. (2)), 
并 考虑 到 缓 变 函 数 18n/9k |, р ЖА НИНЫ 


关系 , 略 去 这 一 项 ,我们 有 





ых тата ds. (63.8) 





и . exp (тт, т) де. 




















. se ехр(2тіїп, )de (63.9) 


Г = 
ы 之 та ТР? Jo 已 一 Lv 
[ 1 +ехр ( 


这 里 对 所 有 极 值 点 求 和 ( 极 值 点 的 意义 在 下 面 还 要 讨论 ). 
被 积 式 分 子 中 的 因子 exp (2miln。, ) е 的 快速 振荡 函数 . 除 掉 能 使 分 母 迅 
速 变化 的 e -yh。~7 的 区 域外 ,这 些 振 荡 处 处 使 对 ds 的 积分 消失 . Ш Жи, (е) 





) | 192 п/э? 12, 





Ф eqz 型 的 鞍点 积分 的 计算 是 借助 于 下 列 代 换 进行 的 ,z= ше" ,在 >0 时 ,或 z=ue-m4 ,在 
4 <0 时 ,然后 对 du 的 积分 扩展 成 自 -到 + 吕 . 
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在 这 个 区 域内 是 缓慢 变化 的 ,因而 能 够 表示 成 如 下 的 形式 . 
п. (2) =т..(м.) +т. (м, )(в-м.), 
因子 19 me 六 1 可 直接 以 其 在 в=р, 处 之 值 来 代替 .然后 ,由 对 se 的 积分 转 到 
对 x=(e-Ar)Z7 的 积分 , 且 以 - % 替换 积分 下 限 - и, ТОНУ ШТ >>1) ,我 们 
5810 | ` 
~ exp[ 2miln, (1, ) +im/4] 
= оРиае ИА, 
这 个 表达 式 按 co = +1 求 和 时 ,处 处 ( 除 指数 因子 外 ) 可 以 把 we Жи, НЯ 
按照 (63.1) 的 假设 8B8 <<1. 在 (指数 性 的 ) 相 因子 中 这 样 的 替换 是 不 允许 的 ,这 
是 因为 函数 n。.(e) 较 大 ,其 宗 量 较 小 的 变化 也 要 造成 相位 显著 的 变化 ;但 是 ,在 
这 里 将 n。(j. =ВВ)З ВВ 宕 展开 到 线性 项 已 足够 . 


~ exp[ 27iln, (ш) +іт/4] 
> 1, = - У Р21аплә 1 х 
ех д п. д ех,й 





. arsinh[2T Тп’, (и,)]. 





х arsinh[ 21° Ти’, (ш) ] соз[2=1ВВЁ п’ (ш) ]. (63.10) 


А ё, =2(4...). 尚 须 说 明 此 表达 式 内 各 量 的 意义 ,并 需 将 其 代入 (63.5) 式 . 
根据 (63.7) 式 的 定义 ,函数 n,,(s) 与 作为 & В 


数 的 等 能 面 5(。,&.) 的 截面 极 值 S。(e) 有 关 , 其 值 [~ © 
_ А У AN 
在 e = 时 是 费 米 面 极 值 蕉 面 .在 图 15 上 给 出 费 米 \ М: 


面 的 哑铃 形 极 值 (两 个 极 大 和 一 个 极 小 ) 截面 ;它们 < 
垂直 于 箭头 所 指 的 场 方向 . 在 (63. 10) 式 对 ex 求 和 

是 对 所 有 费 米 叶 面 的 极 值 闭合 截面 进行 的 . 为 了 简 图 15 

化 公式 的 书写 ,我 们 引入 传导 电子 在 它 沿 极 值 闭合 轨道 运动 时 的 回旋 质量 . 根据 
(57.6) 的 定义 ,这 个 质量 为 


. В 95(в,&,) 
т“ = 


в? 
= =—5’ 
27 дє вы 2T = (р) 


其 中 5. (=) =S[e,k(e)]; 最 后 的 等 式 又 与 极 值 点 处 9S(s ,hk,)/9k, =0 相 联系 . 
结果 ,我们 得 出 热力 学 势 振 荡 部 分 的 最 后 公式 





Ф ЯТАМ 





_ © ей: _ А т 
= Г. е+1 зіп та 
在 z 复 平面 上 由 实 轴 ,直线 Im 2 =2m 和 无 穷 远 的 两 侧线 段 组 成 围 道 ,积分 在 此 围 道 进行 便 可 得 出 此 公式 
(为 保证 收敛 ,在 两 侧线 段 上 以 a -iD 代替 实 参量 oa) , 沿 此 围 道 的 积分 决定 于 极点 Z = іл 处 的 留 数 . 由 此 
得 出 1-e 271 = -2mie-me， 
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~ | 25 т 

f= УУ (100 (+) |, 
8°8(ш,Е,) А 

Әк? 


5/2 -1/2 
о, = 200"ВВ) 





ате )， (63.11) 








пт’ р? ex sinh л 
А = Іт Тт“ /mBB 
(т 是 电子 的 真实 质量 ,余弦 宗 量 的 + 号 或 - 号 对 应 于 极 小 截面 或 极 大 截面 ). 马 
磁化 强度 好 (单位 体积 的 磁 矩 ) 由 微 商 算出 名 


М = – =, | (63.12) 
这 时 ,(63.11) 式 中 要 微 商 的 只 是 变化 最 快 的 因子 一 余弦 . 由 于 费 米 面 的 各 向 异 
性 (m 和 5. 与 场 方向 有 关 ) ,一 般 说 来 ,M 的 方向 与 B 的 不 相 重合 . 我 们 得 出 纵 
向 ( 沿 场 方向 ) 磁 化 强度 的 振荡 部 分 : 
~ -> 2S 
мои (88). 
B (mpB) 5, | 95(ш,6,) | -2 A 
тт" Р? Ok? ox віп A 
表达 式 (63. 11) 和 (63.13) 是 磁场 的 复杂 振荡 函数 ,并 且 一 般 说 来 ,这 些 函 
数 包含 各 种 周期 的 项 :来 自费 米面 的 每 个 极 值 截面 的 项 都 有 一 个 关于 变量 1/B 
的 周期 , 它 等 于 








М, = 











воз (т), (63.13) 


1 _4ттВ _2т[е| 
В 125, #5.’ 
我 们 注意 到 ,这 些 周期 都 与 温度 无 关 . 

振幅 与 温度 的 关系 由 因子 和 /sinhA 来 确定 . Мл >>1 时 ,振幅 按 指数 衰减 ， 





А (63.14) 





Ф ”自由 电子 气 的 费 米面 是 半径 为 = (Оти 的 球面 ,S。 =, ША (63. 11) 过渡 到 第 五 卷 
$60 中 的 公式 (60. 15). 

© 对 刀 的 微 商 需要 进行 说 明 . 应 用 下 面 的 方法 能 够 得 到 公式 (63.12). 当场 的 矢 势 作 无 限 小 的 变化 
时 ,系统 的 哈密 顿 量 的 变化 是 


这 = 二 | јваау, 
其 中 是 流 密度 算 符 [ 参看 第 三 卷 (115.1) 式 ]. 用 8 入 的 平均 值 可 以 得 到 热力 学 势 2 的 变化 ( 当 ,7,V 已 
给 时 ). 但 是 系统 的 量子 化 不 是 用 精确 的 微观 场 Н( $62 中 已 指 出 ) ,而 是 用 它 的 宏观 平均 值 В 确定 的 . 就 
是 说 在 5Н 中 也 应 该 将 4 理解 成 平均 场 8 的 矢 势 .于 是 , 变 分 84 可 以 从 平均 号 下 提出 来 ,因而 
30= (8H) = -二 | (5) ВААУ. 
现在 ,根据 定义 (j) =c V xM 引信 磁 矩 ,进行 分 部 积分 ,我 们 得 到 
500 = - 88 | мау. 
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实际 上 振荡 消失 . 当 A1 时 ,因子 A/sinh A ~1, 因 此 振幅 的 数量 级 由 人 2 和 M， 
中 其 余 的 因子 来 确定 ,下 面 的 所 有 估算 都 属于 这 种 情况 . 
为 了 粗略 的 估计 ,我们 取 
т” ет, ит, 5-Е 
其 中 А, ~ 1/4, 是 费 米面 的 线 度 . 于 是 得 出 
дуул (88) ， м-в (22) (63.15) 
其 中 ~ 如 是 电子 数 密度 . 当 涉 及 磁化 强度 与 场 是 单调 关系 的 那 部 分 (以 开标 
记 ) ,可 以 进行 估算 ,这 只 要 取 


о р 
М -ХВ 8 тв тв. (63.16) 


Дн 是 磁化 率 的 “单调 "部 分 ,比如 按照 电子 气 在 弱 场 中 的 磁化 率 公 式 
(参看 第 五 卷 $ 59 ) 估算 . 相应 的 热力 学 势 的 单调 部 分 是 0 ~ VB Упр (BB/ 
A) .对 比 所 写 出 的 表达 式 , 表 明 热 力学 势 的 振荡 部 分 小 于 它 的 磁性 单调 部 分 : 

0/0 ~ (ВВ/ш)" <<1. 


尤其 小 于 它 在 无 磁场 时 的 值 20, ~ Упш: 0/0, ~ (BB/n)?. 相反 地 ,磁化 强度 的 振 
荡 部 分 远大 于 其 单调 部 分 
М/М ~ (и/вВ)“? >>1. 

应 该 指出 ,所 有 上 述 磁化 振荡 的 理论 是 关于 理想 晶体 电子 液体 的 ,在 理论 中 未 
考虑 传导 电子 在 声 子 和 在 晶 格 缺陷 (如 杂质 原子 ) 上 的 散射 过 程 可 能 带 来 的 影响 . 这 
些 过 程 导致 电子 能 量 的 不 确定 性 :Ae ~ пт ~ Ао ОНО т 是 两 次 碰撞 间隔 的 时 间 ;六 
是 自由 程 ;wr 是 电子 速度 ). 细 锐 能 级 的 弥散 也 导致 磁化 振 葛 的 平滑 化 . 允许 忽略 散 
射 过 程 的 条 件 在 于 能 量 的 不 确定 值 As 小 于 能 级 间隔 ,也 就 是 说 ,必须 有 : 

| Ёо» >> ћу}. (63.17) 

在 7T-0 时 (条 件 (63.1)) 允许 有 任意 小 的 下 值 [确切 地 说 只 是 条 件 
(63.17) 所 限定 之 值 ]. 此 时 磁化 强度 及 ,原则 上 可 以 同 磁 感应 强度 及 相 比较 [ 因 
为 MAB -Х(м/ВВ)"?] ,但 是 ,磁化 率 X = 5М/5НО 早已 变 大 (对 其 模 来 说 ) 实际 
上 ,还 要 指出 ,应 该 微 商 的 只 是 振荡 因子 ,于 是 得 出 

МЕ ~x (ш/ВВ)°?. (63.18) 

在 这 样 情况 下 ,磁化 强度 的 振荡 使 宏观 场 强 且 =B -4mM(B) 与 磁感应 强度 

В 的 关系 曲线 相继 出 现 一 系列 的 弯曲 ,有 如 图 16 所 示 ( A. В. Ріррага,1963). 但 








Ф ”为 了 避免 不 必要 的 繁杂 ,以 后 当 定性 讨论 所 出 现 的 效应 时 ,我 们 不 考虑 各 向 异性 的 影响 . 
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是 ,热力 学 稳定 性 条 件 要 求 中 


(25) >0 
9В Tu 


因此 与 bc 段 曲 线 对 应 的 状态 是 不 可 能 的 . 这 里 出 现 
的 情况 与 压强 对 体积 的 曲线 关系 上 出 现 折 弯 时 使 物 
质 产 生 相 变 ( 比较 第 五 卷 $84, $152) 有 完全 类 似 的 
地 方 . H(B) 的 平衡 曲线 实际 上 对 应 于 水 平 的 直线 线 
段 ad, 它 使 图 上 的 两 部 分 阴影 面积 相等 ;ab 段 和 cd 
段 则 对 应 于 亚 稳 态 . 

假如 金属 样品 是 圆柱 体 的 , 它 的 轴 与 外 场 名 同 
方向 . 这 时 ,圆柱 体内 的 磁场 强度 五 同 © 相等 ,并 且 
随 着 多 的 增 大 ,物体 将 经 历 一 系列 的 相 变 ,此 时 磁 感 图 16 
应 强度 有 阶 牙 式 的 变化 :每 次 当 达 到 例如 a 点 时 ,磁感应 强度 突然 地 由 В, 变 到 
В.®. 如 果 样 品 是 与 磁场 垂直 的 平 薄板 , 则 物体 将 被 分 割 为 一 些 具 有 不 同 磁 感应 
强度 的 交替 层 ( 抗 磁 团 ). 这 完全 类 似 于 将 中 间 态 的 超导体 分 为 正常 层 和 超 导 层 
(1. Н. Сопдоп ,1966). 这 时 ,外 场 名 等 于 磁感应 强度 对 各 层 的 平均 值 . 例如 ,在 区 
В, < 多 < B, ,薄板 分 成 磁感应 强度 为 5. 和 В, 两 层 , 随 着 8 的 增加 ,B, 层 的 体 
积 增加 ,而 В, 层 的 体积 则 相应 减少 . | 
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迄今 为 止 ,我 们 研究 晶 格 中 的 传导 电子 ,都 未 涉及 它 同 晶 格 振动 ( 即 声 子 ) 
的 相互 作用 . 这 个 相互 作用 表明 如 下 的 事实 , 晶 格 的 形变 改变 了 场 ,而 电子 在 这 
个 场 中 运动 ; 场 的 这 个 变化 称 为 形变 势 . 

电子 - 声 子 的 相互 作用 在 半导体 和 金属 的 动 理学 现象 中 起 决定 性 的 作用 ， 
但 是 在 这 里 ,我 们 感 兴趣 的 只 是 这 个 相互 作用 对 电子 能 谱 定性 的 影响 . 为 了 研究 
相互 作用 ,最 好 避 开 与 晶 格 的 各 向 异性 以 及 与 微观 非 均 匀 性 有 关 的 复杂 情况 . 换 
句 话说 ,我 们 所 研究 的 介质 是 看 作 微观 均匀 的 各 向 同性 的 液体 ,与 此 对 应 的 ,在 
介质 中 只 能 发 生 纵向 声 振动 . 

对 于 形变 的 一 级 近似 ,这 个 简化 模型 的 形变 势 表 成 下 式 


1 з, 
Оа (т) | СЫ (64.1) 


其 中 p' 是 介质 密度 的 变化 部 分 (而 p 是 恒定 的 平衡 值 ). О (л-г) 在 数量 级 











Ф 对 比 第 而 卷 $ 18 ,在 那里 对 于 电学 导出 类 似 的 条 件 . 
@ 各 相 之 间 分 界面 的 表面 能 假定 为 正 . 








‚ 250. 第 六 章 。 晶 格 中 的 电子 





为 原子 间距 а 的 长 度 上 要 减 小 . 我 们 进一步 简化 464. 1) 式 ,注意 到 , 同 波 矢 为 
Е << 1/a 的 声 子 作 用 时 ,此 距离 可 以 认为 等 于 零 . В И = оё (л-г), Ки Е 
常数 , 则 Оз» = PCr)]p. 在 量子 理论 二 次 量子 化 表象 里 ,这 个 势 作 为 电子 - 
声 子 相互 作用 的 哈密 顿 量 可 写成 


^ 


йр), (64.2) 


其 中 ф, РЕ, М 六 是 描写 声 子 场 的 海 森 伯 密度 算 符 : 对 于 自由 ( 同 电 
子 无 作用 ) 的 声 子 ,此 算 符 由 (24. 10) 式 给 出 ， 
在 格林 函数 的 数学 工具 中 ,用 于 电子 - 声 子 相互 作用 的 ,除了 电子 格林 函数 
C 外 ,还 有 如 下 定义 的 声 子 格林 冰 数 
”(Х,,Х,) =р(Х, -Х,) = -КТР’(Х,)р’(Х,)). (64.3) 
此 时 , 编 时 乘积 按 玻 色 子 情形 的 规则 (31.2) 来 展开 . 对 于 自由 声 子 ,在 动量 表象 
中 的 格林 函数 是 


DO (wk) В } = pk (64.4) 
о, 72и о-и +і0 о +иЕ 10 Па и? +10 у 


(参阅 $31 中 的 习题 ;在 中 间 的 公式 里 取 亡 =1). 

我 们 把 电子 - 声 子 相互 作用 看 成 微 扰 ,可 以 根据 算 符 (64.2) 来 建立 图 技 
术 . 这 同 $ 13 中 对 费 米子 配对 相互 作用 所 做 过 的 一 样 ,不 再 重复 全 部 的 讨论 ,而 
叙述 所 得 到 的 (在 动量 表象 中 的 ) 作 图 规则 人 @. 

图 的 基本 元 素 是 电子 线 ( 实 线 ) 和 声 子 线 ( 虚线 ) . 每 一 条 线 都 用 一 定 的 “4 - 
动量 "来 描述 .4 -动量 为 P 的 电子 线 对 应 于 因子 i6 =6,С®(Р), НН 
子 格林 函数 .4 -动量 为 K 的 声 子 线 对 应 于 因子 ір (K) , 即 自 由 声 子 格林 函 
数 . 图 的 每 个 顶点 会 聚 两 条 实 线 和 一 条 虚线 ; 每 个 顶点 还 有 一 个 附加 因子 
= iw/p. 

例如 ,电子 格林 函数 的 第 一 级 修正 用 下 图 描绘 @ 





一 一 一 一 


- — — (64.5) 


Р-К 


其 对 应 的 解析 式 为 





Ф 电子- 声 子 相互 作用 算 符 的 表达 式 (64.2) 的 构造 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 电子 一 光子 相互 
作用 算 符 的 构造 ,因此 ,两 种 情况 的 图 技术 规则 也 相似 . 

@@ 由 于 DW (0) =0 而 不 存在 自封 闪电 子 线 的 图 [类 似 图 (13.13a)]. 这 里 意味 着 ,在 w-»0 之 前 即 
已 过 渡 到 极限 0—0. 这 反映 如 下 的 事实 :在 哈密 顿 量 的 定义 (64.2) 中 ,已 经 包含 坐标 空间 内 对 dax 的 积分 
(此 时 刚好 表示 过 湾 到 К—0) ,因此 ,这 个 积分 在 对 时 间 积 分 之 前 便 完成 了 .在 哈密 顿 量 中 应 用 微 扰 论 时 
便 出 现 这 个 对 时 间 的 积分 . 
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i8C(P) = сер сор юре ску К, (64.6) 
р (2т) 
声 子 格林 函数 的 第 一 级 修正 用 下 图 描述 
Р 
с (т) 
Р-К 


其 解析 式 则 为 
: ш? (0) 2 (0) (0) аР 
i8D( К) =2 (р (К)] fe (P)G (РК 
(系数 2 产生 于 自 旋 因 子 的 缩 并 :66s66。=2; 与 存在 一 个 闭合 费 米子 圈 相 应 也 要 
计 及 因子 -1, ШЖ 813). 
我 们 来 证 明 ,金属 中 电子 - 声 子 的 相互 作用 在 费 米面 附近 将 导致 电子 间 
“有 效 引 力 ” 的 出 现 . 这 可 以 直观 地 描绘 成 一 个 电子 放出 虚 声 子 而 被 另 一 个 电子 
所 吸收 (J. Bardeen ,1950;H. Frshlich ,1950). 


我 们 研究 两 个 电子 交换 虚 声 子 而 实现 散射 的 图 : 


Р'=Ру+К Р; 





(64.8) 





Е (64.9) 


Р',=Р,-К Р, 
4-8 Р = (е-џ,р),К = (о,К) ;是 7=0 时 电子 的 化 学 势 , 它 等 于 界面 能 量 
є. 与 此 图 对 应 的 顶 角 函数 为 
[Ш “ (0) 
Г = ГӘ, Ге | =) DO (К), 
或 


212 
ш Е 





(64.10) 


此 时 ло = е; – є, НК = р! -pi. 

按 数 量 级 , 费 米面 附近 电子 的 动量 p ~ pt ~ ћ/а. 声 子 动量 ҺЕ ~ Һ/а 和 能 量 
hiuk ~ ри/а ~ jion 对 应 于 电子 的 散射 角 ~1, 其 中 w 是 德 拜 频率 (对 于 金属 
ћор << cr) . 另 一 方面 ,电子 不 能 给 出 比 se -sr 还 大 的 能 量 .因此 ,如 果 对 于 两 个 
电子 都 有 le -erl << wb, 则 显然 有 

Г =и?/ри? >0. (64.11) 
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考虑 到 二 的 意义 是 散射 幅 ( $ 16) ,我 们 见 到 , 它 的 符号 对 应 于 粒子 间 有 引力 .要 
强调 指出 ,这 个 结果 只 适 于 动量 空间 费 米 面 附近 薄 层 (其 宽度 按 能 量 来 说 
~ Бор) АЈЫ Р. 在 金属 超 导 理 论 中 确定 截断 参数 的 大 小 时 在 $43 中 已 经 利用 
过 这 个 情况 0. 
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现在 我 们 研究 电子 - 声 子 相 互 作用 对 金属 中 电子 能 谱 影 响 的 问题 @. 

在 $14 中 已 证 明 ,对 费 米 型 能 谱 色 散 律 =(р) 的 修正 (与 自由 费 米 系 对 比 )， 
由 下 列 差 式 决 定 

б=(р) =У(в-и,р) - Х(0,р), (65.1) 
Ни У=6°) -ee 是 自 能 函数 . 在 这 种 情况 下 所 说 的 是 与 声 子 相互 作用 引起 
的 修正 ,而 各 个 粒子 (电子 ) “直接 "作用 是 谱 的 “ 非 微 扰 ? 部 分 . 根据 (64.6) 式 ， 
有 外 
У(Р) = 567" =56/[6% ]° = 





г ее 天) 万 (0 (天 ) (65.2) 


т 
但 是 现在 应 СИНЯЯ ЕН 
个 函数 为 
о а деин -pr) +10 · ѕівп(е-ш) ) 7 (65.3) 
[参阅 (10.2) 式 ];v; 的 上 标 (0) 表 明 这 个 量 还 没 计 及 电子 - 声 子 相互 作用 的 
影响 . 
现在 ,我 们 的 目的 是 估算 量 值 (65.1) , 即 积分 


: 2 
СНА 


р“ (о ,) (65.4) 





ТЕ 5 
由 下 面 的 计算 可 以 看 到 ,对 这 个 积分 起 主导 作用 的 是 来 自动 量 p -k 和 人 能量 - 
о 靠近 费 米面 附近 的 区 域 (p е 的 本 身 也 是 这 样 ), 即 <<ps,w << 人 .根据 这 
个 原因 ,函数 6G" 可 以 使 用 (65. 3 ) 式 . 
在 空间 内 , 沿 p 方向 取 极 轴 的 球 坐 标 系 中 ,我 们 有 dK =2mkdkdwdcos 9, 
其 中 6 是 和 p 的 夹 角 . 引进 变量 p, = 1р -大 1 替代 соз 9; 注意 到 p? = р? +12 – 





Ф ” 当 谈 到 常数 w 时 ,为 了 粗略 估计 金属 的 w, 可 以 指出 ,电子 能 量 的 变化 应 该 达到 它 本 身 的 数量 级 
( ~er) ,于 是 密度 的 变化 p’ ~p. 因此 w ~ ер. 

@ 这 一 节 所 叙述 的 结果 属于 А. Б. Мигдал 的 工作 (1958). 

@ 在 中 间 的 公式 中 取 庆 =1. 
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2рксоѕ 0, ПН 
а К = 2 пк АЁЧор, Яр. /рЕ = 2пкёаоар, 
(Ж р, =р=рь). 
在 (65.4) 的 被 积 式 中 只 是 花 括 号 的 因子 才 与 p, 有 关系 , 花 括号 等 于 
ря -Ce-p)Zle -pw -vr (р, -pr) +10 + sign(e— 
-pw -wo-v (р, -ps) -10 * зір] 

由 于 对 d(pP - рь) 的 积分 迅速 收 钙 ,可 以 把 积分 扩展 到 +w ;引入 变量 ”= 
20 (р, -рь) ,我 们 得 到 积分 


[1 ар, = - (=- -WZ 


р) 
DF 





«Г 248 а 
- [п-(в-р-ю) - 10 * вівп(е-ш-о) 1 [7 +о +10 + что] 
如 果 被 积 式 中 的 两 个 极点 处 在 实 轴 的 同一 侧 , 那 么 积分 等 于 零 ( 使 积分 围 道 在 
另 一 半 面 上 封闭 ,就 会 相信 这 一 点 ). 因 此 , 仅 当 e-A>w>0 或 者 e-A<wx<0 
时 积分 才 不 等 零 ,在 第 一 种 情况 积分 值 为 - 2riZ/of ,第 二 种 情况 为 2mriZAoi 
再 考虑 D (w,k) 对 变量 w 是 偶 函 数 ,于 是 得 到 
8 = три | [5 56-642 10 бок. (65.5) 
表达 式 的 实 部 和 虚 部 分 别 对 应 于 准 粒 子 (传导 电子 ) 谱 的 修正 和 准 粒 子 的 
衰减 . 首先 研究 衰减 . 
按照 规则 (8.11) 从 (65.5) 中 分 离 出 处 部 ， 我 们 得 到 


еа (65.6) 








– П И 


对 的 积分 是 从 0 到 ls -jl/u 的 区 域内 进行 的 ,(65.5) 式 的 被 积 式 的 极点 w = 
ик 位 于 这 个 区 域 的 0 到 1e -pj1 的 间隔 内 , 因此 (在 通常 的 单位 制 中 ) 
Zw le -nl’ 
24т р wwe) 

对 这 个 量 进行 粗略 估计 ,我 们 发 现 ,参量 007 по 起 源 于 电子 ,因此 在 数量 
级 上 只 通过 原子 间距 a 和 和 电子 质量 m 就 可 表达 :v6 ~ pp/m ~ /am,w ~ es ~ 
及 /ma (参阅 273 页 的 注解 ). 密度 p 和 声速 4 还 与 离子 的 质量 M 有关 ,并 且 px 
MM,uxM-”, 因 而 pu x1/M. 所 以 对 衰减 的 估计 可 写成 下 式 : 

-Im ёе ~ le -ul (В) *, (65.8) 

其 中 德 拜 频率 on ~ и/а« М". 

严格 说 来 ,(65.8) 式 的 估计 与 1e -AL << йор 相关 ,这 时 (65.6) 式 的 积分 按 
Е < le -AL 所 << wo/u 范 围 进行 .这 里 实际 利用 了 我 们 用 过 的 声 子 色 散 律 w = 


-Im ёғ = (65.7) 
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hu, 但 是 ,对 于 数量 级 的 粗略 估计 其 至 在 -1 ~ jms 的 区 域 边界 处 也 可 以 使 用 
(65.8) 式 ,在 这 里 估算 给 出 
-Im ёе ~ рор ~ le -nl. (65.9) 
最 后 , 当 & -p>> Во, 时 ,(65.6) 式 的 积分 域 与 e -kh 无关, 因为 极点 w= 
uk 去 wo 总 是 位 于 0 到 е - 的 间隔 中 . 在 这 种 情况 下 | КРАЕ ~ (Ги) ,衰减 为 
-lm де ~ йор <<e—H. (65.10) 
表达 式 (65. 8 一 65. 10) 确 定 一 种 与 电子 辐射 声 子 有 关 的 特有 的 衰减 D0. 我 们 
看 到 , 当 1e -р| << о, 时 ,在 十 分 靠近 费 米面 处 ,根据 (65.8) 式 ,衰减 不 大 
(1Im(& -J) 1 << |= -р!) ,致使 传导 电子 这 一 准 粒子 概念 有 完全 确切 的 意义 . 
而 在 е - р ~ ws 区 域 , 准 粒 子 的 衰减 便 可 与 其 本 身 的 能 量 相 比拟 , 谱 要 弥散 而 
且 在 很 大 程度 上 谱 将 失去 意义 .但 是 ,在 离 费 米面 有 更 大 的 距离 时 ,在 е >> 
hw 时 (当然 仍 有 е -A <<j) ,根据 (65.10) 式 ,衰减 保持 同样 的 绝对 值 ,又 变 得 
比 能 量 s -4 小 ,因此 准 粒子 又 获得 确定 的 意义 . 当然 , 除 由 传导 电子 产生 的 声 子 
衰减 外 也 总 有 电子 与 电子 的 碰撞 而 产生 的 衰减 . 这 个 衰减 是 一 切 正常 费 米 液体 
所 特有 的 ( 8$1) , 它 正 比 于 (e -1)” ,其 数量 级 为 (e -1)*/, 就 是 说 在 理论 应 用 
的 范围 内 总 是 小 的 . 
现在 我 们 估算 对 e( 即 对 能 谱 本 身 ) 的 实 部 的 修正 . 
在 (65.5) 式 中 对 dw 积分 的 实 部 给 出 它 的 主 值 


Re |” р (К) 4 -Spf { 1 І }ао = 


wuk w+uk 








-pk Е-И-иЁ 
2и 


因此 ,对 于 Кеде 我 们 有 (通常 单位 ) 


Веб = 








Е -ш+ик 


Zw Е-и- Вий 
BT риф | ё - р + ћик 
在 = -и >> ћо 时 ,被 积 表达 式 中 的 对 数 ~ Ви (е ш) ,因此 整个 积分 估算 
为 Ви. (е ш) ~ ћи/а (е -A) .还 注意 到 ,由 于 在 (65.11) 式 的 分 母 中 存在 因 
Тр, ТЕДА о1/М ВН 
Ве ёе ~ (Вер) / (е -и) <<а-и. 
于 是 ,在 这 种 情况 下 对 谱 的 修正 相当 小 ,因此 在 费 米面 上 以 “无 微 扰 ” 速 度 值 wo 
给 出 谱 的 表达 式 : 


1а 


ай. (65.11) 








в шор (р рь), Ще-и>>ћор. (65.12) 





Ф ”在 准 粒子 产生 低频 声 子 时 ,能 量 守恒 由 等 式 (evak)8Kk =v 8k = иб Ж К ДЕ охи 时 才 成 
立 , 在 金属 里 ,因为 w >>&, 此 条 件 总 能 得 到 满足 . 
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Ф е-и << Вор 的 区 域 ,(65.11) 式 中 的 对 数 ~ (e -4)Liiaip ;而 积分 的 估算 
(е - ш), „/ћи ~ (2 – ш) /ћиа?. 8 ЛА (65.11) 与 e -人 成 正比 ,其 
系数 与 离子 质量 M 无 关 ( 因 乘积 pv 与 村 无 关 ). 这 就 是 说 ,这 个 区 域 的 谱 的 类 
型 还 是 : 

є ра (р-рь), е-и << Во. (65.13) 
但 速度 о, 5 о Ва Е АЕ ВЕ ВЯ] ЖФ. 

因此 ,金属 电子 的 费 米 型 能 谱 用 两 个 不 同 的 速度 值 v, 和 ос 来 表征 ,一 个 
用 在 费 米面 的 极 邻 近 处 (se - ш << fiws), 而 另 一 个 用 在 -A >> во, 时 . 低温 
(Т << jun ) 金 属 的 热力 学 性 质 由 (65. 13) 式 中 的 参量 w 来 表述 . 对 于 频率 w >> 
ор 时 的 金属 光学 性 质 一 类 的 现象 则 由 速度 о) 来 确定 . 

习 题 
确定 金属 中 由 电子 吸收 所 致 的 长 波 ( 有 <<ps) 声 子 的 衰减 . 
解 :根据 (64.8) 式 ,对 声 子 格林 函数 的 修正 由 积分 
уса 2а? 0 аР 
i8D-'(K) = -二 | с‹ ПР) (Р К), 
Р=(Р,,р), K=(w,k) 
给 出 .但 是 ,在 6 函数 中 还 必须 考虑 与 电子 -短波 声 子 相互 作用 有 关 的 修正 . 根 
据 正文 所 述 ,这 些 修正 只 不 过 归 之 为 用 函数 G 替换 6 ,不同 于 (65.3) 的 只 是 
将 速度 vp” 换 成 vp, 以 及 将 重 整 化 常数 Z 换 成 另 一 个 Z'. 对 于 小 天时 的 乘积 
С (Р) С (已 -天 ) 可 以 利用 公式 (17.10). 对 dpodp 的 积分 归结 为 消除 8 元 
数 , 此 后 还 留 下 对 dcos 6(8 2 рњ кВ) | 
2” и’ prk [ соз gdcos 0 


_1 一 
ёр (о,Ҝ) = -1w -vekcos 0 + 10 


2т°р? 
(Ж о> 0). ЖА cos Ө = о/о в ТЖЯЕЖИ (Жоли), яд 5 


12! и’ pw 
Im8D = >, 
2np орк 
声 子 色散 律 由 方程 及 +8D- =0 的 根来 确定 ,由 此 得 到 (在 通常 单位 制 中 ) 
Zw’p? 





=wuk(1 -ia), = . 
о = uk( іа) а 4л pu 


(我 们 对 实 部 w ВЕ КОЯ). ЯЯ риос VY 及 ,因此 粗略 估计 时 a ~ /ш/М, 





Ф 当然 ,在 这 些 条 件 下 运用 微 扰 论 的 一 级 近似 ,严格 地 说 并 不 正确 . 但 是 ,考虑 进一步 的 近似 并 不 
改变 所 得 结果 的 性 质 : 当 第 一 级 修正 达到 1 的 程度 时 ,其 余 的 修正 也 是 这 个 程度 . 
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即 衰减 总 是 小 的 ， 
$66 固体 电介质 的 电子 谱 


非 磁 性 电介质 晶体 的 电子 能 谱 的 特性 在 于 :第 一 激发 能 级 距 基态 能 级 有 一 
有 限 的 距离 ; 换 句 话说 ,基态 能 级 和 激发 能 谱 之 间 存 在 能 际 ( 对 于 一 般 电 介质 其 
数量 级 是 几 个 电子 伏 ). 

电介质 晶体 中 的 元 激发 可 以 直观 地 描述 成 原子 的 激发 态 ,但 是 这 个 激发 态 
不 是 属于 任何 确定 的 原子 的 . 晶 格 的 平移 对 称 人 性 总 要 导致 “集体 "激发 ,这 个 集 
体 激 发 在 晶体 内 有 如 从 一 个 原子 跳 往 另 一 个 原子 进行 传播 . 与 其 它 情况 一 样 ,这 
些 激 发 可 以 认为 是 有 确定 能 量 和 准 动量 的 准 粒 子 ( 此 时 称 为 激 子 ). 像 所 有 准 粒 
子 一 样 ,这 些 激 子 是 一 个 一 个 出 现 的 , 激 子 具有 整数 角 动 量 ,因而 遵守 玻 色 统 
ЖФ. 

在 准 动量 上 一 定时 , 激 子 的 能 量 可 以 取 遍 一 系列 不 同 的 离散 值 e, (К). М 
动量 在 一 个 倒 格 胞 中 取 值 时 ,每 个 函数 e,(K) 要 在 激 子 的 某 个 能 带 中 取 值 ;不 同 
的 能 带 可 以 部 分 地 交 秋 .每 个 函数 е, (К) 的 最 小 值 都 不 等 于 零 . 

除 激 子 以 外 ,电介质 中 还 存在 其 它 类 型 的 电子 激发 . 可 以 认为 它们 来 自 单个 
原子 的 电离 结果 . 每 次 这 样 的 电离 在 电介质 中 都 要 导致 两 个 独立 传播 的 准 粒子 ， 
即 传 导电 子 和 “ 空 穴 ” 的 出 现 . 空 穴 就 是 在 原子 中 缺少 一 个 电子 ,因此 它 的 行为 
有 如 带 正 电 的 粒子 . 这 里 讲 到 电子 和 空 穴 的 运动 ,实际 上 我 们 指 的 是 电介质 电子 
的 某 种 集体 的 激发 态 , 与 激 子 态 相 反 , 这 些 激发 态 伴 有 人 负 的 或 正 的 元 电荷 的 
迁移 . . 
电子 和 空 穴 具有 半 整 数 自 旋 ,因而 遵守 费 米 统计 .但 是 ,我 们 强调 指出 , 电 介 
质 的 电子 - 空 穴 谱 绝 没有 金属 费 米 型 电子 谱 的 特征 . 此 特征 在 于 :在 大 空间 存在 
边界 费 米面 ,电子 的 准 动量 就 位 于 边界 费 米面 的 附近 . 在 所 考虑 的 情况 根本 不 存 
在 任何 类 似 的 面 ,因此 同时 出 现 的 电子 和 空 穴 可 以 有 任意 的 准 动量 . 

仔细 研究 元 激发 的 衰减 ,就 可 理解 两 种 谱 型 之 间 更 深刻 的 区 别 . 在 费 米 液体 
中 任何 处 在 费 米面 之 外 的 准 粒子 都 能 产生 一 对 新 的 激发 (粒子 和 空 穴 ) ,因此 这 
些 准 粒子 也 都 具备 有 限 的 寿命 . 当 其 离开 费 米面 时 ,这 寿命 很 快 地 减 小 (此 外 ， 
金属 中 的 电子 还 可 辐射 声 子 ,参阅 8$65). 在 7=0 时 ,理想 唱 格 的 电介质 中 , 单 
个 电子 (或 空 穴 ) 的 衰减 在 能 量 最 小 值 上 方 的 有 限 间隔 内 严格 等 于 零 @. 事实 上 ， 
在 任何 情况 下 的 电子 - 空 穴 对 的 形成 都 需要 有 限 的 能 量 消耗 (因为 存在 能 阶 Д, 
参阅 下 面 内 容 ). 准 粒子 只 有 在 它 的 速度 v 不 小 于 声速 и 时 才 可 能 辐射 声 子 ( 声 








Ф 关于 激 子 的 概念 是 41. И. Bpenkexp(1931) 首 先 引 进 的 . 
Ф ”当然 ,在 有 限 温 度 时 ,总 有 因 在 其 它 准 粒 子 上 散射 而 引起 的 衰减 . 
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学 辐射 ) (参阅 254 页 上 的 注释 ). 
传导 电子 和 空 穴 的 能 量 可 能 值 a 中 (Kk) 和 ee”(K) 也 占据 能 带 . 在 电介质 中 
电子 和 空 穴 的 能 量 最 小 可 能 信之 和 A == + 中 通常 称 之 为 能 隙 宽度. 因为 电 
子 和 空 穴 同 时 出 现 和 消失 ,那么 ,不 是 单个 的 e 避 和 a 名 值 ,而 是 这 个 和 才 具 有 
实际 意义 ;通常 约定 20 =0. 无论 准 动量 k= 是 相同 或 是 不 同 ,电子 和 空 穴 的 
能 量 都 可 以 达到 最 小 值 ; 准 动量 相同 的 情况 称 为 直接 能 隙 ,而 不 同 的 情况 称 为 间 
接 能 隙 . 如 果 带 中 的 能 级 不 简 并 , (或 者 作为 时 间 反 演 对 称 的 结果 ,对 自 旋 只 有 
二 重 简 并 ) ,那么 函数 在 其 极 小 值 附近 的 形式 是 
2° (К) =А т gg , 
(66.1) 
eV (0) = тб gg,, 


其 中 gg = 天 -大 ,而 mm 和 和 刀 是 电子 和 空 穴 的 有 效 质量 张 量 . 

在 文献 中 电子 能 带 常常 简称 之 为 导 带 ,而 代替 空 穴 带 的 称 之 为 价 带 ,在 晶体 
的 基态 , 价 带 完全 被 电子 填 满 . 这 时 ,产生 电子 和 空 穴 这 一 对 准 粒子 ,可 以 认为 电 
子 从 价 带 雅 迁 到 导 带 的 结果 ,而 在 放弃 的 位 置 留 下 空 穴 . 

在 较 大 ( 同 原 子 相 比 ) 的 距离 上 ,电子 和 空 穴 按 库仑 定律 相互 吸引 . 因此 它 
们 能 够 形成 束缚 态 . 被 束缚 的 电子 和 空 穴 的 总 体 是 电 中 性 准 粒子 , 即 激 子 . 在 给 
定 准 动量 时 ,电子 + 空 穴 系统 的 离散 能 级 对 应 于 束缚 态 .每 条 能 级 对 应 于 激 子 的 
一 个 能 带 . 这 样 一 来 , 激 子 能 量 便 位 于 电子 - 空 穴 激发 能 的 下 面 ( 因 此 ,在 本 节 
初 指 出 的 能 隙 的 含义 与 量 4 不 相 一 致 ,而 是 小 于 它 ,其 差 等 于 激 子 的 最 大 束缚 
ВЕ) Ф. 

在 弱 束 缚 态 这 一 极限 情况 下 ,电子 和 空 穴 之 间 的 平均 距离 大 于 晶 格 常数 v 
时 , 激 子 的 能 级 便 容易 算得 ;这 样 的 激 子 称 为 瓦 尼 尔 - 莫 特 (Wannier-Mott ) 激 
Р. 在 相反 的 极限 情况 ,电子 和 空 穴 之 闻 的 距离 为 原子 的 数量 级 时 , 称 为 弗 仑 克 
尔 ( Frenkel) 激 子 ; 当 然 , 弗 仑 克 尔 激 子 只 在 形式 上 看 成 是 电子 和 空 穴 的 束缚 态 . 

我 们 研究 立方 对 称 的 电介质 晶体 . 对 于 瓦 尼 尔 ~- 莫 特 激 子 , 可 以 认为 电子 和 
空 穴 是 按 库 仑 定律 相互 吸引 的 ,而 晶体 中 其 余 原 子 的 作用 只 归结 为 均匀 电介质 
背景 , 它 使 相互 作用 减 小 到 1/e, 这 里 e 是 晶体 的 电容 率 ( 对 应 于 激 子 束 缚 能 数 
量 级 的 频率 值 ) ;换言之 ,电子 与 空 穴 的 相互 作用 能 写成 0 = -ezrer 的 形式 .在 
能 谱 中 设 能 隙 是 直接 的 ,并 且 为 了 简单 起 见 我 们 认为 电子 和 空 穴 能 量 的 最 小 值 
在 k=0 处 .在 立方 晶体 中 有 效 质 量 张 量 归结 为 标量 常数 т, 和 mm, ,因此 
в 


2т, 


(9 下 有 05) 
ЕЮ АА, ое) = (66.2) 





Ф 但 是 因为 电子 和 空 穴 能 够 复合 而 放出 声 子 和 光子 , 激 子 状态 的 寿命 是 有 限 的 ， 
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在 $56 末 已 经 指出 , 当 晶 格 处 于 在 空间 缓慢 变化 的 外 电场 时 ,用 薛 定 雇 方 
程 来 描述 粒子 在 晶 格 内 的 运动 ,其 哈密 顿 量 中 函数 (К) 起 着 动能 的 作用 . 因为 
在 这 种 情况 下 函数 en (К) -A 和 se' (大 ) 在 形式 上 同 通常 的 自由 粒子 的 动能 一 
致 , 于 是 我 们 所 研究 的 系统 的 薛 定 齐 方程 在 形式 上 便 与 按 库 仑 相互 作用 的 普通 
双 粒 子 系统 的 攻 定 刘 方 程 一 致 , 即 与 氢 原 子 问题 的 薛 定 兽 方程 一 致 . 因此 ,我 们 
可 以 立刻 写 出 系统 的 能 级 , 即 如 下 形式 的 激 子 能 量 

ex hk? те“ 
Б (ЮЗА = еу рет 

(С. Н. Мавшег, 1937). 这 个 表达 式 的 第 一 项 是 激 子 以 准 动量 大 作为 “整体 " 运 
动 的 能 量 ,第 二 项 是 激 子 中 电子 和 空 穴 的 束缚 能 [m = т.т, (т, +m,) 是 系统 的 
折合 质量 ] 当 天 已 给 时 , 随 着 能 量 向 连续 谱 边界 增 大 的 同时 ,系统 离散 谱 的 能 级 
便 稠 密 起 来 . 公式 (66.3) 的 适用 条 件 是 “轨道 半径 ” 值 要 充分 大 , 即 r ~ ел2 
те’ >> а. 这 个 条 件 对 于 大 显然 满足 .但 是 在 大 es 的 晶体 中 对 于 n~1, 此 条 件 
也 满足 @. 

在 本 节 最 后 ,我 们 再 谈 谈 $61 中 关于 传导 电子 的 数 密度 在 半 金 属 中 存在 下 
限 的 论断 . 

电介质 中 ,在 7=0 时 不 存在 电子 和 空 穴 , 它 们 可 能 形成 束缚 态 , 这 意味 着 只 
能 出 现 能 谱 的 新 分 支 . 在 补偿 金属 中 这 种 可 能 性 意味 着 :具有 自由 电子 和 自由 空 
穴 的 态 不 是 最 低 的 态 , 即 金属 型 能 谱 是 不 稳定 的 . 在 电子 和 空 穴 之 间 存 在 别 的 准 
粒子 而 屏 项 库仑 相互 作用 ,这 就 消除 了 形成 束缚 态 的 可 能 性 . 换 句 话说 , 准 粒 子 
间 的 平均 距离 必须 与 激 子 的 线 度 г (在 其 基态 ) 同 数量 级 或 者 更 小 . 我 们 注意 
到 ,对 于 金属 ,由 这 个 要 求 所 建立 的 电子 和 空 穴 数 密度 的 允许 下 限 , 随 它们 的 有 
效 质 量 之 减 小 而 下 降 . 
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纯净 (或 称 本 征 ) 的 半导体 晶体 的 能 谱 与 电介质 能 谱 的 区 别 仅 在 于 量 的 方 
面 , 即 前 者 能 辽 值 A 较 小 ,因此 在 通常 温度 下 ,半导体 中 存在 相当 大 的 (与 电 介 
质 相 比 ) 载 流 子 密度 . 显然 ,这 个 差别 是 有 条 件 的 ,并 且 也 与 我 们 所 感 兴趣 的 温 
度 区 域 有 关 @, 在 杂质 (或 合金 ) 半 导体 中 杂质 原子 是 电子 或 空 穴 的 补充 源 , 对 于 
给 晶 格 提供 电子 (施主 杂质 ) 或 从 唱 格 接受 电子 ( 受 主 杂质 ) 的 杂质 原子 ,其 能 隙 
比 基 本 谱 的 能 院 小 . 





(66.3) 





Ф ”值得 注意 的 是 ,能 带 上 边缘 ( 极 大 值 ) 附 近 有 效 质量 是 负 的 ,能 够 形成 两 个 电子 (或 两 个 空 穴 ) 的 
ЖАГ. 这 些 态 的 能 量 位 于 禁 戒 区 域内 高 于 双 电 子 总 能 量 极 大 值 的 地 方 . 

@@ 我们 写 出 某 些 半 导体 的 能 隙 值 4; Si 一 1. 17 еу, Се—0. 74 ey,InSb 一 0.24 eV ,GeAs 一 1.52 еу, 
РЬ5—0. 29 eV. 对 于 典型 电介质 金刚 石 A = 5.4 еу. 
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我 们 要 详细 讨论 半导体 (或 电介质 ) Кл 4 与 传导 电子 密度 以 及 与 
空 穴 密 度 间 的 关系 . 
电子 (e) 和 空 穴 (h) 成 对 地 产生 和 消失 ,从 热力 学 观点 看 ,可 以 当 作 “化 学 反 
应 "e+ hs=0( 剖 体 的 基态 起 “真空 "作用 ) 按 普遍 规则 (参阅 第 五 卷 101) 这 个 
反应 的 热力 学 平衡 条 件 可 写成 下 式 
ш. +, =0, (67.1) 
Жир р. Яр, 是 电子 和 空 穴 的 化 学 势 . 鉴于 半导体 中 (在 T<<4 时 ) 的 电子 密度 
(n。) 和 空 穴 密 度 (nm,) 都 不 算 大 ,它们 的 费 米 分 布 可 相当 精确 地 归结 为 孩 尔 兹 曼 
分 布 ,因此 电子 和 空 穴 形成 经 典 气体 @. 那么 用 通常 的 方式 ( 见 第 五 卷 8$ 101 ) 根 
据 条 件 (67. 1) 便 得 到 质量 作用 定律 , 据 此 定律 ,平衡 密度 之 积 
п.п, =К(Т), (67.2) 
式 中 的 右 方 是 只 与 基本 晶 格 性 质 有 关 的 温度 函数 . 在 此 晶 格 的 原子 上 产生 与 潭 
灭 电子 和 空 穴 ;这 个 函数 与 是 否 有 杂质 无 关 . 我 们 计算 函数 K(7) ,为 了 明确 起 
见 .电子 和 空 穴 的 能 晤 采用 准 动量 平方 的 函数 (66.1). 
单位 体积 内 的 电子 按 准 动量 的 分 布 由 玻 尔 兹 曼 分 布 给 出 
。— Eo。(k) 4% 
ер (^ Т )2 Qn) 
(因子 2 是 考虑 到 自 旋 的 两 个 取向 ). 实行 代 换 
аА 2me 
便 过 渡 到 按 能 量 的 分 布 ,其 中 m。 = (mimm;)”, 而 т, ,ms ,ms 是 有 效 质量 张 量 
т ЕН. 于 是 ,单位 体积 的 总 电子 数 是 














п, -2 a ИЕ. -Ae Те, 
(ЧЕ РОЖИ, ,积分 可 扩展 到 无 穷 大 ). 计算 积分 ,得 出 
т.Т үз? (ы. -А)/Т 
п =2 (5-==) ee 人. (67.3) 
类 似 地 ,得 到 
п, =2 ("= ыт, (67.4) 
21 


最 后 ,把 两 个 式 子 相 乘 且 考虑 到 (67.1) 式 ,获得 所 求 的 结果 





Ф 在 常温 下 ,半导体 中 电子 和 空 穴 的 密度 103 ~ 107 сю? ,而 在 金属 中 它们 的 密度 为 102 ~ 1023 
-3 


ст 


.260 . 第 六 章 НЕ 





3/2 
_ (т.т, ) 3 АР 


п.п, = 55 (67.5) 
* 2T В 
在 本 征 半导体 中 ,全 部 电子 和 空 穴 都 成 对 出 现 : 
п. ЕП, тт) yon тА2т, (67.6) 
Ат? р 
取 式 (67.6) #120 (67.3) 192, 19%. АИЗО. 
ш. = 全 + (67.7) 


至 于 讲 到 电子 和 空 穴 对 半导体 热力 学 量 的 贡献 ,在 7<<A4 时 它 是 指数 型 微 
小 . 考虑 到 产生 一 个 电子 - 空 穴 对 ,需要 接近 4 的 能 量 ,电子 - 空 穴 给 内 能 的 贡 
ВАЛ Е. = Vn.A, 这 里 n。 取 自 (67.6) 式 . 这 个 量 与 唱 格 对 晶体 能 量 的 贡献 相 比 
常 可 忽略 不 计 . 


$68 简 并 点 附近 的 电子 谱 


在 这 一 节 我 们 用 简单 的 例子 证 明 ,如 何 从 对 称 的 考虑 出 发 求 出 半导体 (或 
电介质 ) 中 电子 和 空 穴 在 上 空间 ( 倒 格子 ) 某 些 特定 点 附近 能 谱 的 类 型 ;这 些 特 
定点 是 按 其 对 称 性 选 出 来 的 @. 

我 们 研究 的 唱 格 属于 立方 晶 类 0, ,因而 对 k=0 点 ( 即 倒 格 子 立 方 晶 胞 的 顶 
点 ) 附 近 的 能 谱 感 兴趣 ,这 个 点 具有 完全 点 群 0, 的 固有 对 称 性 . 

作为 第 一 个 例子 ,我 们 研究 不 计 电 子 自 旋 的 能 谱 , 并 假定 能 带 中 的 能 级 恰好 
在 上 =0 点 上 是 二 重 简 并 的 ,并 属于 群 0, 的 不 可 约 表示 已 @ .离开 大 =0 点 简 并 
便 消除 ;问题 是 寻求 这 一 点 附近 的 色散 律 (к) 的 全 部 分 支 . 

在 $59 中 说 明 过 ,在 天 空间 怎样 才能 把 对 某 个 上 = ji 点 的 偏离 当成 微 扰 . 
微 扰 算 符 的 具体 形式 在 这 里 对 于 我 们 是 无 关 紧 要 的 . 只 要 知道 每 一 级 小 量 9 = 
Е- К, ( 在 本 情况 下 А, = 0, 因 之 9= 上 ) 对 能 量 修正 式 的 结构 就 够 了 . 第 一 级 修正 
项 由 大 Y 型 算 符 的 矩阵 元 (对 应 于 同一 简 并 能 级 各 状态 之 间 的 跃迁) 构成 的 久 
期 方程 来 确定 ,其 中 Y 是 某 个 矢量 算 符 . 在 本 情况 下 ,由 于 在 对 称 群 内 存在 反 演 
中 心 , 算 符 y 所 有 的 矩阵 元 显然 为 零 , 因 此 不 存在 的 一 级 效应 (对 比 第 五 卷 
$136) ,对 能 量 按 下 的 二 级 修正 由 下 列 算 符 的 矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 来 确定 

Ў = уа, (68.1) 





Q@ 在 文献 中 这 个 量 常常 称 为 费 米 能 级 .但 是 ,我 们 着 重 指出 ,半导体 中 电子 的 化 学 势 绝 不 具有 在 金 
属 中 才 存 在 的 界限 能 的 含义 . 

Ө] 不 考虑 电子 的 自 旋 时 ,这 个 问题 在 形式 上 与 晶体 中 声 子 能 谱 的 问题 相同 . 参阅 第 五 卷 136. 

О 点 群 表示 的 记号 见 第 三 卷 $ 95，8 99， 
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这 里 y; 是 某 个 厄 米 算 符 的 张 量 ( 对 i,k 下 标 对 称 ) ;其 中 包含 哈密 顿 量 在 微 
扰 论 二 级 近似 中 的 的 线性 修正 项 ,也 包含 一 级 近似 中 的 的 二 次 修正 项 . ЕЯ 
符 (68.1) 的 矩阵 元 中 显然 有 不 为 零 的 . 但 是 ,由 于 对 称 性 的 要 求 ,矩阵 元 之 间 有 
一 定 的 关系 . 
在 对 称 操作 时 ,就 其 变换 规律 来 说 ,作为 表示 Е, 基底 的 波 函数 可 以 选取 
ТА 2 2 + оу? + wz ， у, сх? + а?у? + ох 
的 形式 ,其 中 


2ті/3 2 2 
ш=е"”, фо =ш’, 1+ю+ю’ =0. 


在 这 里 符号 ~ 代表 “变换 如 ”的 意思 . 绕 立 方 的 空间 对 角 线 转动 C, ,使 坐标 按照 
х,у,2—2,х,у 变换 ;此 时 ,函数 Wi ,ya 进行 如 下 变换 
С: , fs , 
绕 立方 体 棱 的 转动 C4(%,y,z 一 x, 一 z,y 的 变换 ) 函数 按照 
C4: эр, ТА 
变换 ,等 等 . 在 坐标 反 演 时 ,x,y,z 改变 符号 ,而 函数 р, АХ. 
由 此 容易 得 出 , 非 对 角 分 量 ya 的 所 有 和 抢 阵 元 都 为 零 ,而 对 角 分 量 的 矩阵 元 
归结 为 两 个 独立 的 实 常数 : 
(11у, 11) = (215,12) = (11у, 1) =: =А. 
(11у, 12) = (217,11) = 8, (11у,,12) =wB. (11у, 12) =в?В, 
现在 算 符 (68.1) 的 矩阵 元 为 
(11И11) = (21712, =АР?, 
(11012) = (21711) * = В(Е + ок +“). 


АХАН ЕЛА ГЕРЕК, ПАВ ЕНЕВО З: 
21208) -=(0) = АЕ? ВЕ -З (А202 + +00002) 1. (68.2) 

У (А, = К, = 大) 外 ,在 一 切 方 向 上 离开 大 =0 点 ,都 可 使 简 并 消 
ЖФ. 

作为 另 一 个 例子 ,我 们 研究 具有 电子 自 旋 的 能 谱 ;此 时 对 称 群 的 双 值 ( 旋 
量 ) 表 示 与 能 级 相对 应 .假设 在 k=0 点 ,与 群 0; 的 不 可 约 表示 р, (或 D')@ 相 
对 应 ,能 级 是 四 重 简 并 的 . 

这 样 表 示 的 基 函 数 可 以 选择 如 角 动 量 j=3/2 УЖЕ ВИЖ (т = -j…,j) 


Ф ”对 于 表示 E,( 在 k=0 点 ) 也 可 得 到 与 (68.2) 相 同 的 结果 . 在 该 点 附近 色散 律 对 于 如 下 一 些 不 同 
的 表示 总 是 相同 的 ,这 些 表示 的 区 别 只 在 于 乘 上 任意 的 一 维 群 表示 ( 在 该 情况 下 Е, =E, ХА). 显然 ,在 
这 些 情况 下 在 不 同 的 基 函 数 之 间 的 跃迁 矩阵 元 以 同样 的 关系 相互 联系 . 

© ”对 于 金刚 石 . 硅 和 钳 的 空 穴 能 带 底 就 有 这 种 情况 ,这 些 物 质 有 同一 类 型 的 晶 格 . 
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一 样 变 换 的 函数 0. 这 件 事 情 , 允 许 我 们 运用 下 述 方法 而 使 问题 的 求解 大 大 简化 
(Т.М. Luttinger,1956 ) . 

对 于 四 维 表示 , 算 符 (68. 1) 的 矩阵 是 4x4 的 ,有 16 个 元 素 . ОХЕ 
阵 都 可 表 为 16 个 已 知 的 线性 无 关 的 4 x4 抢 阵 的 线性 组 合 . ЕН, 
我 们 选 

人， | 
并 且 循 环 置换 指标 *,y,z, 这 有 15 个 矩阵 ,再 一 个 矩阵 为 1 ,| .| ев 
{…]} ,表示 反对 易 ). 这 里 站,,j,,j, 是 角 动 量 j =372 的 笛 卡 儿 分 量 对 四 个 函数 
yw 所 取 的 抢 阵 ， 另 一 方面 ,这 样 选 择 基 函数 时 必须 认为 算 符 记 ,》 , 在 转动 和 
反射 时 作为 轴 矢 量 的 分 量 进行 变换 ， 这 个 事实 允许 将 算 符 乡 写成 六 , ,天 的 二 
次 型 , 它 由 对 群 0, 所 有 变换 都 是 不 变 的 表达 式 构成 ; 
Ў = ВК? +48, ( 027° + +1202) + 
+ В. (А.А,{7. 7), +, Л}. +В, К, 1...) (68.3) 
НЕ В, „В, ,6, 是 实 常 数 . 
现在 , 算 符 (68. 3) 对 于 函数 
ТА ~ 032, у, ~ фз, ys р, у. р 
的 矩阵 元 ,根据 熟知 的 角 动 量 和 矩阵 元 [ 由 第 三 着 公式 (29.7 一 29. 10) 给 出 ] 容易 
算出 . 这 样 的 计算 得 出 下 面 的 表达 式 
У, =И, = (В, +38,) (№ +) + (В, +98,)k, 
Vs = У, = (В, +78,) (8+6) + (В, +В,)Ё, 


3 . 
ү = 一 了， ви В + ik,), 


3 ， 
5 Baik,k, , 


(68.4) 


Уз = Vs =2./38,(# -Е) + 
У: = У, =0. 
注意 到 能 级 显然 不 会 完全 分 裂 -一 还 必须 保留 二 重 (克拉 默 斯 型 ) 简 并 , 久 期 方 
程 的 构成 就 可 以 得 到 简化 . 就 是 说 , 久 期 方程 的 每 个 根 入 =e(k) (0) (ЯНЕ Ў 
的 本 征 值 ) 将 是 重 根 . 换 句 话说 ,每 个 本 征 值 A 将 有 两 个 线性 无 关 的 一 组 量 
p(n=1,2,3,4) 与 之 对 应 ,它们 是 方程 
У У.Ф, =Ap。 (68.5) 





Ф 在 第 三 卷 $99 的 习题 中 已 证 明 全 旋转 群 的 不 可 约 表示 DS 对 群 0 仍 保持 为 不 可 约 的 ,并 与 其 
表示 D' 一 致 . 
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的 解 . 于 是 截 加 这 两 组 量 ,我 们 可 以 给 量 ,附加 一 个 补充 条 件 ,特别 是 使 一 个 量 
为 零 , 如 取 pg =0, 则 n=4 的 方程 (68.5) 给 出 

УФ + Уф + Узфз =0. 
由 此 把 8; 值 代入 п =1,2 的 方程 中 ,获得 只 有 两 个 未 知 ;和 go 的 两 个 齐 次 方程 


的 方程 组 : 
у У И, -YA Ye Ф, 
[2 -也 有 MA Vy ИУ ИИ 的 ‘| 
(n=3 的 方程 并 无 新 意 ). 于 是 4 x4 和 矩阵 的 本 征 值 问 题 归结 为 2 х2 矩阵 的 问 
题 . 为 它 构成 入 期 方程 并 解 之 [V,, 值 取 自 (68.4) 式 ] ,得 到 


л= 10у у) = [СИ ++ и Рр 
2 11 22 4 11 22 12 13 РА 


最 后 得 到 
21206) -=(0) = АЕ + [ ВК" + СОЮ + 0 +), (68.6) 
其 中 


А=В, +58,, В=168, C=3 (6 – 1662 ). 


(С. Dresselhaus, А. Е. Кір 和 С. Кше!, 1955). 在 各 个 方向 上 离开 k=0 点 ,能 级 
都 发 生 分 裂 @. | 

我 们 简 述 一 下 ,在 磁场 中 在 能 带 简 并 底 附 近 描述 粒子 行为 的 方程 具有 何 种 
形式 的 问题 ,为 了 明确 起 见 ,我 们 将 考虑 本 节 研 究 的 第 二 种 情况 一 一 能 谱 
(68. 6). 

直接 利用 按 一 般 规则 (56. 7) 由 (68.6) 式 所 构成 的 哈密 顿 量 ,就 要 碰 到 与 
k=0 点 附近 能 谱 的 非 解析 性 困难 .如 果 不 在 (68. 6) 式 而 在 秆 阵型 的 哈密 顿 量 


(68.3) ЯР АЕ = К ед, (为 了 保持 其 毛 米 性 ,此 时 应 该 对 让 的 分 
量 进行 对 称 化 ) ,这 些 困难 是 可 以 避免 的 .然后 ,哈密 顿 量 的 每 个 矩阵 元 变 成 线 
性 微 商 算 符 , 它 不 仅 作 用 在 自 旋 指 标 上 ,也 作用 在 方程 (68. 5) 中 函数 pg,(K) 的 
宗 量 上 ,于 是 ,这 些 方程 变 为 四 个 线性 微分 方程 的 方程 组 . 
存在 磁场 时 ,为 了 计 及 自 旋 效 应 ,必须 给 哈密 顿 量 (68. 3 ) 增 加 一 些 直接 与 
可 有 关 的 项 ,这 些 项 不 是 由 规范 不 变性 的 考虑 中 确定 的 . 因为 认为 场 是 弱 场 , 附 
加 项 必须 是 及 的 线性 项 ;这 时 由 于 假设 小 ,这 些 项 不 应 与 上 有关 (对 比 $59). 
在 此 情况 下 ,这 些 项 对 于 晶体 的 一 切 对 称 变换 是 不 变 的 ,其 普遍 形式 是 
В.Н -ј +В,(Н,7 +Н, Ў кН, ]3). (68.7) 








Ф 我 们 指出 ,将 微 扰 论 应 用 于 只 有 一 个 简 并 能 级 的 状态 时 ,应 假定 分 裂 的 间隔 (К) - a(0) 小 于 到 
相 邻 能 带 的 距离 ,其 中 也 包括 自 旋 -轨道 相互 作用 而 产生 的 分 裂 . 
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在 本 节 结 束 时 ,我 们 提出 一 个 有 意思 的 情况 : 设 在 简 并 点 k 相 切 的 两 个 带 
中 一 个 是 导 带 , 另 一 个 是 价 带 ， 这样 一 种 谱 型 中 的 能 隙 等 于 零 ;为 了 产生 动量 接 
Т 如 的 电子 和 空 穴 ,任意 小 的 能 量 已 足够 . 在 一 定 意义 上 ,这样 的 晶体 是 介 于 
电介质 和 金属 之 间 的 过 渡 性 物质 .能 除 虽 然 不 存在 ,但 是 电子 和 空 究 的 状态 只 
在 空间 的 一 个 点 上 才 没 被 分 开 . 可 以 说 ,这 种 金属 ,其 费 米面 被 “收缩 ”成 一 个 
点 №. T=0 时 ,在 这 种 无 能 了 半导体 内 不 存在 载 流 子 , 但 是 在 低温 时 载 流 子 数 
按 星 的 规律 而 不 是 按 指数 规律 增长 , 在 点 附近 不 可 能 单 从 对 称 性 的 考虑 来 建 
立 能 谱 的 形式 ;电子 和 空 穴 的 库仑 相互 作用 使 得 这 一 点 上 的 微 扰 矩阵 元 出 现 奇 
яо. 





Ф 锡 的 晶 态 之 一 一 一 灰 锡 就 是 例子 . 
© 这 个 问题 的 详细 研究 请 参阅 :A, А. Абрикосов, С. Д. Бенеславский , ЖЭТФ59 ,1280(1970). 
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$69 铁 磁 体 中 的 磁 矩 运动 方程 


晶体 的 磁性 结构 使 其 能 谱 出 现 特殊 的 分 支 ,在 研究 这 些 能 谱 时 ,我 们 首先 回 
忆 磁 性 物质 中 相互 作用 的 一 些 特性 . 

铁 磁体 内 相互 作用 的 基本 形式 是 原子 的 交换 作用 ,由 其 导致 自发 磁化 . 这 
种 相互 作用 的 特点 在 于 它 与 磁化 对 品格 的 取向 无 关 : 在 考虑 到 系统 波 函 数 的 对 
称 性 ,交换 相互 作用 是 电子 静电 相互 作用 的 结果 ,并 与 总 自 旋 9 的 方向 无 关 . 

最 简单 的 铁 磁 系统 是 唱 格 中 的 原子 具有 人 磁 逢 的 电介质 ,并 且 磁 矩 平 行 时 恰 
好 在 能 量 上 是 有 利 的 ,以 此 来 确定 交换 相互 作用 的 符号 (“ 铁 磁化 ”) ,这 时 ,系统 
基态 是 所 有 的 自 旋 平行 的 状态 . 确切 地 说 ,处 于 基态 时 系统 的 总 自 旋 在 某 一 方 
向 的 投影 等 于 最 大 的 可 能 值 之 *。( 对 所 有 原子 求 和 ) ,其 中 .是 一 个 原子 的 自 旋 . 


事实 上 ,交换 作用 的 哈密 顿 量 7 与 系统 的 总 自 旋 算 符 $ 可 对 易 , 也 就 是 与 投 


影 算 符 $. 可 对 易 ( 因 为 Hg 与 各 个 自 旋 的 方向 无 关 , 而 算 符 $ 是 自 旋 空间 中 的 
转动 算 符 )， 因 此 基态 应 有 确定 的 5, 值 ,而 能 量 的 最 小 值 对 应 于 8. 的 最 大 值 . 我 
们 指出 ,这 时 每 个 原子 自 旋 的 投影 ;, 等 于 其 最 大 值 ;,, 因 此 基态 的 磁 矩 等 于 自身 
的 “ 额 面 " 值 Zwp。 ,其 中 心 是 一 个 原子 的 磁 矩 . 但 是 ,这 个 性 质 被 更 弱 的 .相对 论 
性 相互 作用 所 破坏 . 

复杂 一 些 的 情况 是 物体 的 磁化 强度 不 等 于 额 面值 . 尤其 ,不 是 所 有 原子 间 
的 相互 作用 都 是 铁 磁 性 的 时 候 , 可 能 由 两 个 相反 磁化 的 亚 蝇 格 形成 结构 , 亚 唱 格 
磁化 强度 不 同 , 因 此 不 能 完全 抵消 ;具有 这 种 结构 的 物质 称 为 铁 氧 体 ( 完 全 抵消 
的 情况 , 称 为 反 铁 磁体 )， 





中 ”对 于 铁 磁体 , 旋 磁 比 g 的 实验 值 极 接近 数值 2, 这 一 点 证 实 了 铁 磁 性 的 自 旋 本 质 . 
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最 后 ,在 研究 铁 磁 性 金属 的 原子 自 旋 时 ,必然 涉及 传导 电子 ,传导 电子 无 论 
如 何 , 甚 至 在 T=0 时 ,也 不 可 能 完全 磁化 (由 于 费 米 简 并 效应 ). 磁性 相互 作用 
的 特性 还 使 铁 磁 体 上 只 有 更 复杂 的 基态 结构 : 磁 矩 原子 的 非 共 线 分 布 一 -所谓 螺 
旋 结 构 . 

与 所 有 宏观 系统 一 样 , 铁 磁体 的 弱 激发 态 可 以 看 成 元 激发 的 集合 , 即 准 粒子 
КЖ. 原子 磁 矩 有 序 分 布 中 的 元 激发 称 为 自 旋 波 量子 .既然 所 讨论 的 是 平移 对 
称 晶 格 中 的 准 粒 子 ,于 是 , 自 旋 波 量 子 具 有 的 动量 就 不 是 真实 的 动量 ,而 是 准 动 
量 , 准 动量 取 饥 一 个 倒 格 胞 中 的 所 有 值 . 在 经 典 图 像 中 , 自 旋 波 量子 对 应 于 自 旋 
波 ,就 是 磁 矩 振动 沿 晶 格 的 传播 . 自 旋 波 量子 遵从 玻 色 统计 ,因此 , 自 旋 波 量子 
态 大 的 占有 数 对 应 于 自 旋 波 的 经 典 极限 情况 . 

如 自 旋 波 的 波长 大 于 唱 格 常数 a( 即 波 矢 k<<1/a) ,那么 ,这 个 波 应 看 成 是 
宏观 的 ;于 是 , 波 的 色散 律 。(k) 将 通过 磁 矩 宏观 运动 方程 中 的 唯 象 参数 (物质 
常数 ) 来 表达 . 因而 自 旋 波 量子 的 谱 e = iw() 也 将 通过 这 些 参数 来 表达 ， 有 一 
种 确定 自 旋 波 量子 谱 的 方法 ,完全 类 似 于 用 声波 振动 宏观 方程 中 的 宏观 参数 
(弹性 模 量 ) 来 确定 长 波 声 子 谱 . 为 实现 这 一 设想 ,必需 预先 导出 上 述 运动 方 
#0. 

从 只 考虑 交换 相互 作用 的 情况 ,来 开始 我 们 的 研究 . 

我 们 感 兴趣 的 是 铁 磁 体 的 弱 激 发 态 (只 有 弱 激 发 态 的 性 质 才 可 用 普遍 的 形 
式 加 以 解释 ) ,所 以 应 该 限于 磁 矩 的 低频 “ 慢 ” 运 动 ， 磁 矩 方 向 在 空间 缓慢 改变 、 
而 磁 矩 大 小 保持 不 变 的 就 是 这 样 的 运动 , 事实 上 ,磁化 强度 的 平衡 值 是 由 交换 
相互 作用 确定 的 ;因此 ,磁化 强度 的 变化 在 任何 波长 都 不 与 有 限 能 耗 相 联系 ( 假 
设 , 物 体 处 于 远离 居 里 点 的 状态 ,在 居 里 点 没有 自发 磁化 强度 ). 另 一 方面 , 当 只 
计 及 交换 相互 作用 ,物体 作为 整体 ,其 磁 矩 转动 时 能 量 不 变 ; 因 此 波长 越 大 ,磁化 
强度 在 物体 各 处 非 均 匀 转 动 所 需 的 能 量 就 越 小 . 换 句 话说 ,长 波 振动 的 频率 小 . 

决定 磁 矩 方向 变化 的 运动 方程 乃 是 在 力矩 K 作 用 下 自 旋 角 动 量 ji 的 进 动 
方程 : 

( 见 第 一 卷 (34.4) ) 5 和 下 分 别 是 单位 体积 的 角 动 量 和 力矩 磁 矩 密度 (磁化 
强度 )M 通过 5 依 下 式 表达 


四 _ _ Ее! 
М = ућ8 = тэ, 








Ф Жития ЖЮ Ти (1935). 我 们 指出 ,这 些 结果 对 于 “交换 的 " 铁 磁 
体 是 正确 的 . 在 这 里 我 们 不 涉及 所 谓 的 弱 铁 磁体 ,在 这 样 的 铁 磁 体 中 只 在 考虑 相对 论 性 效应 时 才 显 现 出 
Е. 
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Ну ЖУНЛЕ И. e = - lel 和 m 分 别 是 电子 的 电荷 和 质量 . g 为 铁 
磁体 的 旋 磁 比 (对 比 第 二 卷 545). 因此 ,MM 的 方程 如 下 
М 
ot 


如 力矩 玉 不 依赖 坐标 , 此 方程 为 精确 的 . 如 天 在 空间 缓慢 变化 ,此 方程 为 近 
似 的 . 
力矩 定义 为 自 旋 系统 在 无 穷 小 转动 时 能 量 的 变化 . 令 8d 为 沿 旋转 轴 方 


向 的 矢量 ,其 值 等 于 转角 ,根据 力学 公式 ， 力矩 由 34 给 出 ( 见 第 一 —%(34.6)). 如 


5Е 与 坐标 有 关 ,应 该 将 空 АА, 最 好 这 个 变 分 是 在 温度 、 体 
积 以 及 物体 内 每 点 磁场 都 恒定 的 情况 下 进行 ,对 于 这 些 变量 的 热力 学 势 是 自由 


能 FO， 于 是 ,力矩 密度 由 以 下 方程 确定 ; 
8F = - [к. ФТ. (69.2) 


= УК. (69.1) 


5 В НАЧНУ (ЕВЕ Эу ЗЕЕ , НИНЕ ) 自由 能 的 变化 52 为 
8F = - {Haw ВМА, (69.3) 


此 处 类 比 外 磁场 内 磁 矩 能 的 表达 式 而 引 和 “有效” 场 Haw. ЖЕНЫ =0， 因 
为 磁 矩 的 平衡 分 布 刚好 决定 于 自由 能 的 极 小 条 件 ， 现在 考虑 无 穷 小 转动 84 时 ， 
M 的 变化 等 于 
5М =ӧфх М. 
将 此 式 代 入 (69.3) 式 并 对 比 (69.2) 式 ,得 出 力矩 密度 
K=M x Ha 
代入 (69.1) 式 ,最 后 得 出 磁 矩 的 朗 道 - ЕЖУ. 
ЭМ _glel 
91 2тс 


现在 来 证 明 , 此 方程 表述 的 磁 和 矩 变 化 并 不 伴随 能 耗 。 此 能 耗 等 于 : 





Him ХМ. (69.4) 


93. ӘК oF 
0= 7? сәга” 
式 中 5 ЖКН. 为 最 小 功 ， 它 是 引导 物体 进入 既定 的 非 平衡 态 所 必需 
的 . 因此 ,利用 (69.4) 式 ,有 








Ф 参阅 第 八 卷 $ 36( 物 体 整 体 的 热力 学 量 , 那 里 用 草 体 拉 丁字 表示 ). 在 非 均匀 分 布 时 ,正确 的 说 
法 是 物体 的 自由 能 ( 当 体 积 给 定时 ) ,而 不 是 热力 学 势 5 全 .在 这 里 ,我 们 不 关心 磁 致 伸缩 效应 , 即 不 考虑 
磁化 强度 变化 时 的 应 力 和 晶体 的 形变 . 此 时 可 不 区 分 5$ 5 
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lel 
Q= {Haw * Вау = 6 | Нах ' (Нин ХМ) У =0, 


于 是 论断 得 证 . 应 该 指出 ， Нант Н ЖЛЕ. 
(我 们 在 下 节 末 还 要 讨论 能 耗 问 题 ). 
根据 定义 式 (69.2) ,对 物体 总 自由 能 进行 变 分 ,可 求 出 有 效 场 的 显 式 . 总 自 
由 能 由 如 下 积分 给 出 
Ff 


F= | [AGOO +0, -м-н-Ё. ау (69.5) 


(参阅 第 八 卷 $ 39). 这 里 及 (MM) 是 五 =0 时 均匀 磁化 体 的 自由 能 密度 ,因为 只 考 
虑 交换 相互 作用 ,所 以 与 M 的 方向 无 关 ，U4#a5 是 与 矢量 M 的 沿 非 均 匀 磁 化 体 组 
慢 变 化 方向 有 关 的 附加 交换 能 密度 . 
将 此 能 量 按 磁 矩 М 对 坐标 的 微 商 的 宕 进行 展开 , 头 几 项 的 形式 为 
1 aoMoM 
Lo 2 Oi gx дл" 
并 且 , 这 个 微 商 二 次 型 本 质 上 是 正定 的 ，(69. 6) 式 的 组 成 (根据 交换 作用 的 性 
质 ) 应 与 矢量 M 的 绝对 方向 无 关 . 单 轴 唱 体 的 二 阶 对 称 张 量 a 具有 分 量 а, = 
о, = 0. а = а, (2 轴 是 晶体 的 对 称 轴 ) ;在 立方 晶体 中 a = аб. 
如 果 在 数量 级 为 晶 格 常数 а 的 距离 上 , 磁 矩 方向 有 显著 变化 ,再 注意 到 唱 格 
一 个 原 胞 非 均匀 性 的 能 量 应 该 达到 交换 相互 作用 能 的 原子 特征 值 ,就 可 以 估计 
出 系数 wx 的 数量 级 ， 特 征 的 交换 能 同居 里 温度 7,( 铁 磁性 消失 的 温度 ) 同 数量 
级 ， 由 条 件 7,/a ~ aMW /a ,我 们 得 到 
a~T /aM’. (69.7) 
在 物体 每 一 点 都 给 定 吾 时 ,对 积分 (69. 5) 进行 变 分 ,并 对 第 二 项 进行 分 部 
积分 ,我们 得 到 


(69.6) 


0 мым 


根据 定义 (69.2) , 花 括号 内 的 表达 式 是 - Нин. 第 一 项 沿 太 的 方向 ,但 是 ,当代 入 运 
动 方程 (69.4) 中 时 ,第 一 项 总 会 等 于 零 ,因此 完全 可 以 把 它 舍 去 @， 于 是 ,我们 得 到 





-- Н | МЗУ. 


Н. = Qa (69.8) 


FM 
0х,0х, 

为 了 得 到 完整 的 方程 组 ,给 (69. 4) ,(69. 8 ) 两 式 还 要 附加 一 个 将 场 Н Ы 
化 强度 М 的 分 布 相 联系 的 麦克 斯 韦 方程 ,在 下 一 节 将 要 研究 的 自 旋 波 是 在 
о << ck 的 意义 上 的 低频 波 , 在 这 些 条 件 下 的 场 是 准 静 场 ，; :麦克斯韦 方程 中 可 以 忽 
略 对 时 间 的 微 商 ,于 是 方程 组 变 成 ， 


”但 是 ,此 后 在 平衡 时 Ним. 
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УХН =0, У-ВЕУ. (Н+4тМ) =0. (69.9) 

与 此 相关 ,在 五 恒定 时 ,可 能 产生 关于 积分 式 (69.5) 对 用 变 分 是 否 合理 的 
问题 ,虽然 M 和 五 通过 (69.9) 的 第 二 个 方程 相 联 系 . 但 是 ,如 果 取 HH= -Vg 
(由 于 第 一 个 方程 ) 并 计算 积分 对 9 的 变 分 ,那么 由 于 第 二 个 方程 此 变 分 为 零 ， 


所 以 五 的 变 分 对 8F 无 贡献 
如 果 物 体 不 在 外 磁场 中 ,那么 它 内 部 的 场 便 完全 与 磁化 强度 的 分 布 有 关 ,一 
般 说 来 这 个 场 是 与 M 同一 НЕХ ЕН ФИН 项 是 
相对 论 效应 (我 们 指出 ,原子 磁 抢 以 及 和 它 有 关 的 自发 磁化 强度 都 用 玻 尔 磁 
В = lel 有 /2mc 定 义 , 这 是 一 个 在 分 母 中 会 的 量 ) 因此 ня 
似 中 ,(69.8) 的 第 二 项 应 该 略 去 ,因此 运动 方程 为 
М glel ФМ 








ЕЕ (69.10) 
我 们 注意 到 这 个 方程 是 非 线性 的 . | 
方程 (69. 10) 可 以 写成 磁 矩 连续 性 方程 的 形式 ; 
шо, (69.11) 
其 中 磁 矩 流 密度 张 量 为 





ии, 
这 是 预先 应 该 想到 的 ,因为 在 交换 近似 下 物体 的 总 磁 矩 守恒 . 

现在 我 们 考虑 ,在 铁 磁体 中 除 交换 作用 之 外 ,在 电子 磁 矩 之 间 还 有 更 弱 的 相 
对 论 性 相互 作用 : 自 旋 - 自 旋 作 用 和 自 旋 - 轨道 作用 . 在 宏观 理论 中 这 些 作用 
用 各 向 异性 磁 能 来 描述 ,能 量 密度 依赖 于 磁化 强度 矢量 对 晶 格 的 方向 ;用 这 
些 相 互 作用 来 建立 铁 磁体 的 自发 磁化 强度 的 平衡 方向 ， 上 边 已 经 指出 过 ,M 同 
磁场 Н 的 相互 作用 也 属于 相对 论 性 的 . 

在 单 轴 晶 体 中 各 向 异性 的 能 量 为 


Us = - Кур. (69.12) 
如 果 天 >0, 那 么 平衡 磁化 方向 就 沿 着 对 称 轴 z 轴 (“ 易 磁化 轴 ” 型 铁 磁体 ) 的 


方向 ;如 果 天 <0, 那 么 自发 磁化 方向 就 位 于 xy 平面 上 (“ 易 磁 化 面 " 型 铁 磁 体 ). 
立方 晶体 的 各 向 异性 能 量 可 表 为 


К’ 
Us = (М.М, +М,М, + M,M:). (69.13) 





其 中 %,y,z НМ ВИ = РЖИ (ЗА НВ НУ). ЗЕ К’ >0, р 
ХЕ М 的 方向 沿 着 立方 晶 胞 的 一 个 棱 , 如果 kK’ < 0 一 一 则 沿 着 唱 胞 空间 对 角 
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线 中 的 一 条 中 . 

为 确定 起 见 ,我 们 将 研究 单 轴 铁 磁体 . 在 (69.5) 的 被 积分 式 中 补充 一 项 Us 
(69. 12) ,对 附加 项 变 分 后 得 到 一 项 - KM,y* 5M ,其 中 v 为 晶体 对 称 轴 方 向 上 
的 单位 矢量 . 于 是 ,对 于 有 效 场 我 们 得 到 


н -4 кму+н. (69.14) 


有 效 ае дк 
容易 看 出 ,有 效 场 的 这 个 改变 已 经 概括 了 因 顾 及 相对 论 效 应 而 导致 运动 方 
程 (69.5) 发 生 的 变化 . 事实 上 ,不 存在 耗 散 , 运 动 方 程 的 右 侧 仍然 应 当 垂 直 于 
Ну , 即 应 当 有 M' x Hj 形式 ,其 中 M' 和 M 的 差别 只 能 是 相对 论 修 正 , 这 个 修 
正 值 总 远 小 于 用 ,因而 并 不 重要 . Hj 中 的 相对 论 各 项 附加 到 一 个 小 量 上 . 后 
者 由 于 MM 沿 物体 缓慢 变化 ,因而 才 是 微小 的 ;而 在 波长 充分 大 时 这 些 相对 论 项 
可 以 变 得 重要 起 来 . 


$70 铁 磁体 中 的 自 旋 波 量子 能 谱 


把 前 节 得 到 的 方程 运用 于 波 的 传播 上 ,在 这 个 波动 中 磁 矩 密度 除 围绕 自己 
的 平衡 值 Mo, 进 动 , 还 进行 微 振 动 .我 们 将 考察 在 整个 体积 内 M, 为 恒定 的 单 磁 
畴 样品 ,而 且 局 限于 波长 远 小 于 样品 线 度 的 情况 .这 时 ,介质 就 可 以 认为 是 无 
限 的 . 
首先 研究 的 问题 只 涉及 交换 相互 作用 , 即 基 于 方程 (69. 11)， 取 
М = Mo +m, 其 中 m 是 小 量 ,于 是 可 上 略 去 m 的 二 次 项 而 使 方程 线性 化 ;由 于 绝对 
{Е М =М, ,那么 在 这 一 近似 中 m 4M。、 我 们 得 到 
та, дт 
тс *дх,дх, 
(这 里 及 以 后 取 в =2). 对 于 与 坐标 和 时 间 的 依赖 关系 为 exp[ i(k .r+ - wt) ] 的 
m ,我 们 得 到 





хм, (70.1) 


iom = т x М, , (70.2) 
тс 


НЯ а=а(п) = Qanm,n 一 一 波 矢 上 方向 上 的 单位 矢量 .这 个 方程 分 解 成 分 
量 , 有 


, [е1 2 
iwm, = —_аМЕ т,, 


. [еі 
шт, = -— аМЁт 





Ф ”对 于 不 同 铁 磁 体 量 纲 为 1 的 量 玉 ,有 ' 在 几 十 分 之 一 到 几 十 这 个 宽度 范围 内 取 值 . 相对 论 相互 作 
用 与 交换 相互 作用 之 比 与 中 V%7LT。 同 数量 级 ,通常 为 10 107°. 
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(2 轴 沿 МУН). ННЯ А Ее О 


w = М (пу, (70.3) 
тс 


ВП, А АЭЖ, ЕК0 时 ,在 交换 近似 下 频率 趋 于 零 . 自 旋 波 中 矢量 
т 在 平面 xy 上 以 恒定 角速度 w 旋转 ,并 保证 绝对 值 不 变 . 
在 量子 力学 图 像 中 用 公式 (70.3) 决 定 自 旋 波 量子 的 能 谱 е = jo@: 
(К) =28Ма(п)Р. (70.4) 
在 二 次 量子 化 形式 中 ,描述 铁 磁体 的 宏观 量 将 换 成 自 旋 波 量子 的 漂 没 算 符 
和 产生 算 符 表述 的 各 算 符 . 下 面 将 展示 应 如 何 处 理 自 旋 波 量子 的 (70. 4) 式 . 
对 应 于 经 典 量 必 , 我 们 引入 矢 量 算 符 朴 , 它 的 分 量 满足 确定 的 对 易 规 则 . 令 
S(r)87 是 在 r 点 物理 无 限 小 体 元 8V 中 原子 的 总 自 旋 算 符 . 不 同体 元 8V, ,3 
的 算 符 $(r,)8V, 和 S$S(r,)8V, 是 对 易 的 . 同一 算 符 S$(r)8V 的 各 分 量 满足 角 动 量 
的 一 般 对 易 规 则 : 
§S,8V. $,8V -S$,8V. §,8V =i$,8y, 
或 55 -5,5, =i,/8V( 其 余 的 对 易 子 也 类 似 )， 在 570 的 极限 情况 下 ,对 任意 
г, ЖИ, ,这 些 规则 写成 统一 的 形式 
S, (ri)S,(r) -8,(1,)8, (т, ) = 这 (mn)5Crn -7,). 
现在 ,以 48: 乘 这 个 等 式 ,再 注意 到 磁化 强度 算 符 = -26$, 便 得 到 
M, (ri)M, (т) -М,(,)М, (г, ) = -248М, (г, )5(г, -г,). (70.5) 
在 应 用 于 自 旋 波 时 ,M 描述 的 是 绕 z 轴 的 微小 振动 ,在 小 量 т, ‚т, 的 一 级 近 
似 下 可 以 用 数量 M,~M 来 代 换 (70.5) 式 右 方 的 算 符 М, ЕЧ 
№. (ғ) №, (г) -т, (г) т, (т) = -2iBM5(r, -г,) (70.6) 
由 此 可 见 , 量 m, 和 т ЕА К (ВИЙ = ИЖ) ЕЕ Г У АА 
标 和 广义 动量 ”的 作用 ,这 与 w 和 p' 在 液体 中 声波 量子 化 时 所 起 的 作用 相 类 似 
($24). 但 是 ,我 们 强调 指出 二 者 的 主要 区 别 ， 声 子 算 符 的 对 易 规 则 (24. 7) 是 
精确 的 , 同 振动 是 否 微 小 ( 即 同 声 子 态 占 有 数 是 否 微小 ) 无关. (70.6) 式 的 规则 
是 近似 的 ,只 在 小 量 m 的 一 级 近似 中 才 是 正确 的 . 
从 对 易 规 则 (70. 6) 式 以 及 符合 线性 方程 (70. 1) 的 算 符 Я, т, АЗЕ 26 
出 发 ,可 以 通过 自 旋 波 量子 的 淹没 .产生 算 符 来 求 出 疝 , ,六 ,等 算 符 的 表达 式 , 这 





Ф 自 旋 波 的 平方 色散 律 是 布 洛 赫 (F. Bloch,1930) 用 微观 理论 首先 得 出 的 . 这 个 谱 的 宏观 参量 的 表 
示 式 是 朗 道 和 栗 弗 席 兹 给 出 的 (1945 ) 
© 在 本 章 中 有 处 处 代表 玻 尔 磁 子 :B = leli/2me. 
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和 $ 24 中 对 于 声 子 所 做 过 (参阅 $71 的 习题 4) 的 相仿 . 
再 来 研究 自 旋 波 量子 的 能 谱 , 并 进而 考虑 相对 论 效 应 对 这 个 谱 的 影响 ， 现 
在 已 经 必须 计 及 M 振动 时 产生 的 磁场 五 这 个 场 和 m 是 同 级 小 量 ; 现 在 用 表 
тё. 
麦克 斯 韦 方程 (69. 10) 给 出 
kxh=0, А-Й= -47k.m. 
由 此 可 见 , 场 hh 的 方向 沿 着 波 矢量 , 并 等 于 


h= -4п(п.т)п, (70.7) 
把 (70.7) 式 代入 (69.5) 式 的 被 积 式 的 后 两 项 中 ,我们 得 到 
mh- =2т(п-т)* (70. 8) 


(这 里 去 掉 Mh 项 ,由 于 场 hh 的 有 势 性 ,对 整个 体积 的 积分 变 为 面积 分 ,因而 这 
一 项 变 为 零 ) ;在 自 旋 波 中 ,这 部 分 各 向 异性 的 能 量 有 时 称 为 静 磁 能 . 
假设 铁 磁体 是 单 轴 的 ,并 且 属 于 “ 易 磁 化 轴 ” 型 ,因此 M。 的 方向 沿 晶体 的 对 
ЖС): М, =иМ. 鉴于 以 后 的 应 用 ,我 们 还 假设 存在 平行 于 v 方 向 的 外 场 
久 ; 此 时 ,样品 应 该 是 以 wv 为 轴 的 圆柱 体 ， 于 是 物体 内 部 的 场 吾 = 名 +h. 线性 化 
的 运动 方程 (这 里 写 的 方程 已 乘 过 因子 в) 
-iem =2BM { (++) хт их). (70.9) 


ТАН о = а зіп? + ascos"9, 其 中 6 是 上 和 zz 之 间 的 夹 角 ， 

将 (70.7) 的 严 代 入 到 这 里 ,并 把 方程 写成 分 量 式 ( 其 中 * 轴 最 好 选 在 通过 
和 方向 ( 即 vxn) 的 平面 上 )， 由 获得 的 m, 和 mm, 的 两 方程 的 相 容 性 条 件 得 出 
色散 律 


е(Ю) =2BM | (о .к+0) (о +K+ + 4тзы?0 ) ] (70.10) - 


我 们 指出 ,由 于 存在 sn 9= 及 /K 项 ,将 e(K) 按 大 分 量 的 宕 展开 时 便 不 具有 简单 
的 宕 的 特性 ;这 与 磁 相 互 作用 的 远程 性 有 关 . 

这 里 对 单 轴 铁 磁体 (“ 易 磁 化 轴 ” 型) 导出 的 (70. 10) 形 表示 式 ,对 于 立方 晶 
体 也 是 正确 的 . 这 是 因为 , 当 矢 量 M 微小 偏离 其 平衡 方向 时 ,各 向 异性 能 量 的 
改变 在 两 种 情况 下 有 同样 的 形式 . 例如 ,对 于 天 ' >0 的 立方 晶体 , 当 M 偏离 立 
方 体 的 楼 方向 的 Mo 时 ,350R 只 与 M 和 Mo。 之 间 的 夹 角 ох, Н 50, = 
КМ’ .把 此 式 同 单 轴 晶 体 相 类 似 的 式 子 8Us = KhM282?72 进行 比较 ,我 们 发 现 ， 
为 过 渡 到 K' > 0 的 立方 晶体 情形 ,只 要 在 (70.10) 式 中 将 KK 换 成 2K' 便 足够 了 . 
极 易 相信 ,用 类 似 的 方法 ,为 过 渡 到 K' <0(M, 的 方向 沿 着 立方 体 的 空间 对 角 
线 ) 的 立方 晶体 需要 将 开 换 成 41K'17Z3. 我 们 也 注意 到 ,在 立方 晶体 中 a(n) 妇 


$70 铁 磁体 中 的 自 旋 波 量子 能 庶 . 273. 





结 为 常数 .而 对 “ 易 磁 化 面 " 型 (KE<0) 的 单 轴 铁 磁体 就 是 另 一 种 情形 了 : 当 М 
偏离 Mu 时 ,变更 8Us 既 与 M 相对 于 M。 的 极 角 有 关 , 也 与 方位 角 有 关 ; 因 此 这 种 
情形 需要 特殊 研究 一 一 参阅 习题 . 

我 们 记得 ,(70. 10) 只 属于 能 谱 的 开始 部 分 ,这 部 分 的 准 动量 k <<1/a, 因 此 
可 以 进行 宏观 研究 ， 从 大 方面 ,但 是 仍然 满足 (ak” >> 4т, К) 这 个 条 件 来 看 ， 
表达 式 (70. 10) 归结 为 





2(К) =28Мо(п) +289. (70.11) 
这 里 的 第 一 项 同 纯 交 换 作 用 的 表达 式 (70.4) 一 致 . 外 场 只 给 自 旋 波 量子 的 能 量 
Ж 289 项 . 于 是 ,在 这 种 近似 中 自 旋 波 量子 在 M, 上 磁 矩 的 投影 等 于 -268. 在 
物体 中 激发 每 一 个 自 旋 波 量子 都 要 使 物体 的 总 磁 算 减 小 26. 
在 相反 的 情况 下 ,k-0 时 表达 式 (70.10) 趋 于 一 非 零 值 ,( 久 =0 时 ) 等 于 

=(0) =2BMK (1 70) и (70.12) 
于 是 ,考虑 磁 的 各 向 异性 在 自 旋 波 的 谱 中 将 导致 能 隙 的 出 现下 这 很 自然 ,因为 
有 各 向 异性 时 ,甚至 磁 抢 整体 进行 回转 ( 即 大 =0 时 ) 也 与 有 限 的 能 量 相 联系 ， 我 
м, =] ,在 小 大 时 ,尽管 相对 论 效应 不 大 ,也 会 给 能 谱 带 来 相当 大 的 修正 . 

自 旋 波 量子 的 概念 ,作为 元 激发 是 关于 物体 的 弱 激 发 态 的 ,因而 是 与 低温 有 
关 的 . 因此 ,关于 自 旋 波 量子 的 公式 中 一 切 物 质 常 数 ( 也 包括 磁化 强度 М) 必须 
选取 了 =0 时 的 值 . 

回头 再 来 讨论 $ 69 中 关于 耗 散 微小 的 假设 . 在 量子 图 像 中 耗 散 意味 着 自 
旋 波 量子 寿命 是 有 限 的 ,这 是 由 于 自 旋 波 量子 之 间 以 及 同 其它 准 粒子 的 相互 作 
用 所 造成 的 . 

如 果 开 始 讲 自 旋 波 量子 之 间 的 相互 作用 ,那么 首先 应 该 指出 在 交换 近似 下 
自 旋 波 量子 的 数目 是 不 变 的 (每 个 自 旋 波 量子 为 W, 提 供 同样 的 贡献 - 28 ,而 交 
换 作 用 使 MM, 保持 不 变 ). 因此 在 此 近似 下 只 能 发 生 散 射 过 程 . 但 是 散射 概率 随 
温度 的 降低 而 减 小 ,这 只 不 过 由 于 散射 体 数 量 的 减 小 而 造成 的 ,因此 在 7=0 时 ， 
无 论 如 何 ,交换 性 的 训 减 都 要 趋 于 零 . 下 面 可 以 见 到 ( §72) ,在 交换 近似 下 一 个 
自 旋 波 量子 的 状态 确实 是 系统 的 严格 的 定 态 . © | 

在 T=0 时 自 旋 波 量 子 的 衰减 只 是 由 其 裂变 过 程 引 起 的 ,这 种 过 程 只 在 计 及 
相对 论 性 相互 作用 时 才 有 可 能 ,因此 它们 的 概率 较 小 . 此 外 ,在 小 k 时 由 于 过 程 
终 态 的 统计 权重 ( 相 体 积 ) 小 ,裂变 概率 总 是 降低 的 . 





Ф 相应 的 频率 w(0) = s(0)/ 广 称 为 铁 磁 共 振 频 率 . 

© 还 要 指出 ,在 交换 近似 下 两 个 自 旋 波 量子 间 的 散射 截面 随 其 能 量 的 减 小 而 趋 于 零 ( 参阅 $73). 
这 一 情况 ,在 低温 时 进一步 减少 了 自 旋 波 量子 的 交换 衰减 .在 充分 低 的 温度 下 ,对 散射 过 程 来 说 ,相对 论 
效应 已 很 重要 了 . 
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_ 自 旋 波 量子 与 声 子 的 相互 作用 (在 这 里 ,交换 相互 作用 哈密 顿 量 中 与 晶体 
形变 有 关 的 部 分 起 微 扰 算 符 的 作用 ) 也 要 引起 自 旋 波 量子 的 衰减 .在 T=0 时 ， 
还 可 能 由 自 旋 波 量子 产生 声 子 的 过 程 ,但 是 ,为 此 自 旋 波 量子 的 准 动量 应 该 充分 
大 一 一 自 旋 波 量子 的 速度 3e/jiok 应 大 于 声速 (参阅 254 页 的 注 )， 过 程 概率 小 
也 是 由 于 终 态 统计 权重 小 的 缘故 . 

最 后 ,在 铁 磁 金 属 中 , 自 旋 波 量子 (由 于 跟 传 导电 子 的 交换 相互 作用 ) 从 费 
米面 下 ,总 可 能 激发 电子 ， 这 里 ,在 小 天 时 ,过 程 概率 小 也 是 由 于 终 态 的 统计 权 
重 小 的 缘故 . 


习 题 


试 求 “ 易 磁 化 面 "型 单 轴 铁 磁体 中 自 旋 波 量子 的 能 谱 (K<0). 

解 : 平 衡 磁化 强度 Mu 位 于 熏 直 于 元 体 对 称 轴 (z 轴 ) 的 平面 上 ;我 们 选 MH, 方 
向 作为 x 轴 , 此 时 磁 矩 运动 的 线性 方程 的 形状 是 

—1ат =28{ ап, хт -IKim,n,-n, хћ}. 
ЖФ n,n, 是 沿 举 标 轴 的 单位 矢量 ,而 矢量 砚 位 于 垂直 于 MM, 的 yz 平面 上 .将 
(70.7) 的 有 代入 , 写 出 分 量 方 程 并 使 所 得 方程 组 的 行列 式 等 于 零 , 得 到 自 旋 波 
量子 的 能 谱 
e(k) =28М [ок (oak? + [天 用 +4Tsin 0( а? + Кэш? ф) ]', 
其 中 8 和 gp АНЕМИЯ (НРА Е Ж). 
Жай >>1 时 ,我 们 又 回 到 平方 型 谱 (70.4) ,而 在 上 50 时 , 自 旋 波 量子 的 能 量 趋 
于 : 
e(0) =4(т1КІ)'?ВМ | ѕіп Gsin ф |. 

而 当天 位 于 对 称 轴 与 晶体 自发 磁化 强度 所 构成 的 好 平面 上 时 ,上 式 变 为 零 ， 但 
是 ,这 里 趋 近 于 零 是 近似 的 :考虑 到 各 向 异性 能 量 中 的 高 阶 项 时 ,在 xy 面 上 也 会 
导致 各 向 异性 的 出 现 ,从 而 在 所 有 KG 的 方向 上 将 会 出 现 有 限 的 能 陈 . 


$71 铁 磁 体 中 的 自 旋 波 量子 ”热力 学 量 


铁 磁 体 中 激发 的 自 旋 波 量子 对 其 热力 学 量 有 一 定 的 贡献 . 当 在 T<< 了 意义 

下 的 低温 时 ,利用 前 一 节 所 获得 的 结果 可 以 计算 这 一 贡献 ， 实际 上 ,在 温度 为 了 
的 热平衡 时 自 旋 波 量子 的 主要 部 分 有 e ~ 了 的 能 量 . 对 于 平方 形 谱 

=(®) =28Ма(п)Р. (71.1) 

这 就 是 说 ,温度 了 << 了 7. 时 ,激发 的 自 旋 波 量子 具有 准 动量 上 << (Т./ВМа)'”. Я 





Ф 我 们 记得 (参阅 第 八 卷 $317) ,各 向 异性 能 量 按 M 每 的 展开 实际 上 是 按 相 对 论 比值 we 的 展开 
(因此 与 用 是 否 微 小 , 即 与 是 否 接 近 居 里 点 无 关 ). 
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用 对 a 估算 的 (69.7) 式 ,估算 出 磁化 强度 为 M~B/a (ЛИН 
约 为 数 个 B) ,由 此 得 到 аё <<1, 即 §70 结果 的 适用 条 件 . 

铁 磁体 热力 学 量 的 “ 自 旋 波 量子 ”( magnon) 部 分 可 做 为 化 学 势 等 于 零 的 理 
想 玻 色 气 体 的 热力 学 量 来 计算 .例如 ,对 自 旋 波 量子 的 热力 学 势 Q( 下 标 用 mag 








表示 译注 ) ,有 
_ оту УФА 
De =Т [па е оту (71.2) 
[参阅 第 五 卷 的 (54.4) 式 ]. 由 此 , 自 旋 波 量子 对 内 能 中 的 贡献 为 
о ne se Уа? 
Е. = os -了 一 = [7 т (71.3) 


自 旋 波 量子 对 自发 磁化 强度 的 贡献 给 出 后 者 随 温度 的 变化 ,这 一 贡献 ,是 
通过 对 外 磁场 的 微 商 而 得 的 ,为 











0 
М. = М(Т) -М(0) = - 1 н И 
[参阅 第 八 卷 (31.4) ]. 对 (71.2) 式 微 商 ,我 们 得 到 
(92 1 аэ 
М... = 9$ | злое? 1 (21). (71.4) 





微 商 - (92/99) Е НЕЕ РМ ЖЕ. 
ЕВА Т >> 21 8ВМ® 时 ,我们 计算 积分 (71. 3 一 71.4) ;这 时 自 旋 波 量子 的 谱 
可 以 利用 极限 表达 式 (71.1)， 鉴于 积分 快速 收敛 ,积分 可 以 扩展 到 整个 大 空间 
(代替 一 个 倒 格 胞 ). 设 a 是 常量 (对 于 立方 晶体 ) , 且 作 替换 dh 一 >47 刀 dk, 经 过 
显然 的 代入 之 后 ,得 到 
_ УР? [= ах у Т? Г(5/2)#(5/2) 
4 А Јо e*-l 4? А? | 
为 了 简化 ,这 里 取 标 记 4 = 28Ma( 因 此 е = А) 9. 于 是 对 于 热 容量 C= 
oo7 ,我 们 得 到 


C 








3/2 Т 3/2 
Т =0.113 (5) у. (71.5) 





_ у5Г(3/2) (5/2) 
тав 8п2 АЗ”? 
我 们 指出 ,这 个 表达 式 只 给 出 热 容 量 的 自 旋 波 量子 部 分 ;此 外 ,晶体 热 容量 还 包 
括 通常 的 声 子 部 分 . 

回 到 (71.4) 式 的 积分 ,根据 (70. 11) 式 , 自 旋 波 量子 的 磁 矩 取 值 -26. 因此 





Ф Е и =0( 因 此 多 = Ли = 0), Е=Ф + Т5 - РУ = Т5 +0; № 5= -з0/эТ. 当然 ,无 需 利 
用 公式 (71.2) 也 可 直接 写 出 (71. 3 ) 式 . 

回 对 于 典型 值 M =2 x10”G ,这 个 条 件 给 出 了 >>1 К. 

图 关于 这 一 类 型 的 积分 计算 参阅 第 五 卷 58. 
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Т >> 2nBM 时 得 到 
17? с 1/2 


м = р? dx (71.6) 


mag т 212 АЗ”? е“ _ 1 





由 此 





M(T) =M(0) -ET LA - 
2T А 
= М(0) ~ 0. 1178(Т/4)°. (71.7) 
(既然 声 子 本 身 不 带 磁 矩 , 自 旋 波 量子 的 贡献 当然 就 包括 了 磁化 强度 的 所 有 变 
化 ). 于 是 , 当 温 度 取 2nBM << 了 << 了 .范围 时 ,自发 磁化 强度 的 变化 便 遵守 Т? 
定律 (F. Bloch ,1930 ). . 
在 自 旋 波 量子 的 谱 中 存在 能 逊 (70. 10) ,在 更 低 的 温度 范围 内 将 使 C,,, 和 
Mu。 对 温度 有 指数 函数 的 依赖 关系 . 在 了 <<BKM 时 
С „вк М „к < ехр( -2ВКМ/Т). (71.8) 
指数 分 子 中 的 量 在 9=0 和 6 = 时 是 能 隙 的 最 小 值 (还 可 参照 习题 1)， 
如 果 铁 磁体 的 自发 磁化 强度 在 基态 等 于 最 大 值 (所 谓 额定 值 ) ,对 应 于 物体 
的 所 有 原子 磁 算 都 平行 ,那么 施加 与 磁 撼 同一 方向 的 外 磁场 时 这 个 值 亦 不 再 变 
化 ,就 是 说 在 这 个 方向 的 磁化 率 x 等 于 零 . 
考虑 相对 论 性 相互 作用 时 ,自发 磁化 强度 (7 =0 时 ) 与 其 “交换 ” 值 相 比 将 
减 小 ,于 是 导致 出 现 不 为 零 的 磁化 率 ( 了 . Holstein,H. РгипаКой, 1940). 虽然 这 个 
效应 很 小 ,但 是 计算 它 却 有 原则 性 的 意义 . 
在 前 面 计算 热力 学 量 的 磁性 部 分 时 我 们 舍 去 “磁性 谐振 子 ” 的 零点 能 ,在 这 
些 量 的 温度 关系 中 它 没有 贡献 ， 零 点 能 对 应 于 自 旋 波 量 子 态 的 占有 数 为 1/2 ， 








相应 地 对 于 “零点 ”磁化 强度 有 
= _ [1де dk 
М(0) = | zy (71.9) 


5 值 大 时 这 个 积分 发 散 ,就 是 说 积分 主要 决定 于 短波 自 旋 波 量子 (ka ~1) ,对 这 
样 的 自 旋 波 量子 根本 不 能 进行 宏观 研究 . 但 是 我 们 将 看 到 ,在 相对 论 效应 的 影 
响 下 磁化 强度 的 变化 ,决定 于 自 旋 波 量 子 的 长 波 能 谱 区 域 ,并 可 借助 于 $70 中 
获得 的 公式 来 计算 . 
为 简单 起 见 ,我 们 将 研究 立方 晶体 ,并 在 此 情况 下 忽略 小 的 各 向 异性 常数 ， 
即将 自 旋 波 量 子 谱 (70. 10) 写成 形式 | 
=(®) =28[ (bk +9) (bk +9 +4тМвіп?ө)|'° (71.10) 
其 中 b= aM; 在 这 个 表达 式 中 由 于 考虑 了 静 磁 能 而 产生 的 4nM， sin*9 项 对 应 于 


$71 铁 磁 体 中 的 自 旋 波 量子 热力 学 量 ‚ 277 . 





相对 论 效应 ， 从 (71.9) 式 减 去 以 вв (К) = 286° - 280 К =( К) Ш — 197) 
式 , 则 得 到 待 求 的 相对 论 效 应 影响 下 磁化 强度 的 变化 М. 


dik 
SM = - 5 51е) - ев (К) ] 


(2T) 
这 个 积分 在 大 下 НВ ЖЖ АО Т Ф. 
为 了 计算 上 的 方便 ,首先 在 4 一 定时 取 8M 对 好 的 微 商 [为 此 在 (71. 10) 中 
已 引进 记号 5]. 简单 变换 后 得 到 
0 - _ _4™ ВМ ИГ Г віп“0 • 21° ак • sin 049 | 
(2т)* (bh + 和 名) (5? +9 + 4тМеіп? ө)? 
由 于 对 4% Ава 训 ВЕ ЛЕ 
名 =0 时 积分 容易 计算 ;然后 对 М 积分 ,得 到 


aM = _УтВ (71.12) 


(71.11) 








这 个 值 很 小 :8M/M ~ 107°. 
如 果 外 场 很 强 ( 缉 >> 4mrM) ,可 在 被 积 式 的 分 母 中 忽略 4тМ + віп 项 . 此 
后 ,计算 得 出 结果 
2m8M 
15o 6 
名 一 o 时 ,8M 趋 于 零 . 这 是 当然 要 得 到 的 . 
结束 时 我 们 指出 ,如 果 我 们 企图 把 本 节 在 三 维 情况 所 使 用 的 方法 ,用 来 研 
究 二 维 铁 磁体 的 磁化 强度 对 温度 的 依赖 关系 ,那么 (在 纯 交换 近似 中 ) 代替 
(71.6) 式 我 们 将 得 到 对 数 发 散 积分 , 这 就 是 说 ,在 所 有 Tz0 的 情况 下 交换 相互 
作用 的 二 维系 统 实际 上 不 存在 自发 磁化 . 这 与 327 中 指出 的 二 维 玻 色 液体 (以 
及 第 五 卷 137 中 的 二 维 晶 体 ) 的 情形 相 类 似 ， 系统 的 能 量 不 依赖 于 磁 矩 的 方 
向 ,导致 其 表达 式 中 只 含有 矢量 M 的 导数 ;结果 也 导致 使 磁化 破坏 的 涨 落 发 散 
(二 维 情况 ). 考虑 与 M 的 方向 有 关 的 相对 论 性 相互 作用 ,就 可 以 使 涨 落得 到 稳 
定 并 使 二 维 铁 磁体 的 存在 成 为 可 能 . 


я м 


1. 计算 温度 了 << el(0) 时 热力 学 量 的 自 旋 波 量子 部 分 
解 : 重 要 的 情形 是 :具有 小 准 动量 大 ,在 能 陈 为 最 小 的 方向 上 , 即 在 9=0 和 
9=T7 的 附近 传播 的 自 旋 波 量子 ;这 两 个 09 值 给 出 同样 的 贡献 . 例如 ,在 小 角度 


8M = (71.13) 





Ф 为 避免 误会 ,我 们 指出 ,不 可 用 此 法 定义 基态 能 量 的 修正 ,因为 没 对 名 取 微 商 而 利用 自 旋 波 量子 
的 长 波 能 谱 表 达 式 时 ,对 е - ex 的 积分 发 散 . 
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时 ,对 所 要 求 的 精度 ,有 

(К) =2ВКМ + А + 47ВМ0?. 
Р.Я ТЗ ЖА =28Ма, ут“ И" МФА А =28Ма,. 在 我 
ЛІР ЕВА ЕЗЖЕ ТЛУ ЮЖНЕ (ИРА К 
母 中 忽略 1) ,并 处 处 以 (0) 35 ТЕ А т (К). 把 对 上 和 0 的 积分 
扩展 到 ou ,结果 得 到 





在 计算 热 容 量 时 只 需 对 指数 函数 因子 微 商 : 
Ce =28КМТ?Е, 
2. 在 印 >>4mM,T>>p8 包 条件 下 , 试 确定 磁化 强度 与 外 场 的 关系 . 
解 : 在 所 给 的 条 件 下 ,可 以 忽略 相对 论 项 ,并 将 (К) 写成 (70. 11) 形式 ， 微 
商 (71.4) 式 ,得 
ЭМ _ 48° ee dk 
9 Т (e -1) (27)” 
人 因此 





= ак 
48 г т 2? 12], (ok Mo +9)” 
(Жа РОА 名 =0 时 的 值 ) ,最 终 得 到 
ФМ Т 
9% Пт (аМ,) $ 
于 是 ,在 所 研究 的 条 件 下 М-М x 名". 
3. 试 确定 于 了 =0 时 ,在 弱 磁 场 中 ,磁化 强度 对 外 场 的 关系 . 
解 : 把 (71.10) 式 的 (К) № (71. 11) 式 ,再 将 积分 式 (71. 11) ә 1, 
得 到 








ӘМ 4л ВМ? эт“ 0 4% 

9$ J [(амМ.Р +4тМ,вш?0 + 9) (ам 9)" (21) 
ДЕ 9—0 时 ,对 dk 的 积分 在 小 上 情况 下 是 对 数 发 散 的 . 因此 ,如 只 局 限于 对 数 的 
精确 性 ,可 以 在 分 母 的 第 一 个 因 式 中 取 避 =0, 缉 =0, 而 在 第 二 个 因 式 中 取 名 =0， 
但 同时 ,在 如 ~ 名 /aM 时 从 下 面 并 在 ~4m/@ 时 从 上 面 截断 积分 ， 于 是 我 们 获 
得 





эм В 4тМ, 
= т . 
9% 32 МтМ,о?? ® 





$72 自 旋 哈密 顿 量 ‚ 279. 





注意 ,(71.10) 式 中 忽略 了 天. 在 名 <<KM 时 在 对 数 中 用 KM。 替代 9. 
4. 在 交换 近似 中 试 确定 在 r >>a 距离 上 磁化 强度 涨 落 的 空间 关联 函数 . 
解 : 算 符 т ЋЕ (70. 6) 式 的 对 易 规则 ,它们 通过 自 旋 波 量子 涝 没 和 产 
НЕ Я ЖА Е (ЕВЕ Е) 
т, (г) = (ВМ/У)" У (be карет"), 
№,(г) = КВМИУ) У (ёе " афет"). 
借助 这 些 算 符 我 们 计算 关联 函数 
Ф.(г) 220) (њ) +№,(ғ)№,(т)), 了 三 六 一 六 


(下 标 守 站 取 遍 x,y 值 ). 考虑 到 不 为 零 的 对 角 和 矩阵 元 ,只 有 乘积 (6 а,) = пк 和 
(4,4; ) =п +l( 其 中 必 是 自 旋 波 量子 态 的 占有 数 ) ,我 们 得 到 
被 积 式 直接 给 出 关联 函数 的 傅 里 叶 分 量 . 式 中 的 常数 项 可 以 略 去 :因为 在 pj(r) 
里 与 它 对 应 的 是 5 函数 项 ,而 整个 的 研究 只 是 对 于 гра 的 距离 . 于 是 
Фи (К) =28ВМп, би =28М{ е*®Т -1] 6,, 
在 经 典 极限 情形 ,a << 了 ,得 到 
Фи. (К) =6,Т/2 ай. 
ЖЕ У а = const ,于 是 
Фи(Г) =6,Т/4 таг, г>> (ВМа/Т)"". 


$72 自 旋 哈密 顿 量 


为 了 得 到 准 动量 在 整个 变 域内 (不 仅仅 在 长 波 极限 内 ) 自 旋 波 量子 的 色散 
律 , 自 然 需要 利用 铁 磁体 微观 结构 更 细致 的 概念 . 

我 们 所 研究 的 电介质 :是 由 轨道 角 动 量 等 于 零 而 自 旋 5 不 为 零 的 原子 所 组 
成 的 . 如 果 我 们 不 涉及 与 原子 电子 壳 层 的 激发 有 关 的 高 激发 态 , 则 可 以 将 系统 
的 哈密 顿 量 按 基态 原子 的 电子 轨道 参量 求 平均 (此 时 ,原子 核 固 定 在 格 点 上 ). 
结果 我 们 得 到 只 含 原子 总 自 旋 算 符 的 系统 的 自 旋 哈密 顿 量 . Ф 

如 果 只 考虑 与 自 旋 相对 取向 有 关 的 交换 相互 作用 ,那么 哈密 顿 量 中 原子 自 
旋 矢量 算 符 只 会 以 标量 结合 的 形式 出 现 . 研究 由 下 列 最 简单 的 哈密 顿 量 


Я = HD 4-8... щек, т.) (72.1) 








Ф 这 与 描写 能 级 精细 结构 的 单 原子 哈密 顿 量 的 构造 相 类 做 ,可 对 比 第 三 卷 $72. 
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所 描述 的 系统 ,有 重要 的 方法 论 意义 ,其 中 求 和 遍及 所 有 的 原子 “矢量 "下 标 
(整数 分 量 )m 和 严 是 格 点 的 编号 ;六 是 格 点 的 径 矢 . 数 ]。 称 为 交换 积分 (对 比 
28 = $62 的 习题 )d. 在 对 m 和 独立 求 和 时 ,在 (72.1) 式 的 求 和 中 每 对 原 
子 出 现 两 次 ,而且 ,当然 J =Л,. 

在 (72. 1) 式 中 假定 唱 格 的 所 有 磁性 原子 都 是 相同 的 (每 个 原 胞 有 一 个 原 
子 ). 作为 这 个 哈密 顿 量 基础 的 基本 假设 ,认为 晶 格 中 的 原子 相距 足够 远 ， 交换 
积分 决定 于 两 个 原子 波 函 数 的 “重合” ,而 且 随 原子 间距 的 增 大 而 很 快 地 (指数 
地 ) 减 小 ， 因 此 对 于 原子 间距 较 大 的 系统 ,相互 作用 可 以 认为 是 成 对 的 ,因此 在 
(72. 1) 式 中 不 存在 多 于 两 个 原子 的 自 旋 算 符 的 乘积 项 .可 以 同样 精确 地 认为 ， 
两 个 原子 间 的 交换 相互 作用 每 次 只 由 一 对 电子 (每 个 电子 各 属 一 个 原子 ) 来 实 
现 . 于 是 相互 作用 算 符 将 以 电子 自 旋 算 符 的 双 线 性 形式 构成 ,而 对 原子 状态 平 
均 之 后 就 成 为 原子 自 旋 的 双 线 性 形式 了 (C. Непіпв,1966) 2. 

如 果 交 换 积分 jw >0 ,哈密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 就 是 铁 磁体 ， 我 们 来 
确定 这 样 系统 的 基态 能 量 . 这 时 设想 还 存在 外 磁场 名 ,给 (72. 1) 式 附加 算 符 


7= -289 У 8, (72.2) 


(z 轴 沿 外 场 方向 ). 系统 总 自 旋 投 影 算 符 5, 或 跟 广 都 是 可 对 易 
的 ;因此 系统 的 状态 可 以 按 这 个 量 的 本 征 值 进行 分 类 . 

在 铁 磁 情 形 , 与 基态 对 应 的 是 总 自 旋 投 影 的 最 大 可 能 值 , 它 等 于 М5, К М 
是 系统 的 原子 数 (自然 ,这 与 有 无 外 场 无 关 ， 外 场 只 标 出 选 作 z 轴 的 方向 ). 令 
Xo 是 基态 归 一 化 的 自 旋 波 函 数 . 

如 果 每 个 原子 自 旋 投 影 都 取 本 身 的 最 大 值 5, 总 自 旋 投 影 才能 达到 最 大 值 


№. 因此 in 同时 就 是 每 个 算 符 $, 的 本 征 函 数 : 





8 хо = So (72.3) 
我 们 引入 下 边 所 需要 的 算 符 §, = S$, + 这 ,它们 满足 对 易 关 系 
8,5-5 $, =25, $8,.-8,8= 418, (72.4) 


(参阅 第 三 卷 (26. 12) 式 )， 它 们 的 矩阵 元 是 
《3.13 ,18. -1) =(5,-115_15,) = ./(5+85,)(5-5. +1) (72.5) 
[参阅 第 三 卷 (27. 12) 式 ]; 算 符 5, 使 分 量 5, 值 增加 1, 而 5_ 使 之 减少 1， 接着 我 








Ф 用 自 旋 哈密 顿 量 描写 交换 相互 作用 是 狄 拉克 引进 的 ( P. А. М. Dirac,1929). 哈密 顿 量 (72. 1 ) 式 
Л, - ЗРЗЕ ЗЕ (Ј. Н. уап Vleck,1931) 引进 的 ; 它 通常 称 为 海 森 伯 哈密 顿 量 ,这 是 因为 与 此 对 应 的 铁 磁 体 模 
型 首先 是 海 森 伯 研究 的 . 

© 在 此 条 件 下 ,(72.1) 式 的 求 和 当然 应 该 只 对 相 邻 原子 对 进行 ,但 是 这 不 能 简化 公式 的 书写 . 因 
此 ,不 必 明 显 计 及 这 些 条 件 . 
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们 写 出 
п- +5,„_8,. ) , 


(so) 
《my> 
И 
> 
л» 
Ы 
+ 
外 
Wn 
Cny> 


然后 写 出 
~ 1 A 入 和 a 和 
Й = 2 >, Ј,.(5..5,, + Sn. 8 ) -28% 之 Sins (72.6) 
其 中 利用 了 对 称 性 ] = J 以 及 不 同 原子 的 算 符 的 可 对 易 性 
由 于 算 符 $, ,只 有 使 5, 数 增加 的 跃迁 和 矩阵 元 ,因而 对 于 5, 数 的 最 大 值 的 态 
有 
$. =0 (72.7) 
[也 可 从 矩阵 元 的 显 式 (72. 5) 中 看 到 ]. 因此 把 哈密 顿 量 算 符 (72. 6) 作用 于 波 
函数 上 ,得 到 
№, = | -并 У 1.5’ -2B%NS №, 
花 括 号 中 的 表达 式 就 是 基态 能 量 Е. НУ т 和 对 g =п-т 的 求 和 代 蔡 对 m 和 
п 的 求 和 ,最 终 写 出 ,的 形式 为 | 
1 2 А 
Е, = -本 NS > Л. -285№, (72.8) 
系统 在 这 个 状态 的 总 磁 矩 是 28SN. 
依 总 自 旋 投影 减少 的 顺序 ,系统 的 下 一 个 状态 对 应 于 该 投影 的 NS -1 值 ; 
它 相当 于 激发 一 个 磁 矩 为 -28 的 自 旋 波 量子 . 总 自 旋 投 影 的 这 个 值 是 波 函 数 
(25) -123 -ж (72.9) 
的 状态 所 拥有 的 . 算 符 $， 作 用 在 此 状态 上 ,使 一 个 原子 自 旋 投 影 减 少 19. 但 
是 ,这 个 函数 并 非 系 统 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 ;在 这 一 函数 中 还 没有 考虑 晶 格 的 平 
移 对 称 性 . 哈密 顿 量 的 本 征 函数 应 该 是 所 有 序号 п 的 函数 (72. 9) 的 线性 又 加 . 


与 我 们 在 $ 55 对 周期 场 中 电子 的 布 洛 赫 函数 所 进行 的 讨论 同样 ,为 了 正确 考虑 
平移 对 称 性 ,这 个 线性 至 加 的 形式 应 该 是 


和 =(2NS) "У ет "8, xo (72.10) 
(м). ВЕКЕ Е АНЕ 5) 8. | 
自 旋 波 量子 的 能 量 a(k) 是 系统 的 激发 态 与 基态 的 能 量 之 差 Е-Е. М 
(Й- Еж, ==(К)Хь 





Ф 注意 到 (3 -ж) * (8, -ж) = 54.5, Xo= (518,5, 19) =(819,, 15-1)(8-115,_ 18) 
=25 ,就 容易 验算 函数 (72.9 ) 的 归 一 化 系数 . 
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将 表达 式 (72. 10) 代 人 这 一 等 式 的 左 方 ,然后 以 HK, 代 蔡 Ex ,我 们 得 到 


2(К)хь =(2№5) У e*™(HS, -3 Hx (72.11) 


把 入 写成 (72.6) 式 的 形式 ,并 利用 对 易 规则 (72. 4) ,不 难 计算 出 这 一 式 中 的 对 
易 子 . 再 一 次 考虑 J 的 对 称 性 ,我们 算出 


#3, -S$, B= 》 1 S$, -3 ) +2895, _. (72. 12) 


最 后 ,把 上 式 代入 (72. 11) 式 ,注意 (72. 3) 式 并 重新 回 到 对 4 =n - m 的 求 和 ,我 
们 获得 
=(Е)х, = Е У Л (1 -е*") +289 jz 


花 括 号 中 的 式 子 就 是 所 求 的 自 旋 波 量子 能 量 . 由 于 求 和 号 内 表达 式 的 虚 部 是 r。 
的 奇 函 数 , 所 以 求 和 时 它 变 为 零 , 因 此 最 终 得 到 


=(К) =5 У J(l-cosk.r,)+28% (72.13) 
(Е. Bloch ,1930). 


在 哈密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 中 ,这 一 公式 给 出 自 旋 波 量子 精确 的 色散 
Е. 自然 地 ,在 小 天 的 极限 情况 下 它 变 为 平方 定律 


1 
(К) = ЗА, У Ја +28% (72.14) 
970 


所 研究 系统 的 居 里 点 7, ~J, 因 此 当 温 度 7 了 >> 时 系统 必然 成 为 顺 磁体 ， 在 
这 样 的 温度 时 ,在 一 级 近似 下 完全 可 以 忽略 原子 间 的 相互 作用 . 在 这 样 近似 下 
系统 的 磁化 率 将 与 原子 自 旋 为 $ 的 理想 气体 的 磁化 率 一 致 ,并 以 公式 

_ М 48'5($ +1) 
у ЗТ 

表达 (参阅 第 五 卷 $52) ;这 是 单位 体积 的 磁化 率 . 这 个 表达 式 是 函数 yx(7) 按 
1/T 的 寡 展 开 的 第 一 项 ,展开 式 的 其 余 诸 项 已 经 与 原子 的 相互 作用 有 关 ; 我 们 来 
确定 下 一 项 . 

零 场 中 的 磁化 率 由 9—0 时 的 微 商 X =3M/98% 定义 ,而 磁化 强度 是 以 自由 
能 的 微 商 计算 的 :VM = - 98/ 名 . 为 了 求解 提出 的 问题 ,必须 算出 精确 到 1/7? 
项 的 自由 能 下 的 表达 式 . 

根据 公式 下 = -Тш Z, 其 中 Z 是 配 分 函数 


_ -E/T __ Е, Е, Е, 
2= е ~ 之 (1-7 + ет). 


(72.15) 
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求 和 遍及 系统 的 所 有 能 级 中 .所 研究 系统 的 能 谱 中 能 级 的 总 数 是 有 限 的 ,并 且 
等 于 原子 自 旋 对 于 品格 取向 的 一 切 可 能 的 组 合 数 . 每 一 自 旋 有 25 + 1 个 不 同 的 
投影 ;因此 所 提 到 的 数 是 (25 +1)”. 用 字母 上 方 的 横 线 表示 简单 的 算术 平均 值 ， 
我 们 改写 2 如 下 


1 т _ 


1 = 1 
2= (258 +1)" [1- ТЕ" ер "|. 





平均 值 E" = 1гН"/(25 +1)*， 依 照 算 符 迹 的 已 知性 质 , 迹 可 以 由 波 函 数 的 
任意 完备 系 算出 ;假如 这 一 函数 系 对 应 于 原子 自 旋 取向 的 一切 可 能 的 组 合 . 于 
是 , 求 平均 便 归结 为 每 一 自 旋 对 其 方向 的 独立 平均 ,这 时 EE =0. 现在 2 的 对 数 再 
按 1/7 的 短 展 开 , 以 相同 的 精度 ,我 们 得 到 

І =з 


Е. = -NTIn(2S +1) - Е + ЕЕ. (72.16) 


在 这 一 表达 式 中 我 们 感 兴趣 的 是 含 名 的 项 ,只 有 这 些 项 对 磁化 率 有 贡献 . 
略 去 所 有 其 余 的 项 ,并 注意 到 自 旋 分 量 的 奇 次 宪 在 求 平均 时 等 于 零 , 则 得 到 


288)’ = _ (286) 1 87577082875 
ғ - (280)' У 5.-089. 2 >. 21..08,8,)08,5.), 


平均 值 





5,8, = 59, =0, 5,=5(5+1)/3. 
于 是 
2,2, 2 але 2 
Е = 378 © №505 +1) -8 人 NS (5+1) 22. 
因此 ,最 后 得 到 磁化 率 
х= 48 505+), ИСЕ у 1. |. 


470 


清 注 意 , 方 括号 中 修正 项 的 符号 与 交换 积分 的 符号 < 
> 题 
1， 以 哈密 顿 量 (72. 1) 描 述 系统 ,在 温度 了 >> J 时 , 试 计算 其 热 容 量 的 磁性 
部 分 . 
解 : 热 容 量 按 1/T 的 办 展开 ,其 第 一 项 可 由 自由 能 (72.16) 的 -局 /2T 项 得 
出 ， 用 同 祥 的 方法 对 哈 密 顿 量 (72. 1 ) 的 平方 求 平 均 , 得 到 
3 зу р 


тт п 2 





(72.17) 





Ф 自由 能 下 一 步 的 计算 与 第 五 卷 $73 中 的 计算 相当 ,一 直 进行 到 展开 式 的 下 一 项 . 
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(1255, =5(5+1)5,/3). 结果 ,我 们 得 到 热 容量 
С, = мену ул 


这 与 第 五 卷 公式 (73.4) 相 对 应 . 
2. 忽略 自 旋 间 的 相互 作用 , 当 B 久 与 了 的 比值 任意 时 ,计算 顺 磁 体 的 磁化 
强度 . 
解 : 配 分 函数 (对 磁场 中 的 一 个 自 旋 ) 
1 
inh 28$ (5 += )/Т] 
_ 289.) _“ | 2 
2 = 2. ep ”了 5. = sinh( B®/T) 
计算 其 自由 能 ,再 对 名 取 微 商 ,我 们 得 到 磁化 强度 
м.а 28 1 289(5 +1/2) 1 в 
М = а 2-27 (5 +=) сов т Tcoth 7 | 
(1. Brillouin,1927). Ж ВО <<T 了 时 ,这 个 表达 式 变 为 (72.15) 式 . 在 相反 的 极限 
В >>T 时 ,磁化 强度 按 规 律 


н -各 








趋 于 额 面值 . 
$73 自 旋 波 量子 的 相互 作用 


自 旋 波 量子 相互 作用 对 铁 磁 体 热 力学 量 磁性 部 分 的 贡献 ,是 有 重要 的 方法 
论 意义 的 问题 . 我 们 记得 ,在 $71 中 的 计算 是 建立 在 无 相互 作用 自 旋 波 量 子 的 
理想 气体 概念 之 上 的 . 现在 就 交换 的 自 旋 哈密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 来 研究 
这 一 问题 . 
考虑 到 贡献 只 来 自 于 小 比值 ?VT 的 最 低 阶 项 ,我 们 便 可 以 只 限于 自 旋 波 量 
子 的 成 对 相互 作用 . 这 就 是 说 ,必须 研究 系统 总 自 旋 投 影 等 于 NS -2 的 双 自 旋 
波 量 子 态 . 
与 此 投影 相对 应 的 波 函 数 是 
Хх = [45(25 -1)] "8, $x 
Ха = (28) `'5„_ 8, хо, тэп. (73.1) 
由 于 不 同 原子 的 自 旋 算 符 是 可 对 易 的 ,所 以 yw。 =х,„ ,容易 证 实 函 数 (73. 1) 是 
以 条 件 xwxns =1 归 一 化 的 ,用 验证 (72.9) 式 归 一 化 的 同样 方式 展开 乘积 ,就 可 





Ф 如果 自 旋 $ = 172, 则 以 同一 个 算 符 8$。 两 次 作用 于 基态 波 函数 加 上 ,使 其 变 为 零 ,于 是 ,在 这 种 
情况 下 所 有 “对 角 的 " 波 函 数 x。 =0. 
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做 到 这 一 点 . 同样 可 以 证 实 不 同 函 数 x 是 相互 正 交 的 . 
函数 (73. 1) 本 身 不 是 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 .系统 的 双 自 旋 波 量 子 定 态 波 函 
数 应 该 是 x 的 某 种 线性 又 加 ,我 们 写 出 这 一 波 函 数 为 
1 
= 一 . 73.2 
х 之 or + 之 Чи т ( Д 
(хх Я — КЖ, ДІЛ р =). у, АНИ 
象 中 的 波 函 数 ,表象 的 独立 变量 是 晶 格 中 原子 的 序号 ，(73.2) 式 的 第 一 个 求 和 
式 中 引进 因子 1/Y2 是 为 了 使 模 平 方 lx1 等 于 1y。,1 ,在 后 者 的 求 和 中 不 同 的 
„ЯН. 
与 建立 单 自 旋 波 量子 定 态 波 函 数 的 方程 (72. 11 ) 的 方法 一 样 ,我 们 可 以 得 
到 函数 (73.2) 式 应 该 满足 的 类 似 的 方程 
ех У BA, 8, раз 
pin со 分 
+ 2 a1 S02S ST {eS № (73.3) 
此 处 的 6 = - ,是 两 个 相互 作用 的 自 旋 波 量 子 的 能 量 ( 括 号 1… | 是 对 易 子 ). 
将 方程 (73. 3) 右 方 的 各 对 易 子 展开 . 为 此 我 们 指出 : 
{8,5„_ 5, }={Й,9„_}9,. +5„_{Й,5, }, 
并 利用 对 易 子 入,$,_ | 的 表达 式 (72. 12) ,然后 考虑 到 对 易 规 则 (72. 4) ,把 算 符 
3 移 到 最 右边 的 位 置 上 ,在 这 里 $. 作 用 在 函数 Xx。 上 ,并 将 其 乘 以 S$. 结果 得 到 
{BH,S, S$, Wo=8 У 17.08, – ,.)8,. + 


+ JS -3 )S。 № +0» У 1.8, _ 81-0 = 
П 


— Ј,„$,.8,.хо +48988, Xo (73.4) 
为 了 简化 公式 的 书写 ,未 写 出 求 和 角 标的 上 下 限 , 求 和 按 全 部 1 值 进行 ,然而 “对 
角 ” 的 J =0. 
以 后 的 计算 步骤 是 把 (73.4) 式 代 人 (73.3) 式 ,并 使 等 式 两 边 相同 函数 
的 系数 相等 ,计算 虽然 十 分 繁杂 ,但 却 是 初等 的 .结果 得 出 ,的 下 列 方程 组 : 


(2/15 - у =5 У (Љу + Jrab in ) + Л ти 一 


-As [Л.О + Won) +26,, У Juyu |, (73.5) 
其 中 
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再 引进 记号 了 代表 求 和 式 > J, 而 后 者 显然 与 下 标 ЖФ. 


我 们 把 这 个 方程 从 坐标 表象 (独立 变量 是 原子 的 坐标 六 ,rn ) 变 到 动量 表 
象 , 即 取 


т -六 er， (ла +) /2 У у(К,К) е (rm -rn) А (73. 6) 
Е 


矢量 代表 两 个 自 旋 波 量子 的 合 准 动量 ,而 天 是 它们 相对 运动 的 准 动量 ; 求 和 
是 按 体积 МОМ 为 晶 格 原子 数 ,v 为 晶 格 原 胞 的 体积 ) 的 唱 格 所 允许 的 NN 个 离散 
НАМ. 和 y,, 一 起 ,同样 也 应 将 下 列 交 换 积分 表 成 侍 里 叶 级 数 形式 ，: 

1 (тт _ -这 (ro -mm 

Jo = 75 У ей "К, КЕ) = > Је 07) (73.7) 
[因为 /= „М ЈС) = Ј( А) ]. 
略 去 简单 的 中 间 计 算 ,我 们 直接 引出 方程 (73. 5) 变换 的 最 终结 果 

[2(5-=*) +е (5-1) -8 | w(K,k) + 
Ра?" _ 
(2)? 





+ оск,к,к)џск,ю) 0, (73.8) 


其 中 


NU(K,k,k’) А, (5 


+k +1 (5. -#) (5+) + 
(к) ] ИЕР) +Ј(Е +07) 1. (73.9) 


而 e(k) 是 由 公式 (72. 13) 确 定 的 单个 自 旋 波 量子 的 能 量 ;用 对 一 个 倒 格 胞 的 积 
分 来 代替 对 大 ' 的 求 和 . 

这 样 一 来 ,关于 系统 的 双 自 旋 波 量 子 态 的 精确 求解 问题 [在 哈密 顿 量 
(72. 1) 的 范围 内 ] 便 归结 为 :求解 一 个 完全 类 似 于 动量 表象 中 双 粒 子 系统 薛 定 
请 方程 [参阅 第 三 卷 (130. 4) ] 的 方程 . 这 时 ,函数 (К) 相当 于 粒子 的 动能 ,而 
积分 方程 的 核 UV(K,k,k') 相当 于 相互 作用 能 为 U 的 ,从 动量 上 ,,k, 态 跃迁 ( 散 
射 ) 到 动量 为 ki ,k; 态 时 的 矩阵 元 ,其 中 


К , 1 , , 
К, => +, К, = 去 一 天, 大) = — + , к => -* 


在 这 一 意义 上 ,最 好 将 U(,k,k') 写 成 形式 
МИС К „К; КК.) =4s[J(K) + TK) + ЈО) +) - 





@@ 当 所 有 yun 都 是 任意 的 时 候 ,对 于 自 旋 $ = 1/2 这 些 方程 也 是 正确 的 . 注意 到 ,在 $=1/2 时 所 有 
“对 角 的 " 量 yw 完全 要 从 mzxn 的 方程 中 消失 . 在 这 种 情况 下 ,应 该 简单 地 认为 不 存在 m=n 的 方程 
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УК, ki) +706, - #1. (73.10) 


一 般 情况 下 ,方程 (73. 8 一 73.9) 很 复杂 . 我 们 只 在 假定 5 >> 1 时 计算 热力 
学 量 的 修正 . 这 一 情况 之 所 以 简单 ,是 由 于 自 旋 波 量子 能 量 e(k) 正 比 于 5, 而 它 
们 的 相互 作用 0 却 与 $ 无关 [ 在 S>>1 时 ,(73.9) 中 的 系数 4,~~1/4]. 因此 UU 
可 以 看 成 微 扰 . 这 时 ,来 自 自 旋 波 量子 相互 作用 而 对 热力 学 势 2 的 修正 О.И 
МО 的 平均 值 给 出 、 取 “对 角 和 矩阵 元 ” 


(К, ‚К, К, ,k,) = 006) + (Е) -Tk -,) –- Ј(0)], (73.11) 


我 们 就 可 以 对 给 定 准 动量 的 自 旋 波 量子 态 进行 平均 .然后 ,用 如 下 的 积分 来 对 
自 旋 波 量子 的 平衡 分 布 进行 统计 平均 
Иа? а, 
0. = fen ka) UR дов ha) (73.12) 
НН п(®) = Гехр(е(6) ХТ) -1] :是 玻 色 分 布 函数 . 
在 低温 时 ,积分 定义 于 小 动量 上 , 态 的 区 域 ,与 此 相应 ,应 该 把 所 有 的 = (Е) 
和 J(KF) 都 按 大 的 寡 展 开 ， 于 是 ,se (k) 便 由 平方 形 表 达 式 (72. 14) 给 出 .由 于 
J(k) 是 上 的 偶 函 数 ,所 以 它 展 开 的 头 几 项 也 是 平方 型 : 


к) =] (0) +а,Ё,К,, 
1 
于 是 Е, ‚К, 3 天 ,Kk,) = у Чай цв 


但 是 ,把 这 个 对 于 ,和 ,是 奇 函 数 的 式 子 代入 (73. 12) 时 ,由 于 按 和 的 方 
向 求 平均 ,其 积分 值 等 于 零 ， 

因此 ,在 展开 J(k) 时 必须 考虑 四 次 项 ,结果 在 积分 (73. 12) 中 函数 
U( ,ks;k ,ks) 便 是 四 次 睾 的 形式 ,并 且 这 个 对 于 ,和 对 于 ,都 是 平方 的 形式 
带 给 积分 的 贡献 不 等 于 零 , 由 于 积分 迅速 收敛 ,所 以 可 将 它 扩展 到 整个 上 空间 . 
作 变换 大 = KEVT ,就 可 确立 02; 与 7 和 名 的 关系 为 


0. = УТД Ф/Т). (73.13) 
ЖАЛО) (О) Е. 由 此 得 到 磁化 强度 的 修正 项 
Ms = -у а КЕСИ (73.14) 


对 于 热 容量 的 修正 也 遵从 同样 的 规律 进行 @. 
我 们 看 到 , 自 旋 波 量子 的 相互 作用 只 在 7/T., 的 高 级 近似 中 才 对 热力 学 量 有 





Ф 这些 结果 (任意 自 旋 的 普遍 情况 ) 是 戴 森 (F. Dyson,1956) 首 先 得 到 的 在 叙述 方程 (73.5) 的 推 
导 时 ,我 们 大 体 上 遵循 R.J. Boyd ,J. Callaway( 1965) 的 工作 . | 
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修正 . 我 们 记得 ,磁化 强度 及 热 容量 的 磁性 部 分 的 主要 项 都 遵守 7 的 规律 。 在 
这 些 项 以 及 与 О. 有关 的 修正 项 中 还 有 正比 于 7T 和 7 的 项 ,这 些 项 产生 于 自 
旋 波 量子 能 量 e(k) 按 请 宕 展开 的 后 续 项 . 

利用 得 到 的 方程 还 可 研究 两 个 自 旋 波 量 子 的 束缚 态 问 题 ， 这些 态 是 以 方程 
(73.8) 的 离散 (在 给 定 K 时 ) 本 征 值 的 形式 出 现 的 这 些 本 征 值 8(K) 作 为 变量 
天 的 函数 , 乃 是 系统 中 新 的 元 激发 分 支 , 但 是 研究 表明 ,只 在 KK 值 充分 大 时 这 些 
态 才能 存在 ;因此 在 低温 时 ,这 些 态 无 论 如 何不 会 影响 铁 磁体 的 热力 学 量 0. 


习 题 


设 5S>>1, 试 求 立 方刚 格 的 磁化 强度 和 热 容量 中 与 自 旋 波 量子 相互 作用 有 
关 的 修正 项 . 在 这 种 易 格 中 只 对 相 邻 ( 沿 立 方 卓 轴 ) 一 对 原子 的 交换 积分 才 不 
- 解 :每 个 原子 有 六 个 最 邻近 的 原子 . 按 定义 (73.7) 得 到 
Е) =2Jo(cosksa + созк, а + cosk,a), 
其 中 J 是 一 对 邻近 原子 的 交换 积分 ,而 a 是 立方 晶 格 的 核 边 长 ， 在 小 大 时 


4 
в) =) [2-а +0) ], 


由 上 ЕК = ТВ, +В, +В) 
(Kk, 和 ,的 奇 次 项 已 全 去)， 自 旋 波 量子 的 能 量 [根据 (72.14) 式 ] 为 
ae(k) =SJak +289 
(72.12) 式 的 积分 计算 导致 以 下 的 结果 : 


= 31472552) гу 











М 25? 415. 
с 21510 (5/2)мү Тт \* 
27 5 (237) 


(表示 5 яж). 
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反 铁 磁体 的 特点 是 上 晶 格 每 个 原 胞 里 所 有 电子 的 磁 矩 相互 抵消 (处 在 无 磁场 
的 平衡 态 ). 严格 说 来 , 磁 矩 密度 是 按 原 胞 的 整个 体积 分 布 的 . 但 在 反 铁 磁体 电 
介质 的 晶体 中 可 以 相当 精确 地 认为 磁 矩 密度 实际 上 是 集中 在 单个 原子 上 ,以 致 





Ф 参阅 М. Wortis,Phys. Кер. 132. 85( 1963). 所 谈 的 是 三 维 晶 格 问 题 , 对 于 二 维和 一 维 情况 在 任何 
时 都 存在 自 旋 波 量子 的 束缚 态 . 
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可 以 用 一 定 的 磁 矩 来 描述 每 一 个 原子 . 这 些 磁 和 矩 在 所 有 的 原 胞 里 周期 性 地 重 
复 ,造成 反 铁 磁体 的 础 性 亚 晶 格 (magnetic sub - lattice). 

各 种 反 铁 磁体 在 结构 上 很 不 一 样 . 关于 其 磁 能 谱 问 题 我 们 可 以 研究 一 个 典 
型 例子 ,在 每 个 原 胞 的 等 价 点 上 ( 即 对 晶体 的 结晶 对 称 性 做 任何 变换 时 彼此 可 
以 互 换 的 点 上 ) 有 两 个 磁性 原子 . 这 些 亚 晶 格 的 原子 形成 磁 矩 的 平均 密度 ,它们 
分 别 用 М, Я MM, 表示, 再 引入 两 个 矢量 

M=M,+M,, L=M,-M,. (74.1) 

在 反 铁 磁体 基态 М =0,Lz0, 而 对 于 铁 磁体 Mz0,L =0. 我 们 着 重 指出 两 
者 在 基态 的 重要 区 别 . 在 交换 近似 中 , 铁 磁 体 处 于 基态 时 所 有 磁性 原子 的 自 旋 
投影 具有 确定 (的 最 大 可 能 ) 值 5, = 5, 它 对 应 于 磁化 强度 М 的 额 面 值 ， 反 铁 磁 
体 在 基态 时 ,显然 亚 晶 格 的 磁化 强度 不 可 能 有 自己 的 额 面值 ,因为 每 个 亚 唱 格 的 
自 旋 投影 之 和 不 是 守恒 量 ( 甚 至 在 交换 近似 中 也 是 如 此 ) ,因此 在 定 态 它 没有 确 
定 值 . 甚至 各 个 原子 的 自 旋 投影 也 没有 确定 值 . 

可 以 类 似 8$ 69 中 对 铁 磁 体 那样 来 建立 矢量 和 MM 的 宏观 “运动 方程 ”的 形 
式 , 用 以 描述 工 ,M 的 长 波 振 动 . НЕМ 与 铁 磁 情形 有 同样 的 方程 (69. 1): 

ам =ук, (74.2) 
此 时 力矩 由 公式 (69.2) 来 确定 . 

如 果 考 虑 到 存在 角 动 量 #5 = M/Y ,一 般 说 来 ,就 表明 系统 一 一 这 里 是 自 旋 
系统 在 旋转 , 便 可 得 出 工 的 方程 .根据 第 五 卷 热 力学 公式 (26. 8) ,此 旋转 的 角 
速度 可 由 自由 能 对 此 角 动 量 的 微 商定 出 : 


_ [96 
2 = (55 ) т 
此 公式 显然 可 以 推广 到 空间 有 微弱 非 均匀 的 情况 ; 
5Ё = [вл - ѕау =. [42 - омар. (74.3) 
І, 随时 间 的 变化 就 是 具有 角速度 О 的 旋转 ,描述 此 旋转 的 方程 为 
aL _ 
0х1. (74.4) 


现在 来 定义 力矩 K， 当 系统 转动 无 穷 小 角 5ф, ККЕ ЯМ 都 要 变化 : 
5L=8pxL, ӘМ =%фх М. 


变 分 自由 能 РЭУ К 的 公式 (69.2) 进 行 对 比 , 得 
K=LxH, - мха, (74.5) 


根据 
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Ё =- |н, . 54У, (74.6) 
并 利用 对 М 50050 (74.3), #20 (74. 5) #5 ЛЯЖИН, , 它 与 反 铁 磁 矢 
量 世 相对 应 . 
结果 得 出 М 方程 如 下 
ЗМ ур хн, +О ХМ. (74.7) 


dt _ 
这 里 我 们 指出 方程 (74.4) 41 (74.7) 的 一 些 普遍 性 质 . 不 难 验 证 此 二 方程 描述 
的 运动 是 无 能 耗 的 ， 事 实 上 ,能 耗 等 于 


га = (6) 





= -| 到 :Seay+ 1 Го: av. 
ot у 9: 


此 方程 根据 (74.4) 和 (74.7) 而 变 为 零 . 其 次 ,由 方程 (74.4) 显 然 得 出 2 = 0， 
这 是 必然 的 ,因为 矢量 工 的 长 度 不 变 、 最 后 ,用 必 乘 (74.4) 式 .用 工 乘 (74.7) 
式 后 再 相 加 ,得 出 于 М) -0 即 MM 和 工 相互 生 直 . 

为 了 确定 有 效 场 万 ,和 角速度 О ,需要 建立 晶体 自由 能 的 形式 ,在 交换 近似 
中 ,对 于 所 有 磁 矩 (因而 矢量 工 和 MM) 相对 于 晶 格 同时 转动 ,自由 能 应 该 保持 不 
变 . 原 胞 内 两 磁性 原子 位 置 除 具 有 结晶 学 等 价 性 的 假定 之 外 ,由 此 也 能 得 出 对 
于 交换 M, 和 M,, 即 对 于 工 > - 工 ,M>M 的 变换 ,需要 有 一 个 不 变性 .由 于 自由 
能 的 不 变性 ,此 时 也 有 Н, - Н, ‚0—0 的 变换 . 

重要 的 是 :在 所 研究 的 长 波 极限 , 磁 矩 M 是 一 个 小 量 ， 这 一 点 是 清楚 的 ,因为 候 
如 矢量 过 在 空间 恒定 ,在 交换 情况 下 任何 磁 抢 当然 都 不 会 产生 ， 因 而 ,我 们 应 该 计 及 
的 项 不 超过 М 的 二 次 项 以 及 工 的 一 阶 微 商 项 满足 所 提 条 件 的 表达 式 有 如 下 形式 : 

ам? 1 Г. 91, 
Рин = ] ( 2 “2 eg )ar， (74.8) 

式 中 系数 a 为 正 , 这 对 应 于 平衡 时 应 有 М =0. 在 (74. 8) 式 中 归 为 分 部 积分 的 项 
可 以 全 部 略 去 22 的 二 次 方 项 可 以 不 必 计 及 ,因为 这 些 项 显然 比 М? 

对 积分 式 (74. 8 ) 进行 变 分 (并 完成 分 部 积分 ) ,得 出 
2 = уам. . (74.9) 


最 后 应 该 指出 , 磁 矩 方程 (74. 7) 可 改写 成 连续 性 方程 (69. 11) 的 形式 现 
在 , 磁 矩 流 密度 张 量 的 形式 如 下 


П, = уац (2 х 





$74 反 铁 磁体 中 的 自 旋 波 量子 . 291. 





工 当然 没有 连续 性 方程 的 形式 ,因为 “ 反 铁 磁 矩 ” [rav 不 守恒 . 
现在 来 研究 磁 矩 的 微 振 动 ,为 此 设 
了 = 了 + = zL +1, М =т, 
这 里 1 和 т ЖЕЛЕ 是 矢量 志平 衡 方向 的 单位 矢 . 运动 方程 (74. 4) 和 
(74.7) 线 性 化 之 后 具有 如 下 形式 
й 21.0 ху, СГА (74.10) 
这 里 考虑 了 方程 (74.7) 右 侧 第 二 项 恒 等 于 零 . ОжН, АЛА 
量 ,因此 简单 地 将 工 ,M 改 成 1,m 是 合理 的 . 
对 于 单 色 平面 自 旋 波 ,运动 方程 (74. 10) 给 出 
~iwl=yLam ху (74.11) 
—1ют = уі„а(п) хр, 
式 中 如 $69 1 а(п) =а,пп,. n 为 上 方向 的 单位 矢 . 这 里 取 第 一 方程 与 > 的 
矢 积 , 得 出 
УШат =іоі ху, (74.12) 
我 们 见 到 ,在 所 研究 的 长 波 情况 ,矢量 m 却 比 1 小 . 将 此 表达 式 代 入 第 二 方程 ， 
立即 得 到 下 述 的 自 旋 波 色散 律 : 
о = уі,Е аа(п)]". (74.13) 
于 是 , 反 铁 磁体 内 的 自 旋 波 频率 ,因而 自 旋 波 量子 的 能 量 е = fiw 在 交换 近似 中 
正比 于 天 而 不 似 铁 磁体 内 正比 于 020. 方程 (74. 11) 建立 了 1 和 严 间 的 单 值 联 
Ж. {НІЗ Т и 的 平面 上 的 两 个 分 量 仍 是 任意 的 ， 这 表明 自 旋 波 有 两 个 独立 
的 极 化 方向 . 
从 方程 (74. 12 一 74. 13 ) 8 т ~ (а/а) "1 <<. 上面 已 用 过 相对 小 的 m， 
为 计 及 磁 的 各 向 异性 ,需要 对 晶体 对 称 性 提出 更 加 具体 的 假设 . 我 们 认为 晶体 
是 单 轴 对 称 的 ,而 且 工 , 的 平衡 方向 与 对 称 轴 重 合 @: 将 此 方向 选 为 > 轴 . 
由 于 矢量 m 较 小 ,只 顾及 与 矢量 ! 有 关 的 各 向 异性 就 足够 了 . 与 铁 磁 体 不 
同 ,这 里 可 以 略 去 在 振动 时 所 产生 的 磁场 . 
在 所 做 的 各 假设 情况 下 ,各 向 异性 能 密度 Us =КР/2, Н.К>0. 这 导致 有 效 
场 玖 :增加 一 附加 项 - Kl, 对 于 平面 波 有 效 场 
Н, = -[а(п) Е? + КП. (74.14) 





Q@ 反 铁 磁体 的 这 个 色散 律 首先 由 І. Hulthen, (1936) 得 出 0. М. И. Коганов, В. М. Цукерник, 
(1958) 用 宏观 研究 法 导出 亚 晶 格 的 磁化 强度 . 

©) 反 铁 磁体 FeC0; 属 于 这 种 类 型 , 它 是 原 胞 内 有 两 个 Fe 离子 的 三 角 唱 格 ( 晶 类 D3s)， 这 两 个 离子 
的 磁 矩 都 沿 三 重 轴 的 方向 . 
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由 此 可 见 , 当 计 及 各 向 异性 时 ,在 (74. 12) 式 中 将 ой” ЕВ w + 天 即 可 得 到 自 旋 
波 的 色散 律 . 结果 在 -0 自 旋 波 量子 的 能 量 将 不 趋 于 零 而 趋 于 有 限 值 中 
e(0) =Ву[, /аК (74.15) 
(СЬ. Кше1, 1951). 我 们 注意 到 , 谱 的 能 隙 正比 于 各 向 异性 常数 的 平方 根 (而 不 
像 (70. 12) 中 的 一 次 寡 )， 由 于 相对 论 性 效应 的 微弱 性 表现 在 各 向 异性 常数 的 
相对 微小 上 ,因而 这 些 效应 ,一 般 说 来 ,在 反 铁 磁 体 比 铁 磁体 内 更 为 重要 . 
可 计算 自 旋 波 量子 对 反 铁 磁体 内 能 的 贡献 .根据 公式 (71.3). (此 等 式 的 
右 侧 应 乘 以 2, 因 自 旋 波 量子 有 两 个 极 化 方向 . ) 在 下 列 温 区 
s(0) << 了 << 了， (74.16) 
(Th 为 尼 尔 点 一 一 反 铁 磁性 消失 的 温度 ) 可 以 使 用 能 谱 的 (74. 12) 式 ,在 单 轴 晶 体 
wk) = ула ?[а, (Е +12) +а, 2]. 
计算 (71.3) 式 的 积分 ,可 得 自 旋 波 量子 对 热 容量 的 贡献 ,结果 如 下 : 
CV Ал 7 | 
“о Ба (aaa A 
当 温 度 7 << e(0) 时 , 自 旋 波 量子 对 热力 学 量 是 指数 型 的 小 的 贡献 . 
为 了 确定 反 铁 磁 矢 量 工 与 温度 的 关系 ,为 物体 单位 体积 的 能 量 附加 下 述 形 
式 的 一 项 








(74.17) 


Р 
-GZ= - 61, =61 (1-57), (74.18) 
这 里 G 是 矢量 工 的 共 罗 辅 助 场 , 沿 其 平衡 方向 施加 此 场 . 
取 自 由 能 对 С 的 微 商 , 即 可 确定 工 的 平衡 值 :L = - (1/V) (9#/9б) „С 
磁场 情况 的 公式 (54.4) ( 见 第 五 卷 ). ) 结 果 得 到 类 似 于 (71.4) 的 公式 


де 1 20? 
І = (Т) - 100) = - | 28 268. 
м 2007) -100) = - [56 Тр 


Я С 的 出 现 导 致 自 旋 波 量子 的 色散 律 中 需要 替换 а(п) а(н) + Сл. 微 
商 后 得 出 





(74.19) 





де _ уа 
9С 2e | . 
代入 (74.19) 并 积分 ,对 于 温 区 (74.16) ,最 后 得 到 
Т? 
уа" (азай) в 
需要 指出 ,在 交换 近似 ,如 同 铁 磁 情 况 ,积分 (74. 19) 对 二 维系 统 是 发 散 的 . 
这 将 破坏 反 铁 磁 的 长 程 有 序 性 . 








КТ) -7(0)= 





Ф 频率 w(0) =e(0) 人 公称 为 反 铁 磁 共 振 频 率 . 
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5] 题 


试 求 “ 易 磁化 面 " 型 (K<0) 单 轴 反 铁 磁 体 自 旋 波 量子 的 能 谱 . 

解 : 现 在 ,平衡 反 铁 磁 夭 量 闷 处 于 与 晶体 对 称 轴 {z 轴 ) 相 垂 的 平面 . 选 工 的 
方向 为 x 轴 ， 各 向 异性 能 Us = 1K1(n.1) /2, 这 里 nn,, 以 及 后 面 提 到 的 ,分 别 是 
z,y 轴 的 单位 和 泉 . Hi 的 表达 式 中 出 现 附加 项 -1Ki(n, Пл, 于 是 (74.11) 中 第 
一 方程 与 方程 (74. 12 ) 保 持 不 变 , 而 (74.11) 中 第 二 方程 具有 如 下 形式 

-iom = ~-yLa(n)k (lxv) -YLIKI(n,* а. 

结果 ,对 矢量 ! 沿 y 轴 极 化 的 自 旋 波 量子 ,其 色散 律 的 形式 不 变 , 为 (74. 13 ) 式 ; 
而 对 了 沿 z 轴 极 化 的 , 则 在 公式 (74. 13) 中 将 ой? оак +1К!. 此 时 ,各 向 异性 
消除 了 对 极 化 的 简 并 . 
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在 $72 我 们 见 到 ,在 铁 磁 情 况 可 以 精确 确定 哈密 顿 量 (72. 1) 的 基态 能 量 和 
元 激发 一 АЖЕТ Е. 对 于 反 铁 磁体 不 可 能 有 这 种 精确 的 解 . 在 节 
点 上 自 旋 方向 相反 的 两 套 亚 唱 格 的 图 像 ,本质 上 带 有 经 典 特性 并 破坏 了 在 亚 晶 
格 之 间 交 换 电子 的 可 能 . 于 是 每 个 亚 晶 格 总 自 旋 投 影 便 没有 确定 值 ,因此 也 不 
是 描述 基态 和 激发 态 的 好 量子 数 . 

然而 , 当 亚 晶 格 每 个 节点 的 自 旋 较 大 时 , 铁 磁 亚 晶 格 彼此 镶嵌 的 图 像 可 做 为 
准 经 典 的 正确 的 零 级 近似 ,此 时 量子 效应 微小 ,因而 可 用 微 扰 论 来 计算 D， 对 于 
实际 的 反 铁 磁 体 不 能 满足 5 >> 1 的 条 件 . 但 是 ,求解 此 问题 很 有 意义 . 下面 所 
述 方法 对 于 研究 很 多 磁 学 理论 问题 都 是 有 益 的 . 我 们 指出 ,在 此 模型 ,只 与 最 近 
邻 有 相互 作用 的 这 种 最 简单 情况 , 当 交 换 积分 ,为 负 值 时 ,显然 要 出 现 反 铁 磁 
性 . 事实 上 ,在 第 一 级 近似 ,此 表 式 对 经 典 矢量 $, 简 单 取 极 小 , 便 决 定 了 基态 . 
极 小 对 应 的 状态 ,是 每 个 节点 最 近邻 的 自 旋 有 相反 方向 , 即 属于 另 一 个 亚 晶 格 . 


我 们 利用 (72. 6) 型 的 自 旋 输 密 顿 量 .， 首先 将 此 公式 中 的 算 符 和 ,3S. ,S ж 
示 成 遵守 玻 色 对 易 规 则 的 算 符 . 将 自 旋 $ 写成 如 下 的 自 旋 算 符 


А A+AVI/2 А дА 1/2 和 
$ = 25а ° (1-22) ‚3, = 25а (1 -3 ) ‚$ =$-а*4. 


入 下 人 


дл + 
аа‘ -а‘а=1, 


不 难 证 实 , 如 果 算 符 4 ,6 满足 普遍 的 玻 色 对 易 规则 


Ф 当 5>>1 在 $73 末 已 用 过 微 扰 论 研究 自 旋 波 量子 的 相互 作用 . 
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则 算 符 3. ,8 , ,S$_ 就 会 满足 正确 的 对 易 关 系 (72.4). 例如 有 
{$.,8.1= -VIS (1-2) ца’ аа 5, 
与 (72.4) 的 第 二 公式 相对 应 ( 花 括 号 表示 对 易 子 ). 
类 似 地 可 验证 
5 =9 5, + 人 9 =5(5 +1). 
最 后 ,从 (74 .1) 式 得 出 : 算 符 $, 作 用 到 最 大 可 能 值 5, =S( 即 ,有 266=0) 


的 状态 ,结果 为 零 ( 理 应 如 此 ). 此 与 $_. 作 用 到 5, = - 5 的 状态 (2*a =25) 有 相 
同 的 结果 . 

这 样 一 来 ,公式 (74 .1) 给 出 自 旋 算 符 一 个 精确 的 表象 , 它 具 有 一 切 所 需 的 
ТЕЖ. 此 时 算 符 6 和 86 的 意义 是 在 所 给 唱 格 的 节点 上 “粒子 "的 产生 算 符 和 潭 
没 算 符 ,其 投影 5, = -10. 

为 了 方便 ,从 现在 开始 给 不 同 亚 晶 格 的 节点 引入 不 同 的 记号 ,为 第 一 个 亚 
量 格 的 节点 冠 以 矢量 e 王 标 ,第 二 个 亚 晶 格 用 下 标 . 将 角 动 量 量子 化 轴 取 为 
亚 品格 а 的 磁化 强度 的 方向 . 对 于 高 $ 的 准 经 典 情况 ,量子 涨 落 较 小 ,于 是 磁化 
强度 与 其 额定 值 接近 (下 面 将 计算 对 此 额定 值 的 修正 ). 这 意味 着 , 算 符 4'&, 以 
及 算 符 6 和 6 本 身 应 看 成 小 量 ,因而 在 (74".1) 的 根 式 中 应 将 其 略 去 . 结果 ， 
《74 .1) 式 具有 如 下 形式 

$. ~ 02544, 8,, = /254,, 8, =5-а;а,. (74*.2) 

至 于 第 二 套 亚 晶 格 ,其 磁化 强度 沿 负 z 轴 的 方向 . 准确 地 说 , 它 的 所 有 算 符 
也 有 类 似 于 (74 .2) 的 关系 式 , 只 是 在 * =x,y’ = -7y,z = -z 的 坐标 系 中 (为 使 
带 “ 撤 ”的 坐标 形成 右手 系 ,y 轴 也 变 号 . ). 显然 , 带 撤 的 算 符 与 通常 的 算 符 联 系 
为 S$',=S_,S' =$,,$',= -8. 因此 ,在 5 节点 处 如 引入 玻 色 “粒子 "(其 自 旋 
投影 为 5, = +1) 的 淹没 算 符 入, 则 对 第 二 套 亚 晶 格 , 代 替 (74*.2) 有 公式 ; 

3，=~ М28Ъ,, 5,, = 256: $ = -$+8*8, (74*.3) 

将 (74 .2),(74 .3) 式 代入 哈密 顿 量 的 表 式 (72.6) ,只 保留 不 高 于 产生 算 
符 和 淹没 算 符 的 二 次 项 ,需要 分 别 对 第 一 、 第 二 套 亚 品格 的 节点 求 和 . 然而 ,如 
果 给 两 套 亚 晶 格 以 同样 方式 标记 节点 号 码 Вр 

РР =r ғ, Ща-а’=Ь-Ь,. 


则 公式 的 书写 方式 可 以 简化 ,( 由 于 亚 唱 格 的 等 价 性 , 则 Л = Л). 然后 ,第 二 





Ф 自 旋 算 符 的 表象 (74*. 1) Я Т. Holstein, Н. Primakoff 于 1940 年 得 出 的 . 他们 首先 应 用 变换 
(74 .1) 于 磁性 理论 ， 讲 过 的 反 铁 磁 近 似 理论 属于 Р. W. Апдегзоп , В. КиЬо, (1952). 
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套 亚 晶 格 节点 的 指标 可 以 用 相同 的 文字 a 来 表示 . 经 过 不 复杂 的 计算 ,给 出 无 
外 场 时 的 广 
Н = 58% - 7) +8000 - =”) У (аа, + +644.) - 
5 2, Л (а, а, +h 6G) +12 (а +а6,)]. (74°.4) 
这 里 引入 记号 КН 1, Мана а 个 亚 晶 格 ;而 ЛИ 则 属 


ЖП] КУ ня 
ЈО? = У ЈО) 


现在 将 哈密 顿 量 写 在 动量 表象 ,为 此 如 (72.7) , 设 
J = (2/N) У ей (атт? ЈО) ， ло = У еа) ЈО) , 
а = V2/N > ев, , а, = [AN У el,, (14*.5) 
а = 27% 5, еба, а, = 27 У е re 人 +， 
其 他 的 量 也 与 此 类 似 . (计算 求 和 的 节点 数 现在 等 于 N/2,N 为 晶 格 节点 总 数 ). 
Е Л ЛЕХ ЛЬ. 


利用 这 些 公式 ,容易 将 (74' .4) 式 化 成 下 面 形 式 
Н = 52070 1)+ У [A (Bb, +а,6,) +(В,/2) (ара, +1 8)], 


&> 
ll 


(74".6) 
式 中 
А, = -28Ј02), В, =28(J -1 - О). (74*.7) 
ПАЗ 8 (74". 6) 形式 上 类 似 于 弱 非 理想 玻 色 气体 的 哈密 顿 量 (25.7) ,只 
是 4;,B 的 意义 与 后 者 的 不 同 ,以 及 存在 两 种 算 符 а, 和 各 .类似 于 (25.8) 式 的 
变换 ， 可 使 (74 .6) 式 对 角 化 ,了 到 


ё, = ш, +od а = ш +od ， (74*.8) 
置换 6 和 心算 符 , 得 出 不 同 于 (74 .8) 的 和 的 表达 式 : 
Вр =ща, +06, br = ща +06, (74*.9) 


ЯНА, сета, ао 的 意义 分 别 是 两 种 独立 极 化 的 自 旋 波 量子 的 洒 没 算 符 , 产 
生 算 符 . 如 在 $25 ,给 и, ША и -如 =1, 这 些 算 符 将 满足 玻 色 对 易 规 
Л]. 然而 ,我 们 以 些许 不 同 于 $ 25 的 方法 使 哈密 顿 量 对 角 化 . 

如 果 取 


и, = cosha, ， о, = зіпһо,, (74 *. 10) 
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上 述 条 件 可 以 恒 得 满足 . 

将 (74 .8)(74 .9) 代 入 (74 6) 中. 如 在 公式 (74" .10) 中 的 参量 a 定义 为 
coth(2a) = -В,/А,, 

便 消 除 关于 自 旋 波 量子 占有 数 的 非 对 角 项 . 

最 后 ,哈密 顿 量 的 形式 成 为 


Н=Е + У (К) (66, +41 4,), (74*.11) 
式 中 e(K) 一 一 准 动量 为 Е 的 自 旋 波 量子 的 能 量 , 它 等 于 
(0) = 方 242, (74".12) 


根据 (74 .7) 式 В, =А,.,. 将 这 些 量 按 КЕН ЛЕЕ, 开始 于 平方 项 . 
因此 ,对 于 小 上 ,能 量 ae(k) 对 1k1 是 线性 式 ， 这 对 应 于 上 一 节 宏 观 理论 的 结 
还 要 指出 ,如 在 (74 .11) 式 所 见 ,在 交换 近似 中 对 任意 的 ,都 会 产生 对 自 旋 波 
量子 极 化 的 简 并 . 

基态 的 能 量 类 似 (25. 13) ,由 下 式 给 出 


Eo=5(J - 70) + У [+00 -5в, |. (74*.13) 
к 


右 侧 第 二 项 为 量子 修正 项 .显然 , 它 与 经 典 的 第 一 项 之 比 为 175. 
与 一 个 节点 的 等 于 5 的 经 典 磁化 强度 相 比 ,量子 效应 使 亚 晶 格 的 磁化 强度 
减少 . 从 (74 .2) 式 得 出 


(8 =3- 方 了 (4: =5-м У (аа). 


借助 于 (74". 8) 利用 自 旋 波 量子 算 符 表述 人 ,а,. М (66, = (4:4, ) =0, 得 出 
T=0 时 类 似 于 (25. 18) 的 公式 : 
В, 1 
45(®) 2’ 
将 此 式 代入 (5,) 的 公式 ,并 从 对 k 求 和 过 渡 到 对 аА (т) ЖА: 
1 vd Е А 
(S,) =5- 5-5 ту (74*.14) 
这 里 v 是 亚 晶 格 原 胞 体积 , 按 对 应 于 亚 晶 格 大 空间 的 原 胞 进行 (74*. 14) 
积分 . (记得 在 (74' .5) 的 求 和 是 按 亚 唱 格 的 节点 进行 的 )， 对 于 在 最 近邻 有 相 
互 作 用 的 简 立 方 晶 格 进行 数字 计算 ,得 出 
(5, у =5-0. 08. 
应 该 指出 ,在 此 情况 甚至 外 推 至 $ = 1/2 ,对 经 典 值 的 修正 也 显得 小 了 ， 然 
而 , 亚 晶 格 的 磁化 强度 可 以 明显 小 于 晶 格 的 额定 值 显得 令 人 失望 ,在 这 类 晶 格 对 
远 邻 有 重要 的 ， 与 最 近邻 有 不 同 符号 的 相互 作用 ,这 已 与 铁 磁 性 相对 应 . 


(2,4,) = 
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$75 介质 中 光子 的 格林 函数 


在 研究 实物 介质 中 电磁 场 的 统计 性 质 之 前 ,我 们 首先 回忆 一 下 宏观 电动 力 
学 中 对 电磁 量 进行 平均 的 意义 . 
为 直观 起 见 ,如 果 从 经 典 的 观点 出 发 ,可 以 分 两 个 层次 来 平均 . 先是 全 部 粒 
子 在 给 定 分 布下 按 物 理 无 限 小 体积 平均 ;然后 再 将 得 到 的 量 按 粒 子 的 运动 平均 . 
在 宏观 电动 力学 的 麦克 斯 韦 方程 中 包含 的 是 完全 的 平均 量 . 在 研究 场 的 涨 落 
时 , 指 的 是 量 随 时 间 的 振荡 ,而 量 的 平均 仅仅 是 对 物理 无 限 小 体积 进行 的 . 
从 量子 力学 的 观点 来 看 ,对 体积 的 平均 ,当然 不 是 对 物理 量 本 身 , 而 只 是 对 
它 的 算 符 进行 的 ;第 二 步 才 是 利用 量子 力学 概率 确定 此 算 符 的 平均 值 . РНЕ 
本 章 出现 的 场 算 符 只 理解 为 第 一 种 意义 下 的 平均 . 
在 实物 介质 中 ,电磁 辐射 的 统计 性 质 可 用 介质 中 的 光子 格林 函数 来 描述 . 
对 于 光子 ,电磁场 的 势 算 符 起 着 y 算 符 的 作用 . 通过 这 些 算 符 定 义 光 子 格 林 函 
数 的 方式 ,与 通过 算 符 定义 粒子 格林 函数 的 方式 一 样 . 
场 势 由 4 КЕ А“ =(4" ,4) 组 成 ,其 中 А = 是 标 势 , 而 4 是 矢 势 . 在 经 
典 电 动力 学 中 ,这 些 势 的 选择 不 是 唯一 的 , 它 容 许 进行 对 观察 量 没有 任何 影响 的 
所 谓 规范 变换 ( 见 第 二 卷 $ 18 ). 相应 地 在 量子 电动 力学 中 在 选择 场 算 符 以 及 在 
定义 光子 格林 函数 时 都 会 产生 这 种 非 唯 一 性 . 我 们 将 使 用 标 势 等 于 0 的 规范 : 
А’=ф=0. (75.1) 
于 是 场 仅 由 一 个 矢 势 来 确定 . 当 涉 及 电磁 场 与 非 相 对 论 粒 子 相互 作用 时 一 一 例 
如 普通 的 实物 介质 中 的 场 就 属 此 情况 ,这 种 规范 便 显 得 方便 . 
在 此 规范 中 的 格林 函数 用 是 三 维 二 阶 张 量 
р, (Х,,Х,) = -іСТА,(Х,)А,(Х,)), (75.2) 
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(i,k=x,y,z 是 三 维 矢量 下 标 ) ,此 处 尖 括 号 [与 (36. 1) 一 样 ] 表 明 是 按 系 统 的 吉 
布 斯 分 布 进行 平均 的 ,该 系统 由 介质 及 其 中 的 平衡 辐射 所 组 成 ;因为 光子 是 玻 色 
子 ,所 以 算 符 4,,h; 在 其 编 时 重新 排列 中 并 不 改变 乘积 符号 我们 也 要 指出 ,4, 是 
自 示 算 符 ( 用 来 表示 严格 中 性 的 光子 ) ;因此 在 (75.2) 中 ,不 区 分 人 和 A; О. 

然而 ,为 了 建立 各 种 型 式 的 光子 格林 函数 ,作为 原始 概念 ,不 是 利用 (75. 2) 
而 是 利用 如 下 定义 的 推迟 格林 函数 ， 
(АКХ,)А,(Х,) -А,(Х,)А,(Х)), >, 


0, tl <2, 


ір&(Х,,Х,) -| (75.3) 
(在 尖 括 号 内 两 项 之 间 的 负 号 与 玻 色 统计 的 定义 (36. 19) 相 对 应 ). 

对 封闭 系 , 格 林 函 数 对 时 间 三 泡 的 依赖 关系 ,只 通过 它们 之 差 上 = -二 来 表 
Ж. 至 于 坐标 r,,r, ,在 非 均 匀 介 质 的 一 般 情 况 , 在 函数 中 它们 是 互相 独立 的 ; 
Би(Е;г, ,г.). 此 孙 数 只 按时 间 进 行 傅 里 叶 展 开 ; 此 展开 的 分 量 为 


DE (wr г.) = ], ерк (аук, „г, ) dt. (75.4) 


在 研究 按 物 理 无 限 小 体积 求 平均 量 时 ,我 们 只 考察 辐射 的 长 波 部 分 ,此 时 光 
子 的 波 矢量 满足 下 列 条 件 : 
ka <<1 (75.5) 
(a 为 介质 中 原子 间 的 距离 ). 在 这 个 频率 范围 内 ,光子 格林 函数 可 以 通过 介质 
的 其 余 宏 观 特征 量 一 一 它 的 电容 率 e(o) 和 磁 导 率 j(w) 来 表述 . 
为 此 , 写 出 电磁 场 与 介质 的 相互 作用 算 符 : 


ў -二 [had (15.6) 
此 处 二 是 介质 粒子 所 产生 的 电流 密度 算 符 @， 如 果 在 介质 中 引入 某 种 经 典 的 
“外 部 ”电流 j(i,r) ,那么 ,相互 作用 算 符 与 它 的 关系 为 


~ 


Ў = -二 Gen . Ad’x. (75.7) 
с 





Ф 在 势 有 任意 规范 的 普遍 情况 ,光子 格林 函数 是 4 维 张 量 D,,[ 在 规范 (75.1) 中 :Doo =0,Du =0]. 
统计 学 中 光子 格林 函数 普遍 的 张 量 的 和 规范 的 性 质 与 量子 电动 力学 中 场 在 真空 的 这 些 性 质 完全 一 样 . 我 
们 注意 到 定义 (75.2) 与 第 四 卷 中 的 定义 差 一 符号 . 这 里 选择 的 定义 与 其 他 玻 色 子 (其 中 包括 声 子 ) 格 林 
函数 的 定义 是 统一 的 . 

© 见 第 四 卷 $43( 在 第 四 卷 电流 表示 为 gj， 即将 元 电荷 e。 从 j 的 定义 中 提出 )， 算 符 (75.6) 利 用 了 
电流 算 符 的 相对 论 表 达 式 ,在 非 相 对 论 的 问题 中 ,可 以 忽略 少 算 符 (用 之 构造 电流 算 符 方 中 与 负 频 ( 即 反 
粒子 ) 相 联系 的 部 分 . 这 就 意味 着 在 其 中 忽略 了 辐射 修正 ,而 辐射 修正 是 在 计 及 电子 - 正 电 子 偶 在 真空 
中 的 虚 产 生 而 对 光子 格林 函数 的 修正 . 在 波长 >> hi/me, 即 在 区 域 (75.5) 显 然 能 够 满足 的 条 件 下 ,这 个 
修正 是 非常 小 的 . 
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这 个 表达 式 能 够 把 宏观 系统 对 外 部 作用 的 响应 与 一 般 理论 联系 起 来 . 

我 们 记得 ,在 此 理论 中 ( 见 第 五 卷 , $ 125) ,有 一 系列 离散 的 量 x,(a =1， 
:2,…) ,用 来 表征 一 定 外 部 扰动 作用 下 系统 的 行为 这 些 扰动 用 “扰动 力 ”f.(1) 
描述 ,于 是 相互 作用 能 的 算 符 形式 为 

V=- Ула, 
此 处 名 是 量 ,的 算 符 . 在 微 扰 作 用 下 ,得 到 的 平均 值 *,(i) 力 是 力 f,(1) 的 线性 
泛 函 .对 于 一 切 量 的 储 里 叶 分 量 ,这 个 关系 可 以 写成 下 列 形式 : 
Xu = У о (Со), 


(假设 无 微 扰 时 *。 =0). 在 这 些 关系 式 中 的 系数 w 称 为 系统 的 广义 感应 率 ， 如 
果 %。 和 x, 对 于 时 间 反 演 有 相同 的 行为 ,而 物体 又 不 是 磁 活 性 的 (无 磁 结 构 又 不 
处 于 磁场 中 ) ,那么 量 ww 对 于 自己 的 下 标 是 对 称 的 . 

此 处 需要 涉及 的 量 上 六 和 x。 具 有 空间 分 布 的 性 质 一 一 是 物体 点 坐标 > 的 函 


数 .在 此 情况 下 表达 式 广 应 当 写 成 下 列 形式 : 


V=- > аура. (иг) dx, (75.8) 

而 平均 值 x。 和 力 .的 关系 式 为 
д. (г) = > fas wsr,r fr ) dw. (75.9) 
广义 感应 率 现 已 成 为 物体 中 两 点 坐标 的 函数 ,而 它们 的 对 称 性 用 下 列 等 式 表述 
Qs (ITT) = (wr + г). (75.10) 


根据 久保 公式 [ 见 第 五 卷 (126.9) ] ,感应 率 可 表 为 海 森 伯 算 符 а, (гт) 的 对 
易 子 的 平均 值 : 
(оз, ) = 


= | ее (#,(1,г)#,(0,г’) – 2,0,7), (в,г) уд. (75.11) 
0 


现在 我 们 将 流 矢量 j 的 分 量 看 做 “ 力 "f.. 则 从 (75.7) 与 (75.8 ) 的 比较 中 看 
出 ,与 其 对 应 的 量 *。 是 场 撩 势 АС 的 分 量 . 对 比 公式 (75. 11) 和 定义 (75. 3 一 
75.4) 表 明 : 广 义 感应 率 a,,(w;r,r') 与 张 量 分 量 
-Di(wr,r’) /he 
由 此 根据 (75. 10) 立 刻 可 得 (对 非 磁 活性 介质 ) 
Рі (о;ғ,ғ') = ОА (оз ,ғ). (75.12) 
关系 式 (75.9) 具 有 下 列 形 式 


д, (г) = На [банки (75.13) 


. 300 · 第 八 章 电磁 涨 落 





平均 值 4 正 是 介质 中 宏观 (完全 平均 , 见 本 节 开 头 ) 电 磁场 的 矢 势 ;以 后 不 
再 在 A( 以 及 在 男 外 宏观 量 ) 上 划 线 . 现在 考虑 ,由 经 典 电 流 j 产生 的 ,满足 麦克 
斯 韦 方 程 
vxH, = -ep 


о 


的 经 典 场 . 此 处 D 是 电感 强度 ;在 一 般 情况 ,各 向 异性 的 介质 中 ,D, 与 场 强 E, 的 
关系 为 D,, = en(w)Ei ;如果 介 质 是 非 均 匀 的 , 则 电容 率 张 量 也 是 坐标 的 函数 : 
Ex( Wr). 
在 我 们 选 定 势 的 规范 (75. 1) 里 ,有 : 
В, =УхА,, Е, Е, ， (75.14) 


此 处 召 是 磁感应 强度 ЕН В, = ц. Н, ОНЖ. 因此 ,对 于 势 ,我 们 
有 方程 @ 


| et。 (pi тої) - е еа |А. = 
将 (75.13) 形 的 A. 代 人 ,我们 发 现 函 数 必须 满足 方程 
[зон (ил тоы) -Se ГС. = -4тй8,5(г-г’). (75.15) 


对 于 各 向 同性 (在 每 一 体积 元 内 ) 介 质 , 当 张 量 в. и, НУЖЕН, 
方程 可 以 大 大 简化 . 磁 导 率 一 般 接 近 于 1, 故 在 本 节 后 半 部 分 我 们 认为 它 等 于 
1. Иа, = е8, иц = 5, ате 


а? 
Е 84А - Быт ғ) |05 (оз г’) = 


= - 41,807"). (75.16) 


这 样 一 来 ,对 非 均匀 介质 ,计算 推迟 格林 函数 便 归 结 为 求解 一 定 的 微分 方程 
(И. Е. Дзялошинский ‚Л. П. Питаевский, 1959). ® 


在 不 同 介质 的 分 界面 上 , 张 量 分 量 Ds 必须 满足 一 定 的 条 件 . 在 方程 
(75. 16) 中 ,第 二 个 变量 "和 第 二 指标 不 参与 对 张 量 Da(o,r,r) 的 微分 运算 
或 代数 运算 ,而 只 起 个 参数 的 作用 . 因此 ,只 要 求 函 数 Dh (w,r,r') 的 坐标 r 必须 





Ф 我 们 记得 :在 宏观 电动 力学 中 ,微观 电场 强度 的 平均 值 通常 表 为 ,而 磁场 强度 平均 值 表 为 并 
称 为 磁感应 强度 . 


© 在 这 里 以 及 今后 ,利用 记号 то, = eu 起 ,此 处 ем БККА ЗЕН, (rot А); = rotyAl. 
% 


Ф 我 们 指出 :函数 ра уа ТВО ЕТ БОЕО , 它 是 点 源 场 的 满足 推迟 
条 件 方程 式 的 解 (以 e" 代替 e ,超前 格林 函数 满足 同样 方程 ). 
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遵守 边界 条 件 ,而 将 Di 看 成 是 关于 下 标 1 的 矢量 . 这 个 条 件 与 要 求 E 和 HO 的 
切线 分 量 必须 是 连续 的 相当 . 因为 E= -A/c, 所 以 微 商 


1 в 
-op 
рт (Er,r’) 


或 健 里 叶 分 量 
i Da (wr,7') (75.17) 


此 时 起 着 矢量 五 的 作用 . 类 似 地 ， 
гої, Э, (wyr,r’) (75.18) 
起 着 矢量 Н(и=1 时 与 В — 3) КЕ. 
对 于 空间 均匀 而 无 限 的 介质 ,函数 ОХ РАКЕ гг". 对 于 按 此 差 值 
展开 的 傅 里 叶 分 量 ,微分 方程 (75. 16) 归于 代数 方程 组 





25 [ыы – 5,82 + 5,2 ооо) ] DECw,k) = 3， (75.19) 
这 些 方程 的 解 : 

в _ 4тћ _ 2 

0400.0) ат ғ] 5 (75.20) 


根据 (36. 21) ,均匀 介质 格林 函数 D; 通 过 推迟 格林 函数 D4 可 表 为 如 下 形式 ， 


Da(w,k) = Кер" (wk) +icoth 2 . ImD (о,Ю). (75.21) 
当 7 一 0 时 此 式 给 出 
Di,(w,k) =ReDi(w,k) + івівп • 0" (ш,К). (75.22) 


函数 Dx 由 公式 (75. 20) 给 出 ;如 果 考 虑 到 Ree(w) 是 о 的 偶 函 数 ,而 Ine(w) 是 
о 的 奇 函 数 , 则 我 们 在 了 =0 时 ,得 到 
Da(w,k) =Da( lwl,k). (75.23) 
在 真空 中 e(w) =1. 然而 ,因为 在 任何 介质 中 当 w >0 时 ,Ine(w) >0, 所 以 
与 真空 对 应 的 是 极限 =—1 +i sign wo, 此 时 得 到 表达 式 
4тЁ cok ks 
то ( Е о? ), 


它 与 量子 电动 力学 中 周知 的 结果 一 致 ( 见 第 四 卷 $76). 


Р (ш,К) 一 








Ф B 和 DD 法 向 分 量 的 边界 条 件 ,在 给 定 情况 下 ,不 提供 任何 新 的 内 容 , 因 为 在 以 e-* 随 时 间 变 化 的 
Ф, Уу ' D =0,y .8 =0 乃 是 方程 хЕ = Вис, У хН = -iwD/e 的 推论 . 
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$76 电磁 场 的 涨 落 


在 上 节 开 头 指出 ,研究 电磁 场 涨 落 时 ,我 们 涉及 的 只 是 对 物理 无 限 小 体积 元 
(而 不 是 对 其 中 的 粒子 运动 ) 求 平均 的 量 随时 间 的 振荡 . 这些 量 的 量子 力学 算 符 
也 应 在 此 意义 下 来 理解 . 

电磁 涨 落 理论 的 基本 公式 ,可 以 直接 由 涨 落 耗 散 定 理 的 一 般 公 式 写 出 (第 
五 卷 $ 125). 我 们 记得 ,对 于 一 组 离散 的 涨 落 量 *。, 涨 落 的 谱 分 布 可 通过 广义 感 
МЖ os(@) 表 为 如 下 公式 


(XXs)o = 了 о, — au ) coth 
此 处 量 (xxi)。 是 时 间 的 关联 函数 
pul 人 ) = (4.400) +4, (078, (1) 


的 按时 间 侍 里 叶 展 开 的 分 量 ,而 4% (1) 是 量 x。 的 海 森 伯 算 符 ， 对 于 分 布 的 量 
x。(r)( 物 体内 点 的 坐标 函数 ) ,此 式 可 写成 如 下 形式 . 
(2х), = саһ о он, (957,7) -au(osriyr)]， (76.1) 
ШАР ЕЖ (1) 9 (2) ЖЕЛЕ Е г, Я г, ВИН. 
在 上 一 节 已 经 表明 :如 果 量 *。 是 矢 势 4(r)ve 的 分 量 , 则 与 此 对 应 的 广义 感 


”应 率 将 是 张 量 分 量 一 一 Da(w;r ,7)/hc*， 因此 ,立即 得 到 
(ААР?) во А9 (зи, ,г,) [Сани т" (76.2) 
场 强 涨 落 的 谱 函 数 可 以 用 简单 方法 从 (76. 2) 得 到 ФА ( ,ri;6s ,rs) 为 矢 


势 涨 落 的 关联 函数 ;表达 式 (76.2) 是 这 个 函数 按 1=t -展开 的 侍 里 叶 分 量 . 
因为 电场 强度 


hw 


27” 


ВЫХ Е ЛЕНЕ ИЖ 


19 дц. lo 
Фа с? а дн, 2“ (2 эр’ 





或 者 ,用 傅 里 叶 分 量 有 ; 
(ЕЕ). АРА). (76.3) 


用 类 似 的 方法 ,考虑 到 B = rot 4 的 关系 ,我 们 得 到 
` (ВВ), = 0 ток? (АРА), (76.4) 


СЕРВ). = ие). (16.5) 


$77 无 限 介质 中 的 电磁 涨 落 . 303 . 





通过 推迟 格林 函数 表述 电磁 涨 落 的 关联 函数 ,4 Ав, 2 一 76.5) 将 它们 的 计算 
问题 ,归结 为 在 物体 已 给 边界 的 适当 边界 条 件 下 求解 微分 方程 (75. 15) 或 
(75. 16 ) Ф. 

下 面 我 们 认为 介质 是 非 磁 活性 的 , 则 函数 Di 具有 对 称 性 (75. 12) ,并 且 表 
达 式 (76.2) 取 如 下 形式 


(ААП), = - со ПЕ (оз ‚г.) (76.6) 


我 们 注意 到 表达 式 (76. 6) 是 实 的 ,同时 (76. 3 一 76. 4) 也 是 实 的 ,而 (76.5) 
是 虚 的 ,这 就 意味 着 五 的 各 分 量 之 间 ,以 及 召 的 各 分 量 之 间 的 时 间 关 联 函 数 是 
时 间 i=4 -所 的 偶 函 数 ( 对 于 时 间 反 演 ,两 个 量 或 全 是 偶 函 数 或 全 是 奇 函 数 , 它 
们 之 间 的 关联 性 理应 如 此 ). 而 五 分 量 跟 召 分 量 之 间 的 时 间 关 联 函 数 是 时 间 的 
奇 函 数 ( 对 于 一 个 是 时 间 反 演 的 偶 函 数 , 另 一 个 是 时 间 的 奇 函 数 的 两 个 量 理 应 
1). 由 此 得 出 E 和 B 之 值 在 同一 时 刻 是 不 相关 联 的 (1 的 奇 函 数 在 1=0 时 变 
为 零 ). 关联 函数 变 为 零 的 同时 ,E 和 B 的 任何 双 线 性 表达 式 取 同一 时 刻 的 平均 
值 (例如 坡 印 廷 矢量 ) 也 变 为 零 . 不 过 后 一 情况 早 就 是 显然 的 ,因为 处 于 热平衡 
并 具有 时 间 反 演 不 变性 的 物体 ,不 能 有 内 部 的 宏观 能 流 . 
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在 均匀 的 无 限 介质 中 , АЖ D;(w;r,,r,) 仅 仅 依 赖 于 坐标 差 r=r, -7r,, 并 且 
是 此 变量 的 偶 函 数 [ 方程 (75. 15) 只 包括 对 坐标 的 二 阶 微 商 ,因此 D;(w;r) 和 
Dj(w; -7) 满 足 同一 方程 ]， 对 等 式 (76.2) 两 侧 取 对 7r 的 伟 里 叶 分 量 , 我 们 得 到 


(ААР), = во (д) - [DE ob } (7. 
对 非 磁 活 性 介质 ,考虑 到 (75. 12 ) ,此 公式 写成 下 列 形式 
(АРА) „= - соћ 29а ра (о В). (77.2) 


在 各 向 同性 非 磁 性 (j=1) 介 质 中 ,函数 Di(w,) 由 (75. 20) 给 出 . 确定 涨 落 的 
空间 关联 函数 的 问题 ,归结 为 计算 下 列 积分 


О (ш,г) = [ Рибо Юе" 
用 下 列 公 式 进 行 积分 


dk 


(27) (77.3) 





5, + к? Ру тг 





Ф 有 另 一 种 形式 的 电磁 涨 落 理 论 由 М. Рытов( 1953) 发 展 的 ,而 与 (76. 2 一 76. 5) 等 价 的 形式 是 
М. Л. Левин 和 С. М. Рытов( 1967 ) 81 А №. 
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Ве" dk а е" 7.4 
2 +к (2т)* —  дх.дх, 4TF | 
第 一 个 公式 取 自 下 列 著 名 等 式 的 傅 里 叶 分 量 ,得 到 
(А-2) = -478(r) ， (77.5) 


微 商 第 一 个 公式 得 出 第 二 个 公式 . 结果 得 到 
Di(ws7) = -hi (+ 2 а ) =exp ( -Var), (77.6) 


we 9х, 9х, г 





此 处 上 = Im - и, 1, МИЯ / -a 应 当 取 使 Re V -a >0 的 符号 ;对 于 真空 应 取 = = 
1, /-в= -i( 见 下 面 ). 
因此 ,根据 (76.6) 和 (76.3) ,立即 得 出 
(ЕЕ), = 
ћо 1 Гео? 9? 1 @ 
= hcoth 39Im | — | 9—8, + | . ер - м -er ) | (77.7) 
(С. М. Рытов,1953). ЖАРЕ Е [ 并 利用 公式 (77. 5) ] ,我 
们 得 到 
(ЕЕ) = 


=2heoth а { + | exp ( -Ver) +278(7) | |. (77.8) 


用 类 似 的 方法 ,根据 公式 (76.4) 的 计算 ,可 得 到 磁场 关联 函数 的 表达 式 . 此 式 与 
(77. 7 一 77.8) 不 同 的 地 方 , 是 在 方 括号 前 没有 因子 1/e; 此 时 在 (77.8) 中 ,记号 
Im 下 的 8 函数 项 成 为 实 的 而 从 答案 中 消失 . 公式 (77. 7—77.8) 5 e ВЖЕ 
系 , 显 然 是 强调 电磁 涨 落 与 介质 吸收 的 关系 . 但 是 如 果 在 公式 (77. 7 一 77. 8 ) 中 
过 滤 到 Im 2—0 的 极限 ,我 们 得 到 不 为 零 的 有 限 表 达 式 . 这 种 情况 与 两 种 过 渡 
的 次 序 有 关 ( 介 质 极限 线 度 的 无 限 大 和 Im = 等 于 零 )、 因 为 在 无 限 介质 中 ,其 至 
任意 小 的 Im г 最 后 也 导致 吸收 . 所 以 ,我 们 利用 极限 过 渡 的 次 序 能 得 到 与 物理 
上 透明 的 介质 有 关 的 结果 . 在 这 种 介质 中 与 任何 实际 介质 一 样 ,总 要 有 一 些微 
小 而 不 为 零 的 吸收 . 

例如 ,在 公式 (77.8) 中 作 上 述 的 过 渡 . 为 此 ,我 们 注意 到 ,在 Im г 为 小 的 正 
值 时 ( 当 w >0)， 





/Te~ -iVies (1те) 


2Ree 
(考虑 Re V -e >0 的 要 求 ). 因此 在 Im =—0 的 极限 下 ,我们 得 到 


2 
(ЕЕЗ), = (нон), = 26-а 2coth м, (77.9) 
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此 处 4 =Y3 是 实 的 折射 率 、 由 于 不 存在 5 函数 项 ,这 个 公式 甚至 在 7, 和 ,重合 
时 也 保持 为 有 限 : 


_20' п о ho (77.10) 





(Е?) = =(н”. = 


ПЕНН ИЖЕ ИНИИЛиНивИ. 
考虑 到 Im = 与 о 有 相同 的 符号 ,我 们 发 现 ,在 此 极限 下 函数 (75. 20) 采 取 如 下 
形式 
| 本 
п? Ис? – 2 + 10 + signo\ * wn 
(М. И. Рязанов, 1957). 3% РЖЕВ Я УМЗ w = + ck/n 的 方式 有 关 
借助 于 (8. 11) ,将 庶 部 分 离 出 来 并 代入 (77.2) 后 ,得 到 

(ЕЕ), = 

od (77.12) 
在 此 公式 中 ,8 函数 的 宗 量 具有 简单 的 物理 意义 :这 宗 量 表明 ,给 定 天 值 时 , 场 的 
涨 落 在 空间 以 c/n 的 速度 传播 ,这 与 在 该 介质 中 电磁 波 的 传播 速度 一 致 . 对 公 
式 (77.12) 进 行 傅 里 叶 反 演 ,当然 可 以 重新 得 到 (77.7). 

在 透明 介质 (j=1) 中 , 谱 间 隔 为 dw 的 (空间 单位 体积 ) 电 磁场 的 涨 落 能 量 
由 下 式 给 出 





с?Е,Е, ) 


Da(w,k) = (77.11) 





2 |208) бе) 
(Л ЛЖ 580) Ф, 将 (77. ода 经 简 音 变换 记 我 们 得 到 
ле ћо ут а(по) у 40 
1 


+ 
2 eT _ тс dw 


+2(H’), 5° 





(77.13) 


括号 中 的 第 一 项 与 场 的 零点 振动 有 关 ， 第 二 项 给 出 透明 介质 中 热力 学 平衡 电磁 
辐射 的 能 量 , 即 黑体 辐射 能 量 . 不 研究 涨 落 ,而 用 相应 推广 真空 中 黑体 辐射 的 普 
朗 克 公式 的 方法 ,也 能 得 到 公式 的 这 一 部 分 . 根据 普 朗 克 公 式 , 在 波 矢量 аА 
间隔 内 单位 体积 黑体 辐射 的 能 量 公 式 为 
hw 24 
eie 1 (21)? 
(因子 2 是 考虑 到 两 个 极 化 方向 ). 为 了 得 到 能 量 的 谱 密 度 , 相 应 地 应 当 用 
4mk dk 代替 а, НЕ = ос. 为 了 由 真空 过 渡 到 透明 介 ЖЖ ол, 











Ф 按 do 由 0 一 o 的 积分 可 得 到 总 能 量 : 方 括号 中 的 因子 2, 是 因为 在 我 们 所 采用 涨 落 谱 函 数 的 定 
义 中 ,平均 值 (x ) 是 对 (x?)。 按 9 由 – о 到 % 的 积分 得 到 的 [ 见 第 五 卷 (122,6) ] . 
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也 就 是 写 出 





2 2 
ак = = 名 2 1000) go 
с с 


就 够 了 . 于 是 得 出 所 要 的 结果 . 
习 题 

1. 求 出 远离 物体 的 电磁 场 的 涨 落 ,该 物体 处 在 与 之 热平衡 的 稀薄 透明 介质 
中 ;辐射 波长 以 及 物体 距 观 测 点 的 距离 均 远 大 于 物体 的 线 度 物体 具有 各 向 异 
性 的 电极 化 率 а (в). 

解 : 稀 薄 的 透明 介质 可 以 看 做 真空 物体 的 存在 使 真空 格林 函数 产生 微小 
的 变化 (在 远 距离 上 ) , 据 此 决定 待 求 的 涨 落 . 我 们 以 类 比 法 来 计算 此 变化 . 根 
据 这 种 类 上 比 , 下 标尺 已 给 的 真空 函数 Di (wm;r,T') 可 以 形式 地 看 做 r' 点 的 某 个 源 
在 +r 点 产生 的 电场 ,(r,r'). 这 种 类 上 比 的 根据 是 , 场 EF,(r,r')[ 它 的 势 A,(r,r') 
也 同样 ] 在 rr' 的 情况 下 和 Da (w;r,T') 满足 同一 个 方程 一 一 =1 的 方程 
(75.16). 设 物体 处 在 点 7 =0. 场 为 

E(0,7’) =Di(w;0,7’) =” (оз) 

[此 处 Da(w;r') 是 无 物体 时 由 (77.6) 表 述 的 ee=1 的 真空 格林 通 数 ]. 该 场合 
物体 极 化 ,同时 在 r=0 点 产生 偶 极 矩 di =а,0* (ww;0,r')， 这 个 偶 极 纶 在 点 了 也 
要 产生 场 , 它 将 给 出 待 求 的 变化 6D4(w;r,r'). 根据 电动 力学 熟知 的 公式 ( 见 第 
二 卷 872) ,在 r=0 点 的 偶 极 矩 了 在 点 产生 的 场 (以 er- 加 依赖 于 时 间 ) 是 


| ві" Ир ， 








о? 
Е, =4, [58 мет 
并 且 只 要 求 距离 r 比 物体 的 线 度 大 ,不 要 求 比 波长 大 .此 式 可 以 写成 
Е, = -Da(wsr)d, 
(注意 ,函数 р1(о,г)Ә А гаж). 因而 用 上 述 偶 极 矩 ,我 们 得 到 


2 
SD (w;r,r’) = аби (шт) om Des (шт). 


符 求 的 涨 落 关 联 函 数 ,现在 用 3D4(ojir,r'") 代 替 DE ,以 普遍 公式 (76.3 一 76.6) 
给 出 ， 结果 我 们 得 到 


(АА) = 





[ат Шуи, а Солт). 0) 
注意 ,物体 处 于 r=0 点 ,而 rf 和 /是 远离 物体 的 两 点 我 们 指出 ,对 于 涨 落 的 和 贡 
献 不 仅 来 自 极 化 系数 的 应 部 而 且 来 自 实 部 ,后 者 可 以 看 做 充满 远 明 介质 的 黑体 
辐射 在 物体 上 散射 的 结果 . 
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2， 对 磁极 化 率 为 aas(w) 的 物体 ,再 求解 上 题 中 . 
解 :在 此 情况 下 ,把 rotyDi (wm;r,r) 视 为 r' 点 的 源 在 r 点 产生 的 磁场 
Н, (тг) (不 是 场 惠 本身 ,而 是 它 的 的 A, 所 满足 的 方程 . 与 函数 D4 的 有 同样 形 
式 ). 这 个 场 磁化 物体 ,在 r=0 点 形成 的 磁 矩 为 
т, = ато", Di,(w;0,r’) 
(用 对 "的 微 商 代 闪 对 r 的 微 商 ,是 因为 考虑 到 D% 仅 依赖 于 差 (r -r'))， 待 来 
的 格林 通 数 变化 与 这 个 磁 答 在 r 点 所 构成 的 磁场 和 失势 一 致 


] ам 
А; = тої, ( туе" ). 
Г 


( 见 第 二 卷 872 ,习题 1). 这 样 一 来 
іог/с 
50" (шуг,г’) = – ( 





) Qn rot ВА, (w;0,7’). 


最 后 ,将 (77.6) 的 D5 代入 后 ,我 们 得 到 
5р (wir,r’) = (тоет), rot те“ Ир (2) 
(利用 rot,,V ,=e,mV У, =0). 
3. 在 习题 ] 的 条 件 下 ,确定 电磁 场 的 涨 落 ,但 认为 介质 的 温度 远 低 于 物体 
的 温度 . 
解 :在 习题 1 的 计算 中 ,与 (1) 的 花 括号 的 两 项 相对 应 , 场 自然 地 分 为 零点 
涨 落 和 黑体 热 辐射 . 后 者 也 由 两 部 分 组 成 一 一 即 物体 本 身 的 热 辐 射 和 介质 的 黑 
体 辐射 在 物体 上 散射 而 形成 的 场 . 如 果 介 质 的 温度 低 , 就 没有 第 二 部 分 .在 解 
题 时 我 们 单独 计算 这 部 分 ,然后 从 (1) 中 减 去 . 设 A(r) =А® А”, ЖА А“ 
是 无 物体 时 涨 落 的 场 ,而 好” 是 被 物体 散射 的 场 ， 在 大 距离 上 ,4 很 小 ,在 计算 
5(А А») „в Гуд 8 4 的 平方 项 . 因此 ,来 自 散射 的 贡献 有 
б (АА) = (АРА), +(АФА), = 
= (АА) „+ (АБ А”). 
散射 场 又 由 第 二 卷 $72 的 公式 给 出 ,但 现在 的 偶 极 矩 应 当 简 单 地 理解 为 黑体 辐 
ЖЖ В 46 4, =а,А;” (0). 仍 引 入 无 物体 时 的 真空 格林 函数 ,有 


2 


А (т) = 903 (wr) a (в) А® (0), 
于 是 
2 
(А7407 ө 二 = 2000 vir) en Am (0) А09 (т). 





Ф ”有 磁极 化 率 ,并 不 一 定 表明 物体 是 由 磁性 物质 组 成 的 . 例如 , 趋 肤 效应 可 以 将 磁场 从 物体 中 排挤 
出 去 . 
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再 从 (76.2) 中 取得 关联 函数 (4AL)),， 因为 在 这 里 我 们 感 兴趣 的 只 是 热 辐 
射 ,应 当 和 忽略 公式 中 的 零点 振动 项 , 即 进行 代 换 

1 hi 1 +1 > 1 

2 eot 2T Т] 2 eT 
结果 得 到 散射 的 黑体 辐射 对 关联 函数 的 贡献 


5 (А, Ав). 





2 
= поел 加 ее тоз) + 


+ ПА" (о зғ,)а О (г, ) ]. (3) 
最 后 ,为 了 求 出 冷 介质 中 的 涨 落 场 ,应 当 从 (1) 减 去 (3) ,利用 张 量 万 ,和 al 的 对 
称 性 , 作 简 单 的 变换 之 后 我 们 得 到 
_ 20? 
7 Ве ( е 1) 
(了 是 物体 的 温度 ). 在 此 写 出 的 仅 是 热 项 ;(1) 中 零点 振动 项 保持 不 变 . 我 们 
应 注意 :定义 物体 热 辐射 的 表达 式 (4) 只 与 极 化 系数 的 虚 部 有 关 . 按 表 达 式 (4) 
计算 的 能 流 已 不 等 于 零 , 而 给 出 了 热 物 体 往 周围 冷 介质 辐射 的 热 辐射 强度 . 


$78 线性 电路 中 的 电流 涨 落 


涨 落 - 耗 散 定理 还 有 一 个 重要 的 应 用 ,就 是 Н. Nyquist1928 年 首先 研究 的 
线性 电路 中 的 电流 涨 落 问 题 . . 

电流 涨 落 是 导体 中 的 自由 ( 即 无 外 加 电动 势 而 发 生 的 ) 电 振荡 ， 在 闭合 的 线 
性 电路 中 ,自然 最 有 意义 的 是 沿 导线 产生 总 电流 为 /的 振荡 .下边 我 们 假设 满 
足 似 稳 条 件 一 一 电路 的 尺度 小 于 波长 A ~ c/w， 则 在 电路 的 各 个 部 分 总 电流 J 
都 相同 ,并 且 仅 是 时 间 的 函数 . 

我 们 选 此 电流 /作为 第 五 卷 $124 中 涨 落 - 耗 散 定理 普遍 表述 中 的 *(1). 
因此 ,为 了 阐明 有 关 广 义 感应 率 a 的 意义 ,我 们 假设 在 电路 中 有 外 来 电动 势 &. 
则 在 电路 中 能 量 的 耗 散 为 0 = Је. 与 作为 “ 力 ” 的 定义 的 0 = -zf 进行 比较 [ 见 
第 五 卷 (123. 10) ] ,我 们 看 出 ,f = - 8, 或 傅 里 时 分 量 6。 = iwf。， 另 一 方面 ,在 线 
性 电路 中 ,电流 和 电动 势 的 关系 式 为 8。 = Z(w) . J,， 此 处 Z(w) 是 电路 中 的 复 
电阻 (阻抗 )， 因 此 ,有 


50 (АА), Рут, ) [ ван, (о)]0 Coir) (4) 


1, = 6,72 = юр. 12. 
与 关系 式 (%)。=a(w)f 中 广义 感应 率 的 定义 比较 ,我 们 求 得 w(o) =і0/2(о). Е 
的 虚 部 为 


10 [2] 
Im а= 7 =, (6), 


ЖАК К = Ке 2. 
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根据 涨 落 - 耗 散 定理 ， 
(х2), = hcoth ла “Im а(о), 
对 于 电流 涨 落 的 谱 函 数 ,现在 得 出 
2 _ ћо ћо 
(Ј ) zo С) oh 37 (78.1) 
如 把 电流 涨 落 看 做 是 “随机 "电动 势 8。= ZJ 作用 的 结果 ,这 个 公式 就 可 以 写成 
另外 的 形式 . 对 此 电动 势 我 们 有 
(6), =воВ( в) coth па. (78.2) 
在 经 典 情况 下 (jio << Т) 
(2), =2TR(@). (78.3) 
我 们 再 强调 一 次 ,这 个 公式 完全 与 电路 阻抗 耗 散 所 引起 现象 的 本 质 
无 关 . 
$79 在 介质 中 光子 的 温度 格林 函数 
在 介质 中 光子 的 温度 格林 函数 按 松原 电磁 场 势 算 符 构 造 的 方式 ,与 时 间 格 
林 函 数 (75.2) 由 海 森 伯 算 符 构 成 的 方式 相 类 似 : 
9, = (ТАМО А" (т, ,+,)), (79.1) 
ШАР 8], Н РЕ Я КРАЛЕ ЖЕ 如 和 4x[ 根据 (37. ПХ] 
彼此 相等 ， 然 而 这 些 算 符 本 身 ( 不 同 于 海 森 伯 算 符 ) 已 不 是 厄 米 的 ; 由 于 参数 
是 实 的 ,我 们 有 
[4(r,r)] + — Ге А (куе + = е4 (р) е» 
或 
[4Y(r,r)]* =4Y( -7,r). 


因为 函数 (79.1) 仅 依赖 于 差 r=r, -7 (对 比 837) ,所 以 可 以 写成 (例如 取 
T>0) 


Di (Tr ,г,) = (AY(7,r) A (0,r,)), 
8, ( -Tr ,rT,) = - (Аи(т,л,)А(0,л,)). 
比较 这 两 个 表达 式 可 以 看 出 
Di -Tr ‚г, ) = (7;r, г, ). (79.2) 
函数 ари РЕ т 展 成 傅 里 叶 级 数 : 


(тг, г.) = 了 У 21,04,37 т.е“, (79.3) 
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并 且 由 于 光子 遵守 玻 色 统计 ,“ 频 率 ”Y, ВИН А, =2ms7[ 对 比 (37.8)]， 对 于 这 
个 展开 式 的 分 量 , 从 (79.2) 可 以 得 到 类 似 的 关系 式 
PN) = Dl -LsT г.) (79.4) 
根据 一 般 关 系 式 (37. 12) ,这 些 分 量 和 推迟 格林 函数 ,在 , 取 正 值 时 有 下 列 
等 式 相 联系 
Я (бут, sr) = Da( ,sr 7). | 
ТЕ $ 75 中 已 经 证 明 :在 一 定 意 义 下 ,函数 Di(w;r;,r,) 可 以 看 做 是 外 界 扰动 下 宏 
观 系统 的 一 般 响 应 理论 中 的 广义 感应 率 . 由 此 得 到 用 等 式 (75. 12 ) 表述 的 这 些 
函数 的 对 称 性 (对 非 磁 活性 介质 ). 由 于 Di 和 多 ,之 间 的 联系 ,后 者 同样 具有 这 
种 性 质 : 
(2,3 = 0,0,5 г) (79.5) 
由 此 等 式 以 及 等 式 (79.4) ,现在 得 出 函数 2,04, зг, ,r,) 对 于 离散 变量 Z 是 偶 函 
数 ,因此 在 它 的 所 有 值 ( 正 的 和 负 的 ) 的 范围 内 ,有 
2206,5.) = Бы ИС, т, т) (79.6) 
其 次 ,函数 Da(w;ri m) 以 及 一 切 广义 感应 率 在 w 的 上 半 虚 轴 是 实 的 ( 见 第 
五 卷 8 123) ;因此 ,从 (79.6) 得 出 ,在 4 取 任 何 值 时 ,函数 多 (7 зг, „г, ва 
的 . 最 后 ,由 这 些 性 质 也 得 出 ,最 初 的 函数 99, (туп, ‚г, ) 是 实 的 ,并 是 变量 7 的 
1р: 
8, (туп, ‚г, ) =, ( -Tr г, ). (79.7) 
由 温度 格林 函数 和 推迟 格林 函数 之 间 的 关系 式 (79.6) ,可 以 立刻 写 出 在 非 
均匀 介质 中 函数 多 ;应当 满足 的 微分 方程 ;为 此 ,只 要 在 方程 (75. 15 ) 或 (75. 16) 
中 进行 wo 一 i1t,1 的 代 换 即 可 . 例如 ,对 于 j=1 的 各 向 同性 的 非 磁 活 性 介质 ,我 
们 得 到 方程 


а? ГА 
с - ЗА + elilt, „гв | (фт) = 
i 1 


= -4115,6(г-г’). (79.8) 
对 于 均匀 且 无 限 的 介质 ,函数 多,(Y,;r,r') 按 差 r-r' 展 成 侍 里 叶 积 分 .这 
个 展开 式 的 分 量 满足 代数 方程 组 


1 й. 
р - Зы да еа) |2,06) = в, (79.9) 


并 由 下 式 给 出 9 





Ф 在 实际 应 用 (对 比 $80) 中 函数 如 ,总 以 与 的 乘积 形式 出 现 ;因此 =0 时 的 发 散 实际 上 将 
消除 . 
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К Ат [a й с?К,Е, |. 
аи +021 Ф201, 1) 
因为 函数 О, ({,,К) ЕН a(w) 表 征 的 (在 长 波 范围 内 ka <<1) ,所 以 计算 
它 所 用 的 图 技术 ,也 就 成 了 计算 介质 的 电容 率 的 技术 . 此 时 ,后 者 同样 具有 确切 
的 图 意义 ,下 面 就 来 解释 这 个 意义 . 
按 规 则 我 们 用 粗 虚 线 表 示 精 确 的 多 - 函数 ,而 真空 中 的 函数 多 " 用 细 虚 线 
表示 中 


(79.10) 





2, (6,,К) = 


2.209 9% (79.11) 


描述 多 函数 的 图 的 一 切 集合 ,能 够 以 如 下 的 级 数 来 表征 [与 函数 6 的 级 数 
(14.3) 完 全 类 似 ] : 


а + О) + ---Ю---Ю---- +. (79.12) 


此 处 圆圈 描述 图 单元 的 集合 ,每 个 单元 不 能 分 为 仅 由 一 条 虚线 联系 的 两 个 部 分 . 
我 们 用 - 2,/4т 表述 这 个 集合 .函数 27, 类似 于 粒子 格林 函数 的 自 能 部 分 ) 称 
为 极 化 算 符 . 

(79. 12) 的 图 等 式 与 下 列 方程 等 价 : 


--- -= ----- + ---0- -- (79.13) 
[与 (14.3) 到 (14.4) 的 这 渡 比较 ]. 解析 形式 的 方程 为 
27, = 9 90209 (79. 14) 
4т 


(РЕН АВЕ С, 的 函数 ). БАНОК 9‘, ШЕЕ 
以 2” ,再 改 写 为 
2, 


В а, (79.15) 


最 后 ,从 方程 (79.9) 的 左 侧 取 多 。 ,并 且 取 е =1 时 多 的 同样 表达 式 ， 我们 
得 到 


2 


Fi Lk) = 和 [elilt,1) -1184, 


由 此 ,在 о 的 上 半 虚 轴 上 的 离散 的 点 集合 内 ,确定 了 函数 [se(w) -1] 的 图 的 意 
Х. 函数 el(ilz,1) 在 整个 上 半 平 面 的 解析 延 拓 ,原则 上 ,应 当 考 虚 到 e(w) 在 这 


(79.16) 





Ф 在 这 里 用 虚线 表示 乡 函数 ,不 会 引起 误解 ,因为 在 本 节 和 下 一 节 , 都 没有 显 形式 的 介质 粒子 成 对 
相互 作用 能 的 出 现 ( 以 前 用 这 种 记号 描述 过 介质 ). 
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半 平 面 内 不 应 当 有 奇 点 ,并 且 在 lol 一 o 时 e(o) 一 19 
在 非 均匀 介质 内 极 化 算 符 ( 如 同 9, ) ,是 两 点 坐标 的 函数 ， 重 复 坐标 表象 内 
的 全 部 推导 ,代替 (79. 14) 我 们 得 到 方程 
„(т г,) = 
а (пот) + а тот), Спот) Ds (пот) кб, 
. 4т 
(为 了 简化 , 没 写 宗 量 Z.). НИЯ 
9? 
9 „дхн 


从 左边 作用 到 等 式 上 ,并 考虑 到 及 "满足 e =1 的 方程 (79. 8) ,于 是 得 到 


' А 了 2 
Јат тот) ва = Геб) - Пиз (от). 


2 


一 Ai +75 1 
с 





由 此 得 
50) = £808(n п) тоби 7) -1]. (79.17) 


凝聚 介质 的 结构 ， 以 及 它 的 外电 性 质 ,由 在 原子 线 度 а 的 距离 内 介质 粒子 闻 
的 作用 力 来 确定 . 在 这 个 距离 内 可 以 忽略 (粒子 取 非 相对 论 速 度 ) 推 迟 作 用 ,这 
种 作用 仪 对 于 场 的 长 波 成 分 io <<1 才 重 要 ; 换 名 话说 ;计算 极 化 算 符 时 可 以 忽 
略 场 的 长 波 部 分 . 在 格林 函数 多 ,的 图 中 ,长 波 场 只 通过 (79. 12) 式 右 侧 的 细 虚 
线 来 描述 . 

本 节 研 究 的 三 维 张 量 ,当然 只 是 4 维 极 化 张 量 多 ,的 空间 部 分 . 为 了 如 
免 误会 ,我 们 强调 指出 , 它 的 时 间 分 量 ,和 混合 分 量 级, 绝 不 为 零 ， 而 且 如 同 在 
量子 电动 力学 一 样 ,这 四 维 张 量 完全 与 势 的 规范 无 关 . 在 非 相 对 论 的 理论 中 ,这 
个 规范 不 变性 是 显然 的 . 因为 ,上 边 已 经 指出 ,只 要 计 及 与 长 波 场 的 规范 无 关 的 
非 推迟 力 , 即 可 计算 出 极 化 算 符 . 

ЛЕ 和 ААА ЖЖЕНИЕ. 9, =0 中 得 出 ,此 处 天 = 
(4,,К) 是 四 维 波 矢量 : 


Ф = ес. -1], 


ГЛЕ ее 1.1) -1]. (79.18) 





Ф 在 各 向 异性 介质 中 应 当 写 
2.04.6) = ( 如 /jc уг (14,1) - 84], 
注意 ,这 种 形式 的 表达 式 存 在 空间 色散 时 , 即 当 sx 不 仅 依赖 于 频率 而 下 还 依赖 于 波 矢量 时 , 仍 保持 其 正 
确 性 . 
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$80 范 德 瓦 尔 斯 力 的 应 力 张 量 


虽然 凝聚 物体 的 结构 基本 上 由 它 在 原子 距离 上 粒子 的 相互 作用 力 来 确定 
(如 上 节 末 所 述 ) ,但 在 大 于 原子 线 度 а 的 距离 上 ,各 原子 的 作用 力 一 即 所 谓 
范 德 瓦尔 斯 力 同样 对 热力 学 量 ( 如 它 的 自由 能 ) 有 一 定 贡献 . 我 们 记得 ,对 于 自 
由 原子 ,这 个 相互 作用 能 随 距 离 增加 以 "减少 ( 见 第 三 卷 $89) ,而 在 推迟 效应 
成 为 重要 因素 以 后 , 则 相互 作用 , 随 而 减少 ( 见 第 四 卷 $ 85). 当然 ,在 凝聚 介 
质 中 , 范 德 瓦尔 斯 力 不 能 归结 为 原子 成 对 间 的 相互 作用 .同时 ,它们 的 作用 半径 
大 于 原子 距离 这 件 事 ,使 我 们 得 以 用 宏观 的 观点 来 研究 范 德 瓦 尔 斯 力 对 物体 热 
力学 性 质 的 影响 问题 

在 宏观 理论 中 ,材料 介质 中 的 范 德 瓦尔 斯 相互 作用 ,可 以 看 做 是 通过 长 波 电 
磁场 实现 的 (E. М. 栗 弗 席 兹 ,1954) ;我 们 注意 到 ,这 个 概念 不 仅 自身 包括 场 的 
热 涨 落 ,而 且 还 包括 场 的 零点 振动 . 这 个 相互 作用 对 自由 能 贡献 的 重要 性 就 在 
于 范 德 瓦尔 斯 相互 作用 的 非 可 加 性 : 它 不 只 单纯 正比 于 物体 的 体积 ,而 且 还 与 物 
体 的 形状 和 相对 位 置 的 特征 参数 有 关 . 就 是 说 ,与 范 德 瓦 尔 斯 力 远程 相互 作用 
的 非 可 加 性 特征 有 关 的 乃 是 这 样 的 性 质 , 即 :依靠 它 可 以 将 范 德 瓦 尔 斯 力 对 自由 
能 的 贡献 从 很 大 的 可 加 部 分 中 分 离 出 来 . 在 宏观 图 像 中 ,这 个 性 质 来 源 于 :介质 
在 某 一 区 域 的 电 性 质 的 任何 变化 ,由 于 麦克 斯 韦 方 程 ,甚至 在 此 区 域外 也 导致 汪 
落 场 的 变化 ， 当 然 ,实际 上 , 非 可 加 性 效应 只 在 特征 线 度 足 够 小 (虽然 比 原子 线 
度 大 ) 时 才 显 现 出 来 :例如 薄膜 ,被 狭 缝 分 开 的 物体 等 等 

在 每 次 计算 电磁 涨 落 对 自由 能 的 贡献 时 ,数量 级 为 介质 非 均匀 性 特征 长 度 
( 膜 的 厚度 , 颖 的 宽度 等 等 ) 的 波长 总 是 重要 的 ， 这 个 事实 正 是 宏观 理论 中 范 德 
瓦尔 斯 力 按 震 规律 衰减 的 原因 ， 假 如 某 一 固定 波长 4, 的 涨 落 是 重要 的 ,这 将 导 
致力 以 指数 ~ r/A 的 指数 函数 规律 衰减 ， 其 次 ,因为 特征 线 度 , 以 及 涨 落 的 特征 
波长 远大 于 原子 线 度 ,此 涨 落 的 一 切 性 质 和 它 对 自由 能 的 贡献 , 便 完全 由 物体 的 
复 电容 率 来 表征 . 

我 们 的 目的 ,是 计算 作用 在 非 均 匀 介 质 上 的 宏观 力 D， 作 为 推导 的 第 一 步 ， 
我 们 先 来 确定 当 电容 率 作 微小 变化 时 介质 自由 能 的 变化 (忽略 物质 的 磁性 , 即 
导 磁 率 凡 = 1). 我 们 认为 ,e 的 变化 引起 系统 哈密 顿 量 某 些微 小 的 变化 8 应 那 
时 自由 能 的 变化 为 





8F = (5Й). (80.1) 
此 处 平均 是 按 无 微 扰 哈密 顿 量 互 的 吉 布 斯 分 布 进行 的 ( 系统 在 给 定 温度 和 体积 





QD” 以 下 阐述 的 理论 属于 И. Е. Дзялошинский 和 Л. П.. Питаевский, (1959) 
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下 ). 将 五 表 成 

B= +7, а= |7 Аах (80.2) 
的 形式 D， 此 处 Vw 描述 粒子 和 长 波 电 磁场 的 相互 作用 ,而 有色 中 包含 所 有 其 余 
的 相互 作用 ,其 中 也 包括 自由 粒子 和 光子 所 对 应 的 项 [ 严格 来 说 ,(80.2) 中 的 积 
分 应 当 理解 成 在 某 一 波 矢 和 << 二 处 截断 .然而 最 终结 果 不 出 现 截 断 参数 ]， 算 


符 和 是 长 波 场 的 矢 势 算 符 ， 重要 的 是 :对 应 电容 率 变化 的 算 符 党 不 包含 


4 一 一 因为 电容 率 只 决定 于 原子 距离 上 粒子 的 相互 作用 . 
现在 我 们 在 (80. 1) 中 变换 到 可 称 之 为 "长波 相互 作用 表象 "中 的 松原 算 符 ; 


在 此 表象 中 算 符 对 r 的 依赖 关系 ,由 哈密 顿 量 中 除了 Vy 以 外 的 一 切 项 来 确定 . 
用 推导 (38.7) 一 样 的 方法 ,我 们 得 到 


=) 1.8й"6) , те» [7 Ача хат, (80.3) 
此 处 (…)。 表 征 按 哈密 顿 量 为 H, 的 吉 布 斯 分 布 平 均 . 根据 选 定 表 象 的 意义 , 松 
原 算 符 定义 为 

АМ (т.г) =ехр(тН,)А(г)ехр( -7 应 ). (80.4) 

Аи ЖЕ ФН у ИЕН Х. 因为 记 不 包括 长 波光 子 与 

任何 别 的 相互 作用 ,所 以 4 和 自由 光子 场 的 算 符 ( 松 原 的 ) 一致; 当然 ,对 于 粒子 
的 少 算 符 就 不 是 这 样 ,因为 所 中 包含 粒子 之 间 的 相互 作用 . 

根据 建立 图 技术 的 普遍 原则 ,我们 把 (80. 3) 中 的 指数 函数 按 Г, Е 

9. 此 时 在 展开 的 每 一 项 中 ,自由 场 算 符 4* 的 乘积 ,根据 维 克 定理 , 按 通 常 方 

式 以 成 对 收缩 的 形式 平均 ， 展 开 的 零 级 项 (不 包括 人 的) 给 出 SF, 一 一 未 计 及 

长 波 涨 落 的 自由 能 变化 . 接着 ,平均 4* 的 线性 项 ,其 结果 为 零 ， 在场 的 平方 项 


中 ,两 个 算 符 的 收缩 (4YA*) 给 出 多 多 一 自由 光子 格林 函数 ;这 项 可 以 用 下 图 
表述 : 





Ф 在 这 一 节 中 取 天 =1,e=1. 

@ 为 了 避免 记号 的 繁杂 ,我 们 在 此 表象 省 略 了 本 应 附加 给 算 符 的 指标 0. 

@ ”在 表达 式 8F 中 ,考察 分 子 的 展开 已 足够 ,与 通常 一 样 ,在 分 母 中 因子 (5)。 的 作用 ,归结 为 消除 
能 分 解 成 两 个 或 两 个 以 上 不 相连 部 分 的 图 . 
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от 2, (80.5) 
= 了 


(提出 的 数值 因子 1/21! 是 在 指数 函数 展开 时 出 现 的 ) 虚 线 白 圈 表征 9 АЖ, 
而 画 斜 线 的 圆圈 是 一 切 其 余 因 子 的 平均 结果 . 

我 们 不 想 写 出 最 后 这 个 量 的 显 形式 ;重要 的 恰好 正 是 82,[4m ,此 处 8 到 ,是 
当 系 统 哈 密 顿 量变 化 8 时 极 化 算 符 的 变化 . 

用 同样 方法 研究 多 函数 的 变化 , 便 容 易 确信 这 一 点 . 在 算 符 的 同一 表象 
中 ,此 函数 由 下 式 给 出 

Di Ti miTa ,Ts) = СА (т.м Ам (т; ,Ts )),, 
此 处 
с = Т,ехр Г” (- Ӯ 一 5“) ат 


在 “相互 作用 ”中 不 仅 包括 Vw 而 且 还 包括 5Й. 待 求 的 变化 59, НН 
88* 的 短 展 开 的 线性 项 给 出 : 
5.57, у т, | 5Нат · АМ (т... ) Ам (т,,ғ, ) exp |>" . Ам. ахат) ,. 
(80.6) 
ТЕ Р ОЕЕО К СЕЕ, УЧЕНИЮ 
是 不 相连 图 (将 缩 并 (4A*4”) 从 不 含 变量 г ,r, 的 其 他 因子 中 分 离 出 来 )， 一 级 项 
中 包含 奇数 个 4 算 符 , 因 而 在 平均 时 变 为 零 , 最 后 ,二 级 项 在 8 多 ,中 给 出 用 下 图 
描述 的 表达 式 
507% = ---Ф--- (80.7) 


其 圆圈 与 (80.5) 中 的 相同 (由 于 考虑 到 算 符 РН“ ВИТА 与 “外 


部 " 算 符 A# ЖДИ 有 两 种 缩 并 方式 ,此 时 172 因子 便 被 消去 ). 另 一 方面 , 按 极 化 
算 符 定义 ,在 所 讨论 的 近似 中 ,格林 函数 用 下 列 求 和 式 表 述 


2 ----- + ---О---- 


此 处 白 圆 圈 是 极 化 算 符 2, /4т. 因此 ,这 个 函数 的 变 分 便 给 出 带 有 用 82, /4т 
表示 的 画 斜 线 圆圈 的 图 (80.7). 
在 (80.3) 中 展开 的 后 续 各 项 , 乃 是 对 (80.5) 图 的 虚线 和 圆圈 的 各 级 修正 . 


. 316. 第 八 章 电磁 涨 落 





这 些 修正 将 虚线 变 成 精确 的 函数 9,. 如 前 所 述 ,对 8 级 的 长 波 修正 是 很 小 的 ， 
因此 马上 可 以 把 822, 理 解 成 精确 的 极 化 算 符 的 变 分 . 
这 个 结果 可 写成 解析 形式 ( 按 变量 т 进行 传 里 叶 展 开 之 后 )@ 


1. 


д8 406,970) 5 а, 


ВЕЕР, -二 2 了 | (sr sr) 
2,2. 


(80.8) 
根据 (79. 17) , 极 化 算 符 的 变化 用 电容 率 的 变化 (对 各 向 同性 介质 ) 来 表示 : 
(бт, г.) = 25,50, -7,) (111, ); 
此 处 的 8 函数 可 消除 (80. 8) 中 的 一 个 积分 . 考虑 到 2 с, ВЕ Ж, в 
(80. 8) 改 写 为 


БРВ У, [козел Фә, (80.9) 
$=0 


此 处 只 对 ; 的 正 值 取 和 , 求 和 号 上 的 一 撤 , 表 示 零 级 项 应 当 有 因子 1/2( 这 项 是 
有 限 的 ;因子 4 消除 Е С =0 时 的 发 散 性 ). 
为 了 书写 今后 的 公式 , 除 函 数 多 ,外 ,最 好 采用 类 似 于 (76. 3 一 76.4) 式 的 两 
个 函数 : 
(зт) = Db зг,г’), 
нер rT) =товтое „9, (4, уг,г’), 
则 8F 最 后 可 写 为 下 列 形式 


Т =, Е . 3 
БЕ ВР > 2106тг) ве (1) ё, (80.11) 


现在 我 们 利用 公式 (80. 11) 来 确定 作用 在 非 均 匀 介 质 内 的 力 .已 假定 介质 
是 各 向 同性 的 ;现在 再 认为 它 是 液体 . 于 是 , 它 在 每 一 点 的 状态 变化 (温度 一 定 
时 ) 只 能 与 密度 р 的 变化 有 关 . 

我 们 假设 ,介质 进行 等 温 的 微小 形变 ,其 位 移 矢 量 为 &(r). 与 此 对 应 的 自 
由 能 的 变化 是 


(80.10) 


8F = - [f+ иаа. (80. 12) 


此 处 了 是 作用 在 介质 上 体积 力 的 密度 . 另 一 方面 如 用 同一 个 位 移 矢量 来 表达 变 
分 8F。 和 8s, 即 可 由 (80.11) 式 确定 这 个 变化 БЕ. 设 P,(p,7) 是 在 给 定 p 和 了 





Ф 我 们 不 给 出 确定 (80.5) 型 图 (无 自由 端 线 图 ) 记号 的 一 般 规 则 .只 要 把 展开 式 (80.3) 及 (80.6) 
的 相应 项 写 出 显 形式 , 便 容易 建立 给 定 情况 下 的 一 般 规则 . 不 过 ,指出 下 列 事实 已 足够 了 . 在 (80.3) 的 此 
项 中 ,包含 一 对 4 算 符 的 一 个 收缩 ,而 在 (80.5) 中 是 两 对 ;因为 一 对 收缩 给 出 一 个 9, ,所 以 图 (80.5) 和 
(80.7) 具 有 相反 的 符号 ,于 是 使 (80. 8) 具 有 负 号 . 
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值 并 未 考虑 范 德 瓦尔 斯 修正 压强 的 情况 下 ,相应 的 体积 力 密 度 是 f= -УР,, 
因此 


ФЕ, = [ч ‚ УР, 434. 
其 次 ,密度 变化 通过 连续 性 方程 5p = -У: (pu) 与 位 移 矢 量 联系 起 来 . 因此 电 
容 率 的 变化 为 


se =22sp = – 26у (pu). 
др др 
将 此 代入 (80. 11), 按 物体 的 全 部 体积 进行 分 部 积分 ,然后 把 所 得 8F 的 表 式 与 
(80. 12) 比较 ,我 们 得 到 


Т наи Е дє 
f= - УР, да Ууру | 21065 р . (80.13) 


特别 是 ,这 个 公式 可 立即 确定 对 物体 化 学 势 的 修正 . 为 此 ,我们 写 出 力学 平 

衡 条 件 :f=0. 此 时 考虑 到 在 温度 恒定 下 ， 
dPu(p,T) = 很 duo(p,T) ， 
此 处 jo《p,7T) 是 物体 无 微 扰 时 的 化 学 势 (m 是 粒子 的 质量 ), 则 我 们 得 到 形 如 
р Ур =0 的 条 件 , 这 里 
и=ш(р,Т) + и (80. 14) 

另 一 方面 ,任何 非 均 匀 物 体 的 力学 平衡 条 件 ,是 化 学 势 在 体内 为 常数 ;因此 ,很 明 
显 ,公式 (80. 14) 就 确定 了 这 个 化 学 势 . 

如 所 周知 ,所谓 应 力 张 量 wx 可 以 最 完全 地 描述 介质 内 的 作用 力 . cx 与 矢量 
了 的 分 量 用 下 列 关系 式 联系 起 来 : 


дс jn 





f= 区 (80.15) 
为 了 把 公式 (80. 13) 变换 到 这 种 形式 ,首先 将 它 改 写 如 下 
ЭР, Е 
fm рв) Ки} - 


Т, д 
ад (и ,г) 


(为 简化 起 见 , 在 中 间 公式 内 不 写 宗 量 &.)， 前 两 项 已 具有 所 要 求 的 形式 .第 三 
项 写 为 

Е А 
将 函数 久 (7,7') 对 第 一 个 宗 量 和 第 二 个 宗 量 的 微 商 分 开 ,在 计算 最 后 ,使 = 
"我们 利用 下 列 方程 [ 见 (79.8) ] 进 行 计算 
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А, (г,г’) = -4т6,5(г-г’), 
А’, (г,г’) = —4т6,5(г-г’) , 
此 处 
= 好 5(r) 6 +то то, = 22(ғ)8, + 
结果 我 们 得 到 等 式 ( 当 r=r') 
9 Е 9 Е н д н 
Е 2 [27а +] аи 
应 力 张 量 最 终 有 下 列表 达 式 : 
т<, 1 . 
са = -Роби 72 2 | - 5да | se) 一 
у огуг) ча(Щ.,г) (зго) - 
ба (Езоп) +980) |. 
(80.16) 
然而 ,得 到 的 公式 还 不 具有 直接 的 物理 意义 .因为 ,函数 2 гэг 
= 二 一 zi 的 形式 趋 于 无 限 大 [借助 于 方程 (79. 8 ) 容易 相信 这 一 点 ]. 这 个 发 散 性 


是 大 波 矢量 (k ~1/1r -r'|) 贡 献 的 ,而 且 只 与 方程 (79. 8) 不 适用 于 ka 的 情况 
有 关 . 如 果 不 明显 地 引入 在 大 《处 的 截断 ,这 个 困难 可 以 避免 . 为 此 我 们 注意 到 ， 
短波 涨 落 与 我 们 感 兴趣 的 、 跟 介质 非 均 匀 性 相 联系 的 效应 无 关 . 此 涨 落 在 物体 的 
各 给 定点 对 热力 学 量 的 贡献 ,无 论 是 均匀 介质 或 是 在 该 点 仍 有 相同 e(r) 值 的 非 
均匀 介质 来 说 ,都 是 相同 的 . 为 了 赋予 公式 唯一 性 的 意义 , 即 实际 上 不 依赖 于 截 
断 性 质 , 因 此 在 公式 中 应 当 引 进 相应 的 减 除 ,就 是 说 格林 函数 99, (8,;r,r) 应 当 
理解 为 差 值 的 极限 


9 
——— — 6,A. 
дх,дх, д, 


9=( 1, ‚г) | 
pa | 


lim 90, (2, зт) - (6, зт") |, (80. 17) 


此 处 多 ,是 均匀 无 界 的 辅助 介质 的 格林 函数 , 它 与 真实 介质 在 该 点 r 有 相间 的 电 
容 率 ;这 个 极限 已 不 发 散 . 在 书写 公式 时 ， тоа 仍然 保持 以 
前 的 形式 ,但 公式 中 的 纹 : 已 经 理解 为 差 值 (80. 17). 此 时 ,Pu(p,7) 是 无 界 的 均 
匀 介 质 中 在 p 和 了 给 定时 的 压强 . 

无 论 在 公式 (80. 16) 还 是 在 确定 格林 函数 多 ,的 方程 (79.8 ) 中 ,介质 的 性 质 
都 只 以 电容 率 =( 这 ) 作为 虚 频 率 的 函数 而 出 现 . 我 们 联想 到 ,这 个 函数 在 实 频率 
时 与 电容 率 的 虚 部 ,以 下 述 简 单 关系 相 联系 : 


ez) =1+ 二 三 ела ао (80.18) 
т Јо о? +2 
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( 见 第 八 卷 $82). 因 此 可 以 说 ,在 材料 介质 中 ,确定 范 德 瓦尔 斯 力 的 唯一 宏观 特 
性 量 ,归根 到 底 乃 是 它 的 电容 率 的 虚 部 . 

公式 (80.16) 在 形式 上 ,精确 地 对 应 于 宏观 电动 力学 在 恒定 电磁 场 内 麦克 
斯 韦 应 力 张 量 的 著名 公式 ,此 时 和 矿 分 量 的 平方 组 合 ,用 相应 的 函数 - 多 x* 和 
- ЖК. 然而 ,这 种 类 比 并 无 太 深 刻 的 意义 : 它 绝 不 表示 交 变 电磁 场 也 有 
吸收 介质 中 应 力 张 量 那样 的 一 般 表 达 式 (其 中 作为 介质 的 特性 量 只 是 电容 率 ). 
在 这 种 情况 下 ,我 们 遇 到 的 不 是 任意 的 电磁 场 ,而 是 介质 中 处 于 热平衡 的 固有 涨 


$81 固体 间 相 互 作用 的 分 子 力 一般 公式 


我 们 应 用 上 一 节 得 到 一 般 公式 去 计算 固体 间 的 作用 力 . 这 里 唯一 应 该 满足 
的 条 件 , 是 两 固体 表面 接近 的 微小 距离 必须 大 于 固体 中 的 原子 距离 . 正 是 这 个 条 
件 ,允许 用 宏观 的 观点 把 被 研究 的 物体 看 做 连续 介质 ,它们 的 相互 作用 看 做 借 涨 
落 电 磁场 实现 的 . 此 时 重要 的 涨 落 是 其 波长 达到 问题 的 特征 线 度 一 “物体 间隙 
宽度 的 数量 级 0. | 

我 们 用 标号 1 和 2 表征 两 个 固体 的 量 ,而 标号 3 是 其 间 险 ! 半 下 2 
(图 17) 的 量 . 设 间 队 是 平面 平行 的 ;x 轴 垂 直 于 平面 (因此 物体 ЧА 
1 和 物体 2 的 平面 是 *=0 和 x =; 的 面 ,此 处 1 是 阶 宽 ). 作用 在 
单位 表面 积 ( 例如 物体 2) 上 的 力 严 ,可 以 当做 通过 这 表面 流 往 物 
体 的 动量 流 来 计算 . 动量 流 由 间隙 x =1 处 电磁 应 力 张 量 的 分 


图 17 
量 给 出 . 在 真空 中 =1, 表 式 с, (80.16) 599 
Е =а.. (1 = 
ат > ПАН + HELD) -TEL D) + 
+ BEL TD) + (Ls) - (1,11). (81.1) 
(本 节 用 字母 表示 求 和 下 标 ). 


由 于 问题 在 y 和 z 方 向 上 的 均匀 性 ,函数 2 (tiryr) 只 依赖 于 差 y -7 和 
2-2 [在 (80.1) 中 没 写 出 宗 量 y-y 和 z-z'] ;多 (8,,q;*x,%x') 是 按 这 些 变量 展 
开 的 传 里 叶 分 量 . 则 
Фа 


07 = | Зы. азия 


对 函数 多 (2,,q;*,x') ,方程 (79.8) 取 如 下 形式 (矢量 g 方向 沿 y 轴 ) 


(81.2) 





Ф 881, 582 的 结果 属于 Е. М. Лифшиц( 1954) 
@ 中 间 的 计算 取 声 = 1,c = 1 
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2 
(* на). = -4т16(х-х’), 
dx 
2 2 а , ， d 2 у 4 , 
(= – 9 а) ) +14 4 105,5) = -4т8(х-х’), 
wD, (аук) +ig ИЯ, (як) =0, 


ш (х,л’) +14 29, (х,а) = -4тӧ(х-х'), 


此 处 w= (sl +9)”, = =2(1,) ,而 x' 起 参数 作用 (分 量 0, = 0 =0, НЕП 
的 方程 是 齐 次 的 . ). 解 这 个 方程 组 归结 为 只 解 两 个 方程 ; 





(和 = -416(х-х’), (81.3) 
2 Ф. у _4тш? 
(* а) 906% ) = 21 (81.4) 
ЖЕ, 2,1 2, Н РУЙ Е 
9,0,7) = оло? 29,08,07) 
© (хк) = чо, (уа) -238(z- 2") (81.5) 


此 时 应 该 考虑 到 ,由 于 (79.5) ,多 ,(r,r') = 多 (mr ,因而 
9, (4;х,х’) = YD,,( -qx ,%). 
与 电磁 场 强度 切线 分 量 连续 性 相对 应 的 边界 条 件 ,归结 为 多 ,多 ,多 纪 ， 
多 4 的 连续 性 或 者 07,07, тої, 071, „го, 9, ВЕ ВИ Е ВЕЧЕ. 
利用 (81.5) 的 第 一 等 式 ,得 出 


в 4 
%., Ч. р» ЕРЕ (81.6) 


在 分 界面 上 必须 连续 . 

因为 考虑 到 只 在 间隙 区 域 计 算 应 力 张 量 . 所 以 立即 认为 0<x’ < 0 < < 
1 区 域 ,函数 多 ,和 9 НЕ =1,ш=ш, = (2 +g) 的 方程 (81.3 -81.4) 确 定 . 在 
区 域 1(x <0) 和 区 域 2(x >0) ,这 些 函 数 仍 然 满 足 将 e,zw Ве, ,mw 和 ea ,ws 的 
那 两 个 方程 ,此 时 方程 的 右 侧 均 为 零 (因为 在 此 x 关 妆 )， 

根据 (80. 17) ,所 需要 的 减 除 ,应 归结 为 从 间隙 区 域 中 的 所 有 函数 97, 0 
这 些 函数 在 є ==, = 1 之 值 . 从 而 ,特别 是 ,可 以 略 去 (81.5) 的 第 二 等 式 右边 的 
第 二 项 ,于 是 在 间隙 区 域 


2, = -—<— м 2 = - 2—07. (81.7) 
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在 解 方程 之 前 ,还 要 做 一 注 记 . 方程 (81. 3 一 81. 4) 的 一 般 解 的 形式 是 
Г (к-а) +Г (x+x'). 利用 方程 (81.3 一 81.4),(81.7) 和 函数 多 5 及 多 5 的 定 
义 , 可 以 证 明 : 与 x+x' 之 和 有 关 的 那 部 分 格林 函数 多 i 和 多 ,对 于 力 的 表达 式 
(81. 1) 没 有 任何 贡献 . 在 此 我 们 不 讲 这 个 问题 ,因为 这 个 结果 从 物理 考虑 中 早 
已 看 出 :如 在 形 为 广 (x+x') 的 解 中 取 %=x’, 在 间隙 内 我 们 就 会 得 到 与 坐标 有 
关 的 动量 流 一 一 这 与 动量 守恒 定律 相 了 矛盾 . 因此 ,今后 在 结果 中 我 们 只 引用 与 
x+%' 无 关 的 那 部 分 格林 函数 多; 的 表达 式 . | 

现在 我 们 来 求 函数 07. 它 满足 方程 ; 





2 
(дз), =0, x>l, (81.8) 


由 此 得 到 
DB = Ае"*, х<0, © = Ве“, хі. 


21 


- 2т „аси 
= Спе" tCe -Te "ll О «х1 
Ws 


在 最 后 表达 式 中 已 考虑 到 :由 于 (81.8) 第 三 方程 中 的 微 商 4d 多,/dx 在 x=x' 处 有 
等 于 4 的 跃 变 . М 多 .和 40, л 需要 连续 的 边界 条 件 来 确定 4,B,C,,C,(x' 的 
函数 ) ,之 后 我 们 得 到 

27 ия "| 


DB, = 29 совр, (х д’) ~ -一 e ‚ 0<х<1 
и.А ГА 


此 处 
zw (Wi +03) (0, +з) 
(wi — шю.) (ш, -и,)° 
减 去 多 ,在 w = ш, =и, (ЩЕ 1/Д =0) 的 值 . 最 后 我 们 有 
2 -oo W03 (х-х’). 


类 似 地 解 多 ,的 方程 ,我 们 得 到 ( 减 除 之 后 ) 


9 


А=1-е 





то 
» = cosh ws (x -х'), 
С.А, 


A ср с E13 + wi) (езш, +з) 
1 , 
(в ~ Ww) (еш, — w,) 


并 利用 (81.7) 得 
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4Tig . 7 
2 = 0. = тд зі"? из (хх ) ， 





419° , 
让 二 一 一 cosh ws (х –х'). 


з Юз 1 


现在 算出 函数 多 4 和 多 8, 根据 (81.2) ,将 他 们 变换 后 , 代 人 (81. 1) ,我 们 得 





到 
Е(1) = -元 > [ (二 + 六 jadg 


最 后 ,根据 4 =Z Ур -1 ,变换 到 新 的 积分 变量 p, 并 返回 通常 单位 ,我 们 得 到 作 
用 力 王 的 最 终 表达 式 , 即 作用 于 被 宽度 为 了 的 间隙 隔 开 的 两 物体 中 每 一 物体 的 
单位 面积 上 的 力 : 
СТ Зов о жр) (9. +р) 12p6 тт. 
0 = У | А Gp руе 24) 1] + 
(я +реу) (з -Pes) (2р6, т. 
с -pei) (s, | с ) 1 je 

ЖЖ 5 = уе -TI+P ,5 = We -1+р?, С, = 21пТ/ћ, є ,ss 是 虚数 频率 о = 1С, 
的 函数 ;联想 到 2014) 是正 的 实 值 , 它 从 Z =0 时 自己 的 静电 值 e。 单调 减少 到 
“=o 时 的 19. 玉 的 正 值 对 应 于 物体 的 吸引 力 . (81. 9) 的 每 一 求 和 项 的 被 积 式 都 
是 正 的 ,并 且 对 每 一 给 定 P ЖЕ, 的 值 ,都 随 ! 的 增长 而 单调 减少 @, 由 此 得 出 ， 
F >0,dF/di<0, 也 就 是 由 空隙 分 开 的 物体 ,以 随 距 离 增 加 而 单调 减少 的 力 吸 
引 着 . 

一 般 公式 (81.9) 是 很 复杂 的 . 然而 ,通常 由 于 温度 对 相互 作用 力 的 影响 完 
全 不 重要 ,故此 公式 可 以 大 大 简化 @. 问题 是 ,由 于 在 (81.9) 中 的 被 积 式 中 存在 
指数 函数 , 故 在 求 和 中 只 有 Z, ~ ec 或 ~ СВИТ 的 项 起 主要 作用 . 这 样 一 来 ,在 
ІТ/ећ <<1 的 情况 下 ,大 和 值 才 是 重要 的 ,因此 在 (81.9) 中 ,可 以 从 求 和 过 渡 到 
按 dn = #4/2тТ 的 积分 . 此 时 ,温度 从 公式 中 消失 ,从 而 我 们 得 到 如 下 结果 : 








(81.9) 





Ф 推导 公式 (81.9) 时 ,假设 两 个 物体 是 各 向 同性 的 . 因此 , 它 对 晶体 的 应 用 与 可 以 忽略 电容 率 的 各 

向 异性 有 关 . 虽然 在 大 多 数 情况 下 这 是 完全 允许 的 ,但 应 注意 到 ,一 般 来 说 ,物体 的 各 向 异性 ,还 导致 特殊 
效应 一 一 出 现 使 物体 趋 于 相互 转动 的 力矩 . 

加 只 要 指出 ,对 于 *=(e -1+ 己 ) (此 处 pz1), 当 e>1l 时 ,有 不 等 式 ep >s >p, 就 容易 相信 这 一 

к. 

Э ”在 讲 到 温度 影响 时 ,我 们 不 考虑 电容 率 本 身 与 温度 有 关 的 方面 . 
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Се, + ре) (в, +рез) (296) _1] Дара 7 (81.10 
* ($, -Ра; ) (8, ре)“ ?| с | | | 6 


据 上 所 述 , 此 公式 适用 于 /<< ch/T 的 距离 ;在 室温 下 此 式 给 出 的 距离 甚至 达到 
~ 10 “ст. 公式 (81.10) 在 两 种 极限 情况 下 还 可 进一步 大 大 简化 . 
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首先 我 们 讲述 “小 ”距离 的 极限 情况 ,这 个 “小 ”距离 ,意味 着 它 比 给 定 物体 
的 吸收 谱 的 特征 波长 A。 小 . 至 于 讲 到 凝聚 体 的 温度 ,在 任何 情况 下 它 都 小 于 在 
此 起 作用 的 ло, (例如 ,在 可 见 谱 段 ) ,因此 关于 a 的 不 等 式 显然 是 满足 的 . 

由 于 被 积 式 的 分 母 有 指数 函数 因子 ,在 按 dp 积分 时 重要 的 是 Pie ~1 的 区 
域 . 此 时 ,p >> 1, 所 以 在 确定 积分 的 主要 项 时 可 设 % ~s, =р. 在 此 近似 下 ， 
(81. 10) 花 括号 中 的 第 一 项 变 为 零 . 第 二 项 在 引入 х = 2р1/с 的 积分 变量 后 给 出 

(а, +1) (в, +1 т! 
е0) = || атсаз аха (82.1) 
(在 此 近似 下 ах 积分 的 下 限 用 零 来 代替 ) Ф. 

在 此 情况 下 力 与 距离 的 三 次 方 成 反比 ,不 过 ,我 们 期 望 ,这 对 应 于 两 个 原子 
间 范 德 瓦 耳 斯 力 通常 的 规律 ( 见 324 页 的 底 注 ). 函数 e( 这 ) -1 随 的 增加 而 单 
调 减 少 并 趋 于 零 . 因此 ,从 某 个 < ~ 开始 ,t 值 在 积分 中 就 不 再 提供 主要 的 贡 
献 :1 小 的 条 件 表明 必须 有 1 << с/о. 

我 们 证 明 :如何 能 由 宏观 公式 (82. 1) 过 渡 到 真空 中 的 个 别 原子 之 间 的 相互 
作用 . 为 此 ,我 们 形式 地 假设 两 个 物体 都 足够 稀薄 . 从 宏观 的 观点 来 看 ,这 意味 着 
它们 的 电容 率 接近 于 1 ,也 就 是 差 el -1 和 ee -1 都 小 . 则 从 (82. 1) 得 出 所 需 精 
度 的 公子 





ћ =", 
F = 一 一 = 
23 | ], хе (е, -1) (е, -1) 4х4 


ћ “ А . 
р | [21 - 11, (4) - 1148. 
在 实 轴 ww 上 将 e( 这 ) 通 过 пог (о) 表达 出 来 ,根据 (80. 18 ) 得 





Ф 当 a 由 % 变 到 1 时 ,下 述 积分 





a 1” жах 
>], ае – 1 
的 变化 不 大 :由 1 到 1.2. 因此 实际 上 可 以 足够 精确 地 将 公式 (82. 1) 写 为 下 列 形式 
hwo = ре [а (4) -1][ez( 这 ) -1] 


Па Ло Га (+1 [= (+, 
量 w 对 于 两 个 物体 的 吸收 谱 来 说 起 着 某 种 特征 频率 的 作用 . 
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ћ вв) 


= 964, о, = 
8тР Ч (о +02) (02 +) 人 





А А те, (о, )Ime (о,) 
“бт | 
这 个 力 相 当 于 原子 以 如 下 的 能 量 相 互 作用 着 ， 
ЗЕ Ime, (о, ) 1те, (о,) 
以 = | 


0, +0, 
此 处 > 是 原子 间 的 距离 ;mn ‚п, 是 两 个 物体 的 原子 数 密度 中 . 这 个 公式 与 普通 微 
扰 论 应 用 于 双 原 子 偶 极 相互 作用 而 得 出 的 著名 的 量子 力学 伦敦 公式 一 致 ( 见 第 
= $ $ 89 ,习题 ) .在 对 比 中 应 考虑 到 e(o) 的 虚 部 与 “振子 力 ” 的 谱 密度 f(w) 有 
如 下 的 关系 


бо, dw,. (82.2) 


и, +0, 





Чо, Ч». (82.3) 


те nf(w ) 
(е,т 是 电子 的 电荷 和 质量 ; 见 第 八 卷 62 振子 力 用 已 知 的 方法 通过 原子 偶 
极 和 矩 的 矩阵 元 的 平方 来 表述 [ 见 第 三 卷 (149. 10) ] . 

我 们 来 研究 相反 的 “大 ”距离 情况 :1 >> A. 然而 ,此 时 我 们 认为 距离 仍然 不 
致 大 到 打破 不 等 式 1T/ic <<1 的 程度 . 

在 公式 (81. 10) 中 重新 引入 新 的 积分 变量 x =2plt/e, 但 作为 第 二 个 变量 的 
Мх С, р. Д =, 和 =, ЖЗ 10 =ixc/2pl 的 函数 . 但 由 于 在 被 积 式 的 分 母 中 
ЖЕЛЕ ©” ,在 按 dx 的 积分 中 ,有 意义 的 是 x ~1 的 各 值 ,因为 p=1, 则 在 大 值 1! 情况 
下 ,函数 е 的 宗 量 在 变量 的 一 切 重要 区 域 都 接近 于 零 . 与 此 相应 ,我 们 可 以 简单 
地 将 se, ,ss ПЪТ С =0 的 值 ,也 就 是 用 静电 电容 率 se1, ,ew 来 代替 . 这 样 一 来 ， 
最 后 





wlIme(w) = 


(sio ) (sz0 ) т! 
взт], |, гетер 1] + 
роз еа т] рана юа) 


зо = WE о-1+р°, 50 = 4/62 о-Т+р°. 
力 随 距离 (如 1 ) 增 加 而 减少 的 规律 ,在 此 情况 下 对 应 于 两 原子 间 范 德 瓦 耳 斯 
力 因 计 及 推迟 而 减少 的 规律 ( 见 下 面 ). 




















Ф 如果 原子 1 和 原子 2 的 相互 作用 势能 是 U(r) = - ar-5 ,那么 被 宽 为 1 的 空 队 所 分 开 的 两 个 半空 
dU п. 
间 中 ,所 有 原子 的 成 对 相互 作用 总 能 量 等 于 0, = -em ра P= 一 2 这 就 是 公式 (82. 2) 


和 (82, 3 ) 的 对 应 关系 ， 
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当 两 物体 是 金属 时 ,公式 (82.4) 归 之 为 十 分 简单 的 表达 式 . 对 于 金属 , Ч 
{—0 时 ,函数 =( 这 ) 一 o ;因此 ,对 于 金属 应 认为 ео = о. Ж, = ew = % ,我 们 
得 到 


F 





ћс ”和 f” азарах ле? йс 
7 16т? | р (82.5) 


г р2(е* -1) 240 


(Н. В.С. Савітіг, 1948). 这 个 力 根 本 与 金属 的 种 类 无 关 [ 这 性 质 在 小 距离 处 不 
出 现 , 此 处 相互 作用 力 不 仅 在 5 =0, 而 且 在 所 有 “上 值 的 情况 下 都 依赖 于 函数 
2(14) 17%]. 
图 18 是 函数 ф. (е) 的 图 ,此 函数 确定 两 个 相同 电介质 (ee = ex = so) 之 间 
的 引力 . 公式 (82.4) 的 形式 如 下 
т 
8. +1 


240 ) bul so) (82.6) 





0 0.2 04 06 0.8 1, 
图 18 


在 这 个 图 上 还 给 出 函数 gu 的 图 . 此 函数 根据 下 列 公式 上 确定 电介质 和 人 金属 
(sio = 60,630 = 9 ) 之 间 的 引力 . 
7 hceo -1 
= здоро, +199080)" (82.7) 
类 似 于 以 前 (82. 1) 所 做 的 ,我 们 在 (84.4) 中 ,过 渡 到 个 别 原 子 间 的 相互 作 
用 .在 =, -1 很 小 的 情况 下 ,我们 有 





Ф 当 eo 一 1 时 ,函数 和 由 m 值 分 别 趋 近 于 0.35 和 0.46. 这 与 极限 规律 (82.8) 以 及 本 节 习 题 (1) 
式 相对 应 . 当 so 一 % $ ,两 个 函数 趋 近 于 与 公式 (82. 5) 相应 的 数值 1. 
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є, 一 


2p ” 





- 1 
50 -peo~ (eo -1)| -p +] 


55 一 玉生 


积分 (82.4) 取 下 列 形式 


_ ћс _ _ бо, И 1 -2p’ + 2р! 
= р" 1) (22 о] хе а || в о Чр, 
由 此 得 
hc 23 
-2 2 _ _ -1). 82.8 
四 640-210 1) (ew 1) ( ) 
这 个 力 相 当 于 两 个 原子 以 能 量 
U(rm) = -Rg = (82.9) 
4Tr 


相互 作用 ,此 处 о, ,a, 是 原子 静 极 化 系数 (ee =1+4mna). 公式 (82.9) 和 量子 电 
动力 学 在 足够 大 的 距离 上 (此 时 推迟 效应 已 其 为 重要 ) ,对 两 个 原子 间 引 力 的 计 
算 结 果 相 一 致 ( 见 第 四 卷 § 85). 

最 后 ,我 们 研究 使 不 等 式 ИИ с >>1 成 立 的 大 距离 ,这 与 可 能 忽视 温度 影响 
的 要 求 相 反 . 在 此 情况 下 (81.9) 的 所 有 求 和 项 中 只 需 保留 第 一 项 . 然而 ,其 中 不 
可 一 开始 就 取 n=0, 因 为 这 要 产生 不 确定 性 : (因子 3 变 为 零 , 但 对 dp 积分 是 
发 散 的 ). 如 果 开 头 就 用 新 的 积分 变量 * = 2р ,le 来 代替 p, 这 个 困难 就 可 避免 
(从 而 因子 2 消失 ). ЖАЮ С, =0, 我 们 得 到 
Т ” 2р (5, +1) (6+1) , 有 
= | x Ce -1 dx (82. 10) 
这 样 一 来 ,在 足够 大 的 距离 上 ,引力 减 小 得 慢 了 ,又 重新 出 现 规 律 1 . 但 系数 与 
温度 有 关 [(81.9) 求 和 中 的 一 切 后 续 项 都 随 ! 增 大 而 作 指 数 衰减 ]. 条 件 Tv 让 
>>1 本 质 上 是 经 典 性 的 条 件 (jo << 7 了, 此 处 w ~ сл). 因此 ,自然 地 , (82. 10) 中 
不 包含 ВФ. 








习 题 
试 求 原子 与 金属 壁 在 “大 ”距离 上 的 相互 作用 规律 . 
解 :单个 原子 与 凝聚 体 的 相互 作用 ,只 要 将 其 中 一 个 物体 ( 设 为 物体 2) 看 做 
是 稀薄 的 介质 就 可 得 到 . 如 认为 =, -1 很 小 ,并 取 ev = o ,从 (82.4) 得 到 
_ je(Cex —1) 3 “ ар _Зће( 22 –1) 
| хе dx || 2р 


= ， (1 
322° 2 322 (1) 





Ф §81,$ 82 得 到 的 公式 ,能 够 推广 到 固体 间隙 内 充 以 液体 的 情况 ,以 及 在 固体 表面 上 有 注 液 膜 的 
НЯ: № И.Е. Дзялошинский, Е. М. Лифшиц ‚Л. П. Питаевский ‚ УФН ‚78 ‚381 , 1961 ( Soviet physics Uspe- 
khi 4. 153, ，1961 ;Advances in Phys. , У. 10 ,P.165 ,1961. ) 
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如 果 原 子 与 壁 之 间 的 相互 作用 能 U= -aL“(L 是 原子 和 壁 之 间 的 距离 ), 则 在 
人 靠 壁 空隙 1 的 半空 间 内 ,原子 之 间 的 相互 作用 能 为 Us = - ап/3?, 92 Е = 
40: /dl = ап/Г ,因此 ,得 到 的 下 值 对 应 于 单个 原子 与 壁 以 如 下 能 量 相互 吸引 : 
U(L) = - За, Вс/8 т (2) 

(н. В. С. Casimir, О. Polder, 1948). 

同 理 ,对 于 原子 和 介 电 壁 的 相互 作用 ,可 得 下 列 结果 
3 fica, 20 
8 е овы фаба) 
其 函数 由 如 图 18. № е1 时 ,此 函数 趋 近 于 与 公式 (82.8) НХ МА 23/30 = 
0. 77. 


$83 液体 中 关联 函数 的 渐 近 行为 


长 波 电磁 涨 落 也 使 均匀 液体 密度 涨 落 的 关联 函数 具有 某 些 特殊 性 质 . 

我 们 记得 ( 见 第 五 卷 8$ 116) ,关联 函数 v(7) 定 义 于 :在 空间 两 点 粒子 数 密度 
п 的 涨 落 乘积 的 平均 值 为 

《58m(mm)8nz(r))》 =18(г) +пю(г), 
r=r, Р. (83.1) 

关联 函数 与 粒子 间 的 相互 作用 有 关 ,该 函数 在 大 上 距离 上 的 渐 近 行为 ,由 这 个 作用 
的 远程 范 德 瓦尔 斯 部 分 所 决定 . 因此 v(r) 和 范 德 瓦 尔 斯 力 一 样 , 随 距 离 增加 而 
按 寡 的 规律 减 小 (J. Enderby, Т. Савке], М. Н. Маге ‚1965). 

当然 这 也 反映 在 关联 函数 傅 里 叶 分 量 v(k) = (Б) 的 性 质 上 . 如 果 液 体 粒 
子 则 的 相互 作用 只 是 作用 半径 数量 级 为 原子 线 度 a 的 力 , 那 么 函数 x(r) 将 随 距 
离 按 指数 为 re 的 指数 函数 规律 减少 @. 在 傅 里 叶 分 量 的 术语 中 ,这 意味 着 ， 
и(Е) 5 ka 的 正则 函数 , 它 在 ка <<1 的 情况 下 是 按 ka 的 偶 次 寡 展 开 的 . 远程 力 
在 k~1/Ao( 而 不 是 和 ~1/4) 的 区 域内 ,在 v(k) 中 已 经 有 明显 变化 的 项 [以 
vi() 表 示 ] 出现 ,此 处 Л, 是 液体 谱 中 的 特征 波长 (A。>> a). 在 ва <<1 的 区 域 
内 ,参数 ЕА, 可 小 可 大 ;函数 v,(k) 在 这 区 域内 具有 奇异 性 质 . 

为 了 计算 关联 函数 ,我 们 利用 此 函数 与 物体 自由 能 对 其 密度 的 二 阶 变 分 微 
商 的 关系 . 按 定义 ,这 个 微 商 是 自由 能 的 变化 与 密度 涨 落 ( 当 温 度 给 定时 ) 的 关 
系 式 中 的 ф: 


U(L)= - 








Ф 这 里 所 讲 的 情况 是 液体 处 在 温度 了 ~ ® (®- hu/a 是 液体 的 “ 德 拜 温度 ”) 并 且 远离 临界 点 . 在 
临界 点 附近 ,关联 半径 是 无 限 增长 的 ( 见 第 五 卷 152, 8153). ЕТ << @@ 的 低温 下 ,关联 半径 也 能 增长 到 
hu/T 的 数量 级 ( 见 下 面 的 587). 
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5F = ГС, - т, 1) ваб, ) пб, ) а, 93%. (83.2) 
这 个 函数 的 健 里 叶 分 量 p(k) = (л) 与 待 求 函数 (ИЖ 
Т 
(к) = (83.3) 


[ 见 第 五 卷 (116. 14)]. 我 们 强调 指出 ,这 个 公式 假设 涨 落 是 经 典 的 , 它 要 求 
ћо << Т. 此 处 о 是 波 矢 为 上 的 振动 频率 . Ко ~ ku( 此 处 & 是 液体 中 的 声速 ) ,我 
们 得 到 条 件 
hku << Т, (83.4) 
这 与 距离 r >> ВТ 相对 应 . 
与 短程 作用 力 有 关 的 函数 g(%) 的 “正则 ”部 分 ,是 按 上 的 徊 展开 的 第 一 项 
( 当 ka <<1) 并 用 4b 来 表示 它 , 可 写 出 
p(k) =Ь+ф, (А), (83.5) 
此 处 pg,(%k) 是 我 们 感 兴趣 的 函数 (к) а РО. 由 于 范 德 瓦 尔 斯 力 比 较 
ЯЯ ,ф, (К) <<b, 因 此 ,将 (83.5) 代 入 (83.3) ,结果 可 表 为 如 下 形式 


(В) = 地 -1 -p91(h). (83. 6) 
因为 v( 上 有) 跟 Ф, (1 是 线性 关系 ,所 以 函数 v(r) 在 大 距离 上 就 是 
(7) = -iD (83.7) 


(83. 6) "А — АСУ в) ХНУ РНЕ Л (АЖ), в 
如 сопзі • 8(r) 的 坐标 函数 . 
我 们 从 自由 能 变 分 的 公式 (80. 11) 出 发 ,来 确定 Ф, (г). 在 公式 中 写 出 


00) 


де, к) = 一 一 一 Sn(r). (83.8) 


我 们 看 出 ,表达 式 
Тв г. 06) 
| 4т с? > 22,04,37, г) 一 -一 一 
力 是 自由 能 对 密度 的 一 阶 变 分 微 商 . я низ, 应 当 变 分 这 个 公式 , 亦 
即 求 @ 
0) 


-和 ЭЎ CBD LITT) (83.9) 





Ф жжош 0 92) 来 表示 ( 见 第 五 卷 $152 ) ， 


@@ 只 有 对 函数 2167. 变 分 函数 s 在 g(r) 中 将 出 现 与 远程 作用 力 无 关 的 , 形 如 const * 8(7) 的 项 . 
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多 函 数 本 身 满足 方程 (79. 8): 


2 
-BA оова, (фики) = атаан), 
с 





9х,9х, 
(83.10) 
而 它 的 变 分 给 出 多 函数 的 变 分 方程 : 





2 2 2 
[2 - выде.) |а, (кот) = бек) Dl bsrr). 
OX; OX, C C 


(83.11) 
ДЕ (83.10), ЕЕЕ Я ЖЖ 9, Е Е К ра 
数 , 方 程 (83. 11) 的 解 便 可 立即 写 出 ;因此 ， 


2 
Бит) = вед) (фито) фи ) dw 


[在 此 也 用 了 9, (г,т) = 89, (т,г) ]. 最 后 ,将 (83.8) 代 入 此 式 , 然 后 与 (83.9) 
一 起 ,我 们 得 到 二 阶 р 
91(7) = дет ;5 2027 97 (тот, (83.12) 
(пам, -1). 当 7>>j/T 时 这 个 公式 连同 (83.7) 给 出 待 求 的 关联 函数 pv(7) 
的 普遍 表达 式 (M. П. Кемоклидзе,Л. М. Питаевский ,1970). 
前 面 所 取 波 矢量 的 条 件 (83.4) 等 价 于 距离 的 条 件 r >> и Т. 与 这 个 条 件 同 
时 如 果 再 限定 7 值 的 上 限 : 
he/T >>r >> fiu/T, (83. 13) 
那么 ,在 求 和 中 大 * 值 将 是 重要 的 ,因此 对 离散 “频率 ”Z, =2m7Ts/ 扩 求 和 ,可 用 对 
ds = 有 hidt/2m7 的 积分 代替 : 


| (г) = я |, [去 1 22| “92 (5; г, а de (83. 14) 


在 (77,6) 做 w 一 这 的 代 换 ,就 得 到 函数 9. ОН 我 们 得 到 
2 1+ +5 6 + 
Т и ш w 10 

w=rt We( 这 ) /ec. (83. 15) 
将 (83.15) 代 入 (83. 14) ,得 出 相当 复杂 的 表达 式 , 然而 在 两 种 极限 下 它 可 以 
简化 . 

在 “小 "距离 的 情况 (r СА. 对 比 § 81) ,在 积分 中 4 ~c/A。 的 区 域 是 主要 

的 ;此 时 ,m/c <<1, 因 此 在 (83. 15) 中 可 以 用 1 代替 指数 函数 因子 ,而 在 括号 中 
仅 保 留 最 后 一 项 , 则 得 

ЗАТ 


А (14) 
ре) = 4, Ай | [2 а У, r<<Ao. (83.16) 
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这 个 函数 的 传 里 时 变换 式 @ 为 
(К) -TA kAo >> 1. (83. 17) 

在 相反 的 “大 "距离 情况 (r >> Ло). 积分 中 сл << е/А ~ ou 的 区 域 是 主 

要 的 . 因此 ,可 以 用 静电 值 eo КАР e( 认 ) 并 且 可 以 将 | 世 аео) ува. мм) 的 积分 号 


下 提出 来 . 此 后 积分 就 简单 了 [此 时 (83. 15) 的 一 切 项 都 给 出 同一 数量 级 的 贡 
献 ]. 结果 得 到 


В 23&Т [4д5\ 
v(r) = = 7, Bare я), r >> Л.. (83.18) 
这 个 函数 的 傅 里 叶 变换 式 为 
v(k) = 一 30BklnkAho， ЕА, << 1. (83. 19) 


$84 电容 率 的 算 符 表达 式 


本 节 我 们 用 电荷 密度 算 符 的 对 易 子 得 出 介质 电容 率 的 有 用 表达 式 (P，No- 
гіегев, Ю. Ріпез, 1958). 这 个 公式 与 考虑 到 电磁 场 特性 的 久保 公式 相似 . | 

我 们 所 研究 的 均匀 介质 ,其 电容 率 不 仅 有 时 间 色 散 而 且 有 空间 色散 . 这 就 意 
味 着 感应 强度 D(t,r) 不 仅 与 以 前 各 时 刻 的 而且 与 空间 其 他 点 的 场 强 EB (г) 
的 数值 有 关 . 这 样 的 依赖 关系 可 以 表 为 一 般 形式 : 


р, (1,7) = 已 (tr) + ЈАс), 0-ти) ат. (84.1) 
ЯР Е, Р x exp[i(k + г -wit)] 的 单 色 场 ,这 种 关系 归结 为 
Р, = ei (wk)E,, (84.2) 
此 处 
ex(wk) =8, + Гат) ее ат (84.3) 


我 们 所 研究 的 介质 不 仅 是 均匀 的 、 各 向 同性 的 而 且 不 具有 天 然 光学 活性 . 其 
电容 率 成 为 仅 由 波 矢量 大 组 成 的 张 量 . 这 种 张 量 的 一 般 形式 为 





Ф 在 大 空间 的 球 坐 标 内 ,直接 积分 可 得 
1= Mim, ей. Ар» _ _ Г +2) мп ть/2) 


т 212 г’ +3 





а 
为 核对 公式 (83. 17 ) 所 需 的 积分 是 1. 而 为 核对 公式 (83. 19) 所 需 积分 的 计算 则 是 > =4 В, 
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БА 
ву = [5 _ =. (84.4) 


标量 函数 =, 和 2, 分 别称 为 纵向 电容 率 和 横向 电容 率 . 如 果 场 E 是 有 势 的 ,E = 
-vp, 则 对 于 平面 波 ,E 平行 于 波 矢 (= -Цф), НПР ==. 如 果 场 是 有 旋 
(У - Е =. Е-0), ШЕЖЕ ТХ, АР = е,Е. 

我 们 注意 到 (比较 第 八 卷 103), КУЧИ 质 的 性 质 时 ,把 微观 电流 密度 
的 平均 值 pg (р 是 电荷 密度 ) 分 成 两 部 分 :2 сум © 经 失去 意义 . 此 处 是 


电极 化 强度 ,而 М 是 介质 的 磁化 强度 . ажи, 麦克 斯 韦 方 程 可 写成 如 下 形式 











(在 磁感应 强度 8 一 一 微观 磁场 强度 的 平均 值 之 外 ) 不 必 青 引入 矢量 Н. 微观 电 
流 平均 结果 所 出 现 的 各 项 ,都 假定 包括 在 定义 D=E+4nP,pv = 2 之 中 


在 应 用 中 ,更 感 兴趣 的 是 纵向 电容 率 . 我 们 通过 考察 系统 对 (由 系统 外 源 产 
ЖЮ) ВЕ, = -Уф, 的 响应 ,来 引 和 人 纵向 电容 率 的 算 符 表达 式 . 
系统 与 此 场 的 相互 作用 算 符 可 写 为 
ў = [Bisr) pn (tr) dx. (84.5) 
此 处 p(t,r) 是 系统 中 的 电荷 密度 算 符 . 将 此 公式 与 一 般 公式 (75.8) 相 对 照 ,并 将 


фу 看 做 “广义 力 ”f 根据 (75.9 一 75. 11) ,我 们 立即 得 到 平均 电荷 密度 按时 间 的 
ла. 


р. (г) = | ее (ВСе,г) 600,7) 000,7") б, г) Ф (’) 8? 


在 此 ,也 过 渡 到 按 空间 的 伟 里 叶 分 量 并 考虑 到 系统 的 均匀 性 ,因而 对 易 子 的 平均 
值 仅 依赖 于 差 7 -x' ,我们 得 到 


Рик =a( wk) gh, (84.6) 
此 处 
a(w,k) = -二 [е ok О (,ғ) 500,0) –00,0)6(:,ғ) ) хай. 
(84.7) 


电荷 的 平均 密度 与 介质 极 化 矢量 的 关系 为 = - У -Р(ЖЖЛЖ $6). Ж 
全 里 叶 分 量 由 此 得 出 


—1 
Ба = і Р. = -i КЕ. 


另 一 方面 ,Ap = -4 тр» ,此 处 py 是 产生 外 场 的 电荷 密度 . 感应 强度 D 与 此 电 
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荷 密度 以 方程 VY р = -4тр, 相 联系 . 从 这 两 个 方程 得 出 





р д2 
最 后 ,将 此 表达 式 代 人 (84.6) ,我 们 得 到 待 求 的 纵向 电容 率 的 表达 式 
1 _ 4т 
(о) +969): (84.8) 


РЖ , (84.7) р (г, г) ЛЕ УЖИН АО — в АЖ 
度 算 符 . 然而 ,通常 在 w 和 天 值 的 一 切 重要 区 间 , 对 电容 率 的 贡献 主要 来 自 电 
子 ; 因 此 6 可 理解 为 e( 训 -元 ) ,此 处 刘 是 电子 的 密度 算 符 ,而 元 是 它 的 平均 值 . 

公式 (84. 7 一 84.8) 还 可 以 进一步 变换 ,将 其 通过 算 符 6 的 傅 里 叶 分 量 的 拖 
阵 元 来 表示 . 为 此 ,预先 将 (84.7) 改 写 为 下 列 形式 


1 


a(w,k) = -元 人 е“ (BB (0) -BOB(t) dt, (84.9) 


(7 是 系统 的 体积 ). 海 森 伯 算 符 5 (1) 的 和 矩阵 元 可 通过 桩 定 油 算 符 和 矩阵 元 用 
(pi(t)) ms =е®"* (р,) „ 

来 表述 . 按 和 矩阵 乘积 规则 将 算 符 之 积 展开 后 再 根据 (31. 21) 进行 积分 ,最 后 我 们 

得 到 

в =1+ ты 之 lo) ol {G 55 +10 о ть 55} (84.10) 

此 处 下 标 0 表示 所 求 电 容 率 的 有 关 状 态 . 
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我 们 研究 完全 电离 的 等 离子 体 . 它 的 离子 构成 经 典 玻 耳 兹 曼 气 体 ,而 电子 成 
分 是 已 经 简 并 的 . 为 此 ,温度 应 当 满 足 如 下 条 件 
Hi <Тэи.. 
亦 即 й п? /т, << Те п? /т,. (85.1) 
(и. оша 是 等 离子 体 中 电子 和 离子 的 化 学 势 ;m, ,m, 是 它们 的 质量 ;n 是 粒子 数 密 
度 ;在 估算 中 对 п, 入 不 加 区 别 ). 此 时 ,还 认为 等 离子 体 是 弱 非 理想 的 . 为 此 ， 
两 个 粒子 在 1~n- 了 的 距离 上 的 库仑 相互 作用 能 ,应 小 于 它们 的 平均 动能 ,对 离 
子 e ~7, 而 对 电子 ~j. п т. 由 此 得 到 条 件 
me ИЕ << п << Т/е?. (85.2) 
在 第 五 卷 $ 80 中 已 经 证 明 ,在 这 些 条 件 下 等 离子 体 热 力学 量 修正 (对 比 理 
想 气体 的 这 些 量 值 ) 的 根源 乃 是 电子 的 交换 作用 ;这 个 相互 作用 能 (对 等 离子 体 
单位 体积 而 言 ) 是 ~ em. 简 并 等 离子 体 中 关联 修正 (经 典 等 离子 体 的 主要 修 
Е) РЕ, КН з", ША т = теп <<1. 但 是 ,对 于 简 并 等 离 
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子 体 , 它 的 计算 具有 方法 论 的 意义 并 且 给 出 应 用 图 技术 的 有 益 例证 . 
НИНЕ 写成 


У |: аси Я poe ахах ', (85.3) 


此 处 下 标 c,8 оветиня ити ;ze 是 粒子 的 电荷 (对 
于 电子 s。 = -1). 取 松原 绘 景 中 的 小 算 符 ,我 们 就 得 出 该 绘 景 的 相互 作用 算 符 . 


然后 ,建立 计算 平均 值 ( 从 ( 按 吉 布 斯 分 布 ) 的 图 技术 , 便 用 普通 的 方法 过 渡 到 松 
原 算 符 的 相互 作用 绘 景 . 最 后 得 出 的 微 扰 论 级 数 用 是 (分 按 е2 Е ЭТСЕ. 

表达 式 (85. 3) 不 包括 “自由 ”变量 ( 按 此 变量 不 能 进行 积分 ). 这 种 情况 在 图 
技术 中 表明 , 微 扰 论 级 数 (V) 的 各 项 用 没有 自由 端 线 的 图 来 表征 , 约定 这 些 图 的 
虚线 [4 维 动量 为 8 = (2,4) ] 对 应 于 因子 @ 


-ф(4) = -本 (85.4) 


(不 依赖 于 5,). 亦 即 取 单 位 电荷 场 势 p(r) ВО ЕВ ВНЕ. 现在 还 必须 用 粒 
子 种 类 的 下 标 a 来 标记 实 线 [与 4 维 动量 P=(¢,,p) 共 同 标记 ]. 每 条 实 线 对 应 
于 因子 一 多 ;ws (P) 一 一 自由 粒子 a 的 反 号 格林 函数 . 此 时 ,图 的 实 线 组 成 封闭 的 
圈 ,每 个 圈 图 包含 的 部 件 都 标 以 相同 的 记号 (例如 a). 图 的 每 个 顶点 (一 条 虚线 
和 两 条 a 类 实 线 的 交点 ) 与 一 个 补充 因子 ze 相对 应 . 每 个 费 米 圈 带 一 个 补充 因 
子 ( -1). 按 此 规则 建立 的 图 能 给 出 量 


2 ，、 
-二 (7? (85.5) 


的 展开 各 项 . 分 母 中 的 因子 V 是 系统 的 体积 ;出 现 这 个 因子 是 因为 级 数 每 一 
的 积分 式 只 与 坐标 之 差 有 关 . 因此 ,一 个 对 dx 的 积分 便 给 出 体积 V. (85. 5) 的 
负 号 是 按 规则 (85. 4) 定义 虚线 , 即 由 于 p(&) 前 是 负 号 的 结果 . 因子 2 是 将 
(85.3) 的 因子 1/2 返 到 等 式 左 侧 的 结果 

在 一 级 微 扰 论 中 有 两 种 类 型 的 图 它们 带 有 一 切 可 能 的 ec 和: 


(1). (85.6) 
„О | 


(а) (Ы) 








Ф 本 节 后 半 部 了 到 站 =1,ce=1, 而 。 代 表 基本 电荷 (e >0). 
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(85.6(a) ) 型 的 图 ,是 由 于 在 空间 一 些 相 同 点 小 算 符 收 缩 的 结果 . 这 样 的 图 对 应 
于 空间 均匀 分 布 的 粒子 a。 ть 的 直接 库仑 相互 作用 :这 些 图 的 贡献 由 于 等 离子 
体 的 电 中 性 而 相互 抵消 ( 按 全 部 a,b 粒子 成 对 求 和 ). (85.6(b) ) 型 的 图 ,是 由 于 
不 同宗 量 少 算 符 的 收缩 结果 ,并 对 应 于 该 类 粒子 a 的 交换 作用 . 计算 这 个 图 导 
致 第 五 卷 $ 80 得 到 的 结果 . 

在 下 一 级 微 扰 论 中 有 下 列 类 型 的 图 : 


a ! а 
~ | | 
| Ь b a a a д al Bl 
І „ \、 га! (85.7) 
д | - — <> 


(а) (5) (с) (9) (е) 

1085. 7а —Ь) 是 对 图 (85.6a) 的 修正 ,并 由 于 同样 原因 在 对 所 有 a,5,c 取 和 时 
相互 抵消 . 图 (85. 7c 一 d) 是 对 交换 作用 能 的 小 修正 ,在 此 意义 不 大 . 

图 (85.7e) 由 于 相应 的 积分 发 散 而 显示 出 “反常 的 大 ”. 这 个 发 散 是 因为 图 
中 两 条 虚线 有 相同 动量 Y 而 产生 的 (明显 的 原因 在 于 顶点 必须 动量 守恒 ). 因 
此 , 当 g 很 小 时 ,图 中 含有 对 二 发 散 的 积分 Гаа. 

在 以 下 各 级 的 近似 中 ,除了 修正 型 的 图 外 ,还 有 更 强 发 散 性 的 新 的 “ 圈 ” 图 
出 现 ,例如 动量 g 相同 的 三 条 虚线 的 三 级 图 


а 


С, 
NV 
b _ C 
含有 按 a 发散 的 积分 [а 4, 
总 的 说 来 ,n 级 圈 图 是 由 п 条 虚线 连结 的 n 个 实 圈 所 组 成 并 按 9 о 发 
散 的 . 
对 无 限 序列 的 圈 图 求 和 ,可 以 看 到 ,在 微小 量 级 为 。 的 g 值 处 会 导致 发 散 性 


的 有 效 截 断 ;因此 所 有 这 样 的 图 ,共同 给 (六 以 微小 量 级 为 (e*)"/e”"? = е? 的 贡 
献 , 此 贡献 在 图 像 上 由 下 列 骨 架 图 ( 按 粒子 的 种 类 ) 之 和 来 表征 : 
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5 | Ь і (85.8) 
Б 
此 处 粗 虚线 是 线形 图 
а Б 
有 DC (85.9) 


的 无 穷 集 合 之 和 ,其 中 每 个 线形 图 都 有 不 同 数目 的 实 圈 . 

由 于 细 虚 线 表 征 孤立 电荷 的 库仑 场 势 ,现在 就 用 粗 虚线 表征 被 周围 等 离 
子 体 极 化 所 扭曲 的 场 势 ;此 势 用 Ф 表示 . 所 以 ,(85. 8) 的 全 部 贡献 便 给 出 等 离子 
体 的 平均 相互 作用 能 中 所 求 的 关联 部 分 . 

我 们 引入 一 2 (.,4) /4т 来 表征 各 类 粒子 的 简单 实 圈 之 和 ,并 用 图 中 的 小 
圆圈 表征 这 个 量 : 


-2 р = о (85.10) 


我 们 注意 到 ,不 论 粒 子 a ЧЕТА, Ну В 5, 均 取 “偶数 ” 
ЧН 2, =2sm7 实际 上 ,在 顶点 由 于 频率 守恒 定律 ,这 个 宗 量 等 于 两 条 实 线 的 频率 
差 . 无 论 “ 偶 数 ” 项 的 差 或 “奇数 ”项 的 差 , 这 个 频率 差 都 是 “偶数 ”. 

利用 记号 (85. 10) ,以 一 个 骨架 图 表述 求 和 式 (85. 8): 


2a А (85.11) 
О 
粗 虚线 本 身 满足 图 方程 ， 
一 一 一 =------ + ---40)- –. (85. 12) 
[完全 类 似 于 方程 (14.4) 和 (79. 13) ]. 这 个 方程 的 解析 形式 为 
-Ф(4,,4) = -Ф(а) ее а. 
由 此 得 
Ф(2,,4) а (85. 13) 


为 了 与 879 的 图 建立 联系 ,最 好 从 另外 的 观点 来 考察 这 些 公式 . 因为 ,电荷 
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之 间 的 库仑 相互 作用 可 以 看 做 交换 虚 光 子 的 结果 . 然而 ,此 时 不 利用 规范 
(75. 1) 而 利用 所 谓 “ 库 仑 "规范 ( 见 第 四 卷 8$76) 更 为 方便 ,在 库仑 规范 中 , - De 
恰好 等 于 库仑 势 的 傅 里 叶 分 量 . 在 此 规范 中 ,空间 部 分 D, 描 述 推迟 的 和 磁 的 互 
作用 ,因而 在 非 相 对 论 等 离子 体 中 可 以 忽略 它 . 因此 可 以 认为 图 (85. 11) 中 的 虚 
线 相当 于 松原 函数 9, ,而 函数 多 不 是 别 的 ,恰好 是 极 化 算 符 的 分 量 9, ,所 以 根 
$1 (79. 18) 150 204,,4) = - 9 [.(114,1,9) -1][ 容 易 看 出 ,在 有 空间 色散 
的 情况 下 在 (79. 18) 中 包含 纵向 电容 率 e] .将 此 式 代 和 (85.13 ) ,我 们 得 到 











4т 
= 一 一， 85. 14 
0) = ира) (85.14) 
也 就 是 应 得 到 的 介质 中 单位 电荷 势 的 储 里 叶 分 量 . 
按 松 原 技术 的 一 般 规则 ,将 图 (85. 11) 分 解 后 ,我 们 得 到 . 
И (9) dg __ 
(а У | ауе е) Ф004) 6 
ИТ 2*(4,,4) d’g 

СЫ (85. 15) 


下 面 我 们 将 看 出 ,在 求 和 式 中 * =0 项 起 主要 作用 ,此 时 相应 的 积分 由 小 4 区 域 
来 确定 . 因此 ,计算 (85. 15) ,实际 上 只 要 知道 在 9- 一 0 时 5 所 0,g ) 的 极限 值 就 足 
够 了 . 这 个 量 甚至 不 按 图 (85. 10 ) 进行 直接 计算 而 从 简单 的 物理 考虑 便 可 容易 
地 确定 . 

ТЕ С, =0 时 ,函数 pg(0,g) 是 等 离子 体 中 单位 电荷 静电 场 势 @(r) 的 傅 里 叶 
变换 式 . 非 微 扰 势 pg(7) 满 足 右 侧 为 函数 的 泊 松 方程 :Ap = -4m8(7r). 势 下 因 
等 离子 体 极 化 将 被 扭曲 ,其 方程 可 将 等 离子 体 电 荷 密度 在 场 影响 下 的 变化 5p 加 
到 右 侧 而 得 到 : 

АФ = -4т[5(г) + р]. (85.16) 
另 一 方面 ,在 4 一 0 时 ,我 们 涉及 的 是 等 离子 体 体积 内 缓 变 的 场 . 此 场 内 下 列 热 力 
学 平衡 条 件 是 合理 的 ， 

и. +е2,Ф = const = , (85. 17) 
此 处 jy 一 一 是 a 类 粒子 的 化 学 势 .j” 一 一 在 无 场 时 它 的 值 . 由 此 条 件 得 出 粒子 
密度 п, 的 变化 


三 др. п. = 一 CZ 
Е: 62 76.0. 
从 而 得 出 电荷 密度 的 变化 
бр = У ег,ёп, = 一 У (er) (| Ф. 
将 此 表达 式 代 入 (85. 16) ,我 们 得 到 方程 
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АФ -кФ = -4т$ (ғ), (85.18) 
在 此 引入 了 记号 

2 _ 2 2 дп, 

к? = 4те > “|. (85. 19) 


由 公式 (85. 18) 看 出 ,二 是 等 离子 体 中 场 的 德 拜 屏蔽 半径 ( 见 第 五 卷 $78). 最 
后 ,对 方程 (85. 18) 两 侧 取 傅 里 叶 分 量 , 我 们 得 到 








Ф(4) =", 
4 +к 
将 此 表达 式 和 (85. 13) 比 较 , 给 出 : 
(0,4) | =-к (85.20) 
现在 以 此 (8 (85. 15) 中 进行 积分 ,我 们 得 出 
~ YA 414 dg _ _ УТк* 
(И xm = золу Ју = 8т (85.21) 


首先 我 们 注意 到 ,积分 在 下 限 收敛 ,其 中 9 ск 起 主要 作用 . 对 于 等 离子 体 的 非 简 
并 离子 成 分 ， 我 人 有 让 =n/7, 而 对 于 电子 名 ~ пи. 容易 看 出 ,由 于 条 件 


(85.2)x<n” ,因此 ,有 4g<<n”, 亦 即 1/9 大 于 粒子 间 的 距离 . 这 就 证 明了 利用 
平衡 条 件 (85. 17) 的 合理 性 . 为 了 证 明 在 (85. 17) 中 除了 s=0 项 外 ,所 有 项 都 可 
忽略 ,我 们 指出 : 当 频 率 不 等 于 零 时 ,根据 (85. 14) 由 电容 率 se,(w,gq) 来 描述 等 
离子 体 的 极 化 . 根据 熟知 的 渐 近 公式 ,在 大 频率 时 (0) ~1 -4mnee /mw”， 
因此 


2 
4Tmee 





ғ (11) =1+ 


mls 
( 见 第 八 卷 $78). 由 于 条 件 (85. 1 一 85.2) ,所 有 不 等 于 零 的 频率 С = 2smT >> 
(ne /m。)'“, 因 此 对 于 这 些 频 率 可 以 认为 (114,1) =1, 亦 即 等 离子 体 无 极 化 并 
且 多 很 小 

公式 (85. 21) 可 通过 热力 学 变量 7,V,p。 表征 . 因此 ,等 离子 体 热力 学 势 0 
能 够 直接 从 如 下 等 式 的 积分 中 得 到 


(=). = (DD. (85. 22) 


де? е 
[ 见 第 五 卷 (80. 4) ]. 结果 对 于 О 的 关联 部 分 ,得 到 如 下 表达 式 (通常 单位 ) 
VYT 2 ИТе? 2[9%.\ 1 

7 О), 


К) = = 
关联 12 а ди. | 


(А. А. Веденов, 1959). 根据 小 附加 量 的 普遍 定理 ,通过 别 的 热力 学 变量 表征 的 








(85.23) 
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这 个 公式 ,可 给 出 其 他 热力 学 势 的 修正 ， 
对 于 非 简 并 等 离子 体 ,一 切 微 商 3 = nso/ 了, 于 是 (85. 23) 变 为 对 自由 能 的 
修正 : 


Рив = зе У 22.) ", (85.24) 


这 与 第 五 卷 的 (78. 12) 一 致 
在 等 离子 体 中 电子 强烈 简 并 情况 下 (7 <<.) и а/ш, << вт. М 


{Е (85. 23) 的 对 a 求 和 中 完全 可 以 忽略 电子 项 ,因而 我 们 重新 得 到 公式 
(85. 24). 所 不 同 的 ,只 是 其 中 求 和 仅 对 等 离子 体 中 的 离子 各 种 类 进行 . 这 样 一 
来 ,在 强烈 简 并 下 电子 根本 不 会 影响 屏蔽 半径 以 及 等 离子 体 的 热力 学 量 的 关联 
部 分 . 





$86 流体 动力 学 形状 因子 


第 五 卷 § 116 所 研究 的 密度 涨 落 关联 函数 ,是 更 一 般 函 数 的 一 种 特殊 情况 ， 

这 种 一 般 函 数 不 仅 将 空间 不 同 点 而 且 将 不 同时 刻 的 密度 涨 落 联系 起 来 . 在 经 典 
理论 中 ,此 函数 定义 成 如 下 的 平均 值 . 

по (37,7) = (Bn(t ‚ғ, ) dn(t, ,г,)›, (86.1) 


在 此 41=4 ЕХ о 中 提出 的 因子 元 = ат ЈА 


向 同性 介质 (液体 ,气体 ) ,函数 (86. 1) 仅 仅 通 过 两 点 距离 r = 1л, -7r,1 而 依赖 于 
г. г, ,以 后 我 们 正 是 这 样 假定 的 . 
在 量子 理论 中 ,类 似 的 函数 是 用 与 时 间 有 关 的 ( 海 森 伯 ) 密度 算 符 的 对 称 化 
乘积 来 定义 的 : 
поб) = (В#(и м ВАС, ол) +8A(t ,7 ) dA ,7 )). (86.2) 
[ 与 第 五 卷 中 按 (118.4) 定 义 的 一 般 方法 相对 应 ]. 然而 ,在 此 情况 下 , 非 对 称 的 
定义 
по (в,г) = (h(t rm) (2, ,г,) > (86.3) 
更 有 某 些 优越 性 ,此 定义 仍 用 记号 (所 门下. ЫЖ 5 (Е, г) НХ, ИЖ о (1,г) 
是 时 间 i 的 偶 函 数 ;显然 ， 


20,7) = 于 [er 人 io) +o( -tr)]. (86.4) 


函数 о (г,г) ВТВ ПАА ВОВ Е ПЕ 





中 ”恰恰 这 个 函数 是 直接 的 观测 量 ,例如 ,在 液体 中 的 中 子 非 弹性 散射 一 一 见习 题 . 
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ow k)=0(w,k) = [• е7 (6, г) ах (86.5) 


称 为 介质 的 动力 学 形状 因子 . 由 于 函数 o(i,7) 的 各 向 同性 , 它 只 依赖 于 波 矢 的 
绝对 值 . 从 (86.4) 得 出 ,SF(i,7) 的 健 里 叶 变 换 式 为 


2 (0,0) = (в, +o( -wh)]. (86.6) 


液体 密度 涨 落 纯 空 间 的 关联 由 上 +=0 时 的 函数 (86.1) 定 义 :c(r) =o(t=0， 
г) = (1=0,г). 此 函数 与 第 五 卷 $116 中 引入 (并 在 本 卷 8 83 中 利用 过 ) 的 函 
数 py(r) 以 olr) =ь(т) +5(r) 相 联系 ;它们 的 信里 叶 变 换 式 为 (Б) =v(k) +1. 
函数 o(%) 或 v() 称 为 液体 的 静 力 学 形状 因子 . 函数 с (о, Е) Уу с(Б) 2а 
分 关系 


Oo(k) = Г. sob)e — | = Г. (Co 有 9 (86.7) 
相 联 系 . 
薛 定 兽 密度 算 符 (不 依赖 时 间 ) 由 对 介质 中 所 有 粒子 的 求 和 式 
й(г) = > 5(r-r,) (86.8) 


给 出 ;粒子 的 坐标 г, 起 着 参数 的 作用 [对比 (24.4) ]. 今 后 我 们 需要 此 算 符 对 坐 
标的 傅 里 叶 展开 的 分 量 


я, = асте? 7а? = Уе, (86.9) 
按 一 般 规则 过 渡 到 与 时 间 有 关 的 ( 海 森 伯 ) 算 符 
Я(+,г) = ехр(1НЫ В) й(г)ехр( -1НЫ/В). (86.10) 


ЖАВ ИИ Е ЕТ 086. 8 一 86. 9) 式 表达 ,其 中 以 六 (1) 
取代 六 (ИВАНЕ. 

根据 统计 学 的 基本 原理 ,平均 (…y 可 以 有 不 同 的 解释 ,这 要 看 结果 必须 用 
什么 热力 学 变量 来 表达 . И, ЖЖ e 是 在 系统 的 总 能 量 和 粒子 数 一 定 时 
确定 的 ,那么 ,平均 将 按 给 定 的 定 态 (m 态 ) 进行, 亦 即 取 相 应 的 对 角 和 给 阵 元 . 对 
于 均匀 系 (液体 ) , 算 符 8 间 (4,r) 的 矩阵 元 对 时 间 和 坐标 的 依赖 关系 由 下 式 给 
出 ， 

(тіё A(t,r) 11) = (ті (0) 11) ехр[ іо, -大门 . (86.11) 

完全 与 (8. АЗС НЕ олт) = 0 зер). 计 及 此 公式 ， 
我 们 写 出 


for(br) = У mldACir П) (NS A, ) Im) = 
1 
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= У Іт1$ (0) 11) 1?ехр[і(о, =, 7)]. 
此 函数 的 健 里 叶 变 换 式 为 
по (wh) = (2т)* У 1(т18 (0) И) 18(о -om)5( 天 一 大 )， 


(86.12) 
这 些 式 中 的 求 和 ,是 在 给 定 粒 子 数 (N,) 情 况 下 按 系统 的 全 部 状态 进行 的 . (因为 
算 符 8 fi(0) 不 改变 此 粒子 数 ). 
如 果 我 们 希望 通过 温度 和 液体 的 化 学 势 来 表示 形状 因子 ,那么 公式 
(86. 12) 还 应 当 按 吉 布 斯 分 布 进行 平均 : 


no(w,k) = (2т)* У exp| т 


* 1(т15 (0) М) Г - 8(w о, ) 8506-Ж, ). 
(86. 13) 
(此 时 在 一 切 求 和 项 中 М, = №). ХМ о( -о, -Е) =о( ~-w,k) 写 出 同样 的 公 
式 , 互 换 式 中 的 求 和 指标 /和 普 , 并 在 指数 因子 中 代 人 Е, = Е, + hw,, = Е, + hw 
(后 面 的 等 式 是 存在 6 函数 的 结果 ) ,我 们 得 出 
o( -whk)=o(w,k)e io (86. 14) 


0-Е, =) , 


然后 ,根据 (86. 6)， 
Fw,h) = (1 te )o(w,h). (86. 15) 


注意 到 ,从 (86. 13) (或 (86. 12)) 得 出 ,对 于 o 的 一 切 宗 量 的 值 ,函数 o(w， 

Е) 20. 又 从 关系 式 (86. 14) 得 出 ,在 零 温 度 时 
о(о,Е) =0， 当 w<0,7=0. (86. 16) 

在 宏观 极限 下 (比值 W ЕВ М 和 У оо), (86. 13) 中 的 各 58 АЖ“ 
栏 ” 变 得 平滑 而 成 为 连续 函数 ,但 在 对 应 于 不 衰减 的 元 激发 w =w(k) 处 仍 保留 
着 o(w,k) 中 的 8 函数 峰 ( 通 过 类 似 于 §8 的 讨论 就 会 得 出 ). 然而 ,仅仅 对 于 粒 
子 数 不 变 的 激发 才能 发 生 这 样 的 峰 吕 . 

我 们 来 证 明 ,液体 的 形状 因子 怎样 才能 和 涨 落 耗 散 定理 一 般 公 式 中 所 表述 
的 量 相 联系 (D. Ршез, Р. Nozikres ,1958 ) . 

设 在 液体 每 个 粒子 上 都 作用 某 一 外 场 ,给 粒子 以 势能 (tr) , 则 作用 在 液 
体 整 体 上 的 微 扰 算 符 是 





Ф 例如 ,在 费 米 液体 中 ,rc(w, 旭 在 w= шу 处 (uo 是 零 声 的 速度 ) 有 8 函数 的 奇异 性 但 对 应 于 能 谱 
的 费 米 支 没有 这 种 奇异 性 , 见 $91. 
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Vs) = Гасот) ёа, (86. 17) 
将 此 式 中 所 有 的 量 都 对 时 间作 傅 里 叶 展 开 , 我 们 将 系统 的 响应 ( 即 微 扰 引 起 的 
密度 变化 的 平均 值 ) 表 为 如 下 形式 
sz(w,r )= - Геол, -ғ,1)0(о,ғ,) 43, (86.18) 
此 处 函数 a(w,r) 起 着 广义 感应 率 的 作用 . 关联 函数 (1,r) 对 时 间 的 健 里 叶 分 
Но(о,г) НЕ - 耗 散 定理 中 的 表述 方法 是 
nd(w,r) = (бп(г, ) 6n(r,)),, r=r, -r,. 
根据 这 个 定理 ,此 函数 通过 广义 感应 率 可 用 下 列 公 式 表 述 
по (о,г) = Псой бапа (оғ). (86. 19) 
通过 а(о, Е) 也 可 用 此 式 将 对 坐标 的 傅 里 叶 分 量 о (о, к) 表述 出 来 ,然后 ,根据 
(86. 15 ) ,我 们 得 到 动力 学 形状 因子 : 
| по(ш,Ё) ош ( К). (86.20) 
这 些 公式 的 重要 性 ,首先 是 由 于 它们 将 动力 学 形状 因子 与 已 知 的 (对 变量 о 
的 ) 一 般 解析 性 质 联系 起 来 ;对 于 函数 a(w,k) 的 这 些 性 质 阐 述 于 第 五 卷 § 123 
中 .这 些 性 质 也 允许 应 用 普遍 公式 [对 比 (75.11)] 来 计算 形状 因子 .根据 此 公式 
a(w,k) е7 Cana,0) _A(COO RC Tr) удаа, 


(86. 21) 


如 用 少 算 符 表征 密度 算 符 ( = 9 ° 更) ,可 以 将 此 式 写成 双 粒 子 格林 函数 的 形 
式 , 计 算 后 者 要 用 到 图 技术 . 


习 题 
试 通过 动力 学 形状 因子 来 表征 慢 中 子 在 同 种 原子 组 成 的 液体 中 进行 非 弹性 
散射 的 概率 (CG, Placzek ,1952). 
解 :根据 厦 势 方法 ( 见 第 三 卷 $ 151) , 慢 中 子 散射 可 以 描述 成 以 势能 


тай (и) (1) 
相互 作用 的 结果 . 此 处 h(r) 是 密度 算 符 (86.8):M 是 原子 和 中 子 的 折合 质量 ;a 
是 慢 中 子 在 单个 原子 上 的 散射 长 度 ( 即 散射 幅 极 限 值 的 反 号 ). 液体 加 中 子 的 系 
ЕЖЕ М dv, 内 从 菜 初 态 (i) 到 终 态 ( 有 ) 的 跃迁 概率 是 


1 ” О. (г) dt 
一 А 
Ћ Г. 


U(r) = 





ар, (2) 








dzor = 
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[ 见 第 三 卷 (40,5) ] ;对 于 (1) 中 的 非 对 角 纸 阵 元 И, ТЕЖ лЖА ЖА. 中 子 
(动量 p 和 能 量 &) 的 初 态 波 函 数 归 一 成 在 体积 V 中 有 一 个 粒子 ,而 终 态 (动量 
P 和 能 量 e') 波 函数 归 一 成 为 p/27 的 5 函数. № dy = dp'/(2T7i)' ,而 微 扰 逢 
阵 元 为 
27 a 
мүт 
此 处 АЕ =р-р',ћо =ё-='. т бп, (1, Е РК АЖ ЖЕЛ. 将 此 式 代 
入 dwr ,将 跃迁 概 率 按 液体 的 一 切 可 能 的 终 态 求 和 . 此 时 积分 的 模 平 方 可 以 写成 
双重 积分 的 形式 ( 按 аага xdx') 并 注意 到 

У ёп, (г) вт, (1,7) = У вт, (Е г’) вт (в,г) = 

7 у 


= (115 (17,7) 5 (Е, л) 11) =па(Е г," г) 
(此 时 g 表 为 i БЖЖ Е В а). В а(1 1) (х-к) Н о(о,к), 
还 有 一 个 积分 (比如 对 did xz) 恰好 给 出 体积 了 和 总 的 时 间 间 隔 上 去掉 因子 上 之 
后 ,结果 得 到 单位 时 间 的 散射 概率 


И, (+) = [dna r) et "то аз, 





(3) 


当然 ,再 按 吉 布 斯 分 布 平均 
持 其 正确 性 . 

我 们 指出 ,形状 因子 的 性 质 (86. 16) 能 够 应 用 到 中 子 散 射 ,表明 这 样 的 事 
实 ; 在 T=0 时 液体 仅 能 获得 能 量 , 而 不 能 放出 能 量 . 关系 式 (86. 14) 代 表 细 致 平 
衡 原 理 , 因 为 转移 能 量 和 动量 (w,) 和 ( -w, -上 ) 的 两 个 散射 过 程 是 互 为 送 的 . 
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动力 学 形状 因子 满足 一 定 的 积分 ( 按 频率 w) 关 系 一 一 即 求 和 规则 . 
其 中 一 个 规则 的 导出 是 基于 算 符 铅 (1) 和 况 ,(1) 的 对 易 关 系 . 同一 时 刻 海 森 
伯 算 符 的 对 易 关 系 和 苦 定 计算 符 和 如 的 对 易 关 系 是 相同 的 . Ва, НАЯ 
(86.9) 定 义 ,并 且 所 需 的 对 易 关 系 由 下 式 给 出 
A - а, (87.1) 
此 处 т К УЕ. 
ВЖ go(1,r) 只 按 坐标 展开 的 健 里 叶 分 量具 有 表达 式 





亦 即 当 形 状 因子 通过 温度 来 表征 时 ,此 公式 仍 保 





Ф 这 个 对 易 关系 的 计算 与 在 第 三 着 $149 中 为 导出 求 和 规则 (149.5) 所 进行 的 计算 一 致 ;现在 用 
液体 总 粒子 数 来 代替 电子 数 Z. 
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no (t,k) = | (1,7) 8 (4, ,ғ,))а (х, -х,) , 


由 此 出 发 ,鉴于 被 积 式 仅 依赖 于 mm -7,, 我 们 用 对 ах, а, У 的 积分 代替 对 
4 (х -x ) 的 积分 ;在 平均 号 内 进行 积分 . 我 们 得 出 


ов) = )). (87.2) 
我 们 计算 t=0 НН С.Ю. 因为 o (14,8) ЖЕ геа в, 
所 以 





do(i,k) 1 /90 да 
ot 15 =}, 


因而 将 (87.2) 代 和 人 此 式 后 得 


oo (t,k) _ 
0t 


此 式 两 项 中 的 每 一 项 都 仅 依赖 于 矢量 大 的 绝对 值 ; 据 此 在 第 二 项 中 以 -大 代替 
к. ЖА а =, ЖЖЯИ ,=1, ,我 们 发 现 角 括号 中 的 两 项 差 与 (87. 1 ) 中 的 
对 易 关 系 一 致 . 这 样 一 来 ,我 们 得 到 


д0 (t,k) 
ді 


另 一 方面 ,将 о(,, в) Жу НД п), ВТА 
дс (1,Е) _ 8. ® -iwt dw 22; ” do 
一 | ,= 可 Г. е обе е = "|. wo (wh) 
对 比 两 个 微 商 表 达 式 , 便 得 出 待 求 关系 式 . 
= до _ ЋЕ? 
Г. oo (wh) = (87.3) 
(С. Placzek ，1952) .我 们 强调 指出 ,对 于 任何 站 此 式 都 是 正确 的 . 为 了 将 这 关系 
式 过 渡 到 经 典 极限 (>0) ,应 当 将 它 左 边 的 积分 写成 


Г о[о(о,Е) -ol - 0,6) 158, 


根据 (86. 14) ,其 中 再 代 人 


БВ й, (ВА а(ь) В (и) а (ь)). 


= 


i=0 2m 





o(w,k)-o(-w,k) (о). 
然后 等 式 两 侧 的 В НАНТ, РАВ Т 
2 do [2 
| о о(о,Е)5 = Т, 


将 公式 (87.3) 应 用 到 了 =0 的 玻 色 液体 ,并 考察 小 不 值 的 区 域 . 在 60 时 对 
积分 的 主要 贡献 来 自 形状 因子 o(w,k) 的 5 函数 峰 . 而 后 者 在 (86, 13) 中 是 由 于 
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产生 一 个 声 子 的 跃迁 而 出 现 的 (因为 在 液体 基态 没有 声 子 ,所 以 在 T=0 时 不 存 
在 潭 没 一 个 声 子 的 跃迁 ). 这 项 的 形式 为 48(w -uk). 此 处 рик ЕН УВЕ (и 是 
声速 ). 将 此 项 作为 o(w,k) 代 入 (87.3) ,我 们 得 到 系数 4, 结果 

mhk 


o(w,k) = 8(@ - и). (87.4) 
按 (86.7) 积 分 此 式 , 给 出 静 力 学 形状 因子 
gk) =. (87.5) 


(В.Р. Реупшал , 1954) Ф. 因为 这 个 公式 是 关于 天 的 小 值 区 域 的 ,所 以 它 的 全 里 
叶 反 演 给 出 在 大 r 时 关联 函数 的 渐 近 公式 
ћ 


2 4 
2T тиг 


и(г) = 一 (87.6) 


(为 了 检验 这 个 公式 ,参阅 330 页 注释 中 引用 的 积分 ). 在 7=0 时 公式 (87.6) 在 
任意 大 的 距离 都 是 正确 的 . 在 低 而 有 限 的 温度 时 ,直至 7 ~ 加 /AT 的 距离 它 都 是 对 
的 ,在 此 距离 的 涨 落 已 经 不 再 是 纯 量 子 的 了 . 在 更 大 的 距离 上 规律 (87. 6) 为 指 
数 衰减 律 所 代替 (如 果 忽 略 范 德 瓦尔 斯 力 的 贡献 , 见 § 83 )@. 

还 有 一 个 求 和 规则 ,可 以 从 $86 中 建立 的 形状 因子 与 某 个 广义 感应 率 
а(о,Е) 的 关系 中 得 到 . 这 个 关系 由 公式 (86. 20) 给 出 , 它 在 了 7=0 时 归结 为 (对 
w >0) 

па(ю,Ё) =2iIma(w ,Ek). | (87.7) 
根据 Кгатегѕ – Kronig 公式 [ 见 第 五 卷 (123 ,15) ] ， 
Rea(w,k) = Ер |. аа) ду 
在 此 , 取 w=0 并 计 及 а(0,0) 89, ПЕН 


a(0,k) -二 „паи, К) (87.8) 








Ф 写成 go = 天 局 [2me( 站 形式 [e(t) 是 准 粒子 能 量 ] 的 公式 (87.5) , 仅 在 2-0 时 才 是 严格 正确 的 . 
在 £ 值 增加 时 产生 几 个 准 粒 子 的 路 迁 ,对 o() 的 贡献 起 着 越 来 越 大 的 作用 . 如 果 和 忽略 这 些 贡 献 , 可 以 认 
为 ,这 个 公式 给 出 了 形状 因子 与 玻 色 液体 中 准 粒子 能 量 之 间 的 关系 . 并 且 当 ~1/a 时 (a 是 液体 中 原子 间 
ПЕ о 具有 极 大 值 ,这 对 应 于 曲线 a(k) 上 “ 旋 子 ”的 极 小 值 . 

回 关联 函数 (87.6) 与 取 正 值 的 理想 玻 色 气体 的 相反 ( 见 第 五 卷 $ 117) ,是 负 值 (与 粒子 间 的 斥 力 
相对 应 ). 与 此 有 关 ,我 们 记得 ( $ 25) , 弱 非 理想 玻 色 气体 能 谱 仅 在 丰 << тив 并且 пити >> a) 时 才 有 声 


子 型 . 相应 的 距离 [~ 一- >> h/mu, 所 以 过 站 到 理想 气体 (u0) 时 ,公式 (87.6) 的 应 用 范围 推 延 到 无 限 
Ж. 

Ф 由 广义 感应 率 的 一 般 性 质 可 知 a(w =0,r) 是 实 的 . 因此 传 里 叶 分 量 a(w =0,k) 的 实数 性 可 由 
a(w,r) 对 rr 是 侦 函 数 中 得 出 . 
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ТЕ /一 0 的 极限 有 下 列 关系 
дп дп 


а(0,—0) = (5)... =#(зв), (87.9) 


它 的 得 出 ,是 由 于 在 空间 做 慢 变 的 静 弱 场 中 发 生 A + О = const 的 平衡 条 件 . 所 以 
施加 外 场 等 价 于 化 学 势 变化 - О. 因此 ,在 极限 0—0 时 ,从 (86. 18) 我 们 有 


бп = - 20 -0 |200, =) а(х -л,) = - Иа(0,&=0), 
ш 
由 此 得 到 (87. 9 ). 
将 得 到 的 公式 (87. 7 一 87. 9 ) 汇 集 起 来 ,我 们 便 得 到 7 =0 时 液体 形状 因子 . 
的 如 下 求 和 规则 : 


а обо 0) = 0" (87.10) 
тй Јо о 


ӘР 
(р. Pines, Ph. Можбгез 1958). 
2] 题 
1. 求 出 温度 T<<T 时 ,在 r 之 有 /T 的 距离 上 玻 色 液体 的 关联 函数 y(r). 
МЕНН а-ти << 二 时 的 形状 因子 确定 . 在 此 条 件 下 


液体 的 能 谱 是 声 子 型 的 . 当 Т0 时 在 go(w,k) 中 有 对 应 于 吸收 声 子 的 5(w+ 
ku) 项 ,同时 还 有 放出 声 子 的 6(w – Ки) 1. 这 些 项 的 系数 可 借助 于 (86. 14) № 
(87.3) 来 确定 : 

Е 





с(о,Е) = тй ет 1 5 (ю – Еш) +e 7 ( о + Еш) |. (1) 
积分 此 式 ,我 们 得 到 
ЋЕ Ви 
Е) = со 一 一 . 
о(Ё) тво Т (2) 
然后 
— к. г а? _ ћ ® 过 .rr 了 2 ћЕи 
(т) = [• АС Тезу а. |. ей "kcoth 23846. 


在 复数 上 的 上 半 平 面 ,用 无 限 远 的 半圆 封闭 dk 的 积分 围 道 ,积分 归结 为 对 极点 
的 留 数 (分 布 在 虚 轴 上 ) 求 和 . 当 r>> ju/T, 积 分 的 主要 贡献 来 自 于 ВОТ im 
处 极点 的 留 数 ; 





2тТ° 2тТ 
и(г) = exp| гд 路 (3) 


在 аТ/ћи <<1 НТ, (г) ЖЖ НЕЕ ЕЕХТЕТИЯЕЙ. 在 
此 原子 距离 上 与 原子 的 直接 作用 有 关 的 效应 减弱 了 ,此 时 在 公式 (3) 中 重要 的 
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是 使 有 亡 , 所 以 ,由 它 描述 的 关联 具有 量子 性 质 . 我 们 指出 ,在 推导 中 我 们 忽略 了 
范 德 瓦尔 斯 力 的 贡献 .正如 从 883 的 结果 中 得 到 的 ,此 贡献 具有 需 的 特征 ,因此 
在 足够 大 的 距离 上 就 成 为 主要 的 了 .应 该 由 (3) 过 渡 到 (83.16) 的 这 些 距 离 , 决 
定 于 系数 间 的 具体 关系 ,但 当 温 度 足 够 低 时 总 有 公式 (3) 的 适用 区 域 . 因为 在 适 
用 区 域 的 边界 , 当 r~fiu/T 时 ,根据 (3) ,vx 7, 而 根据 (83.16) ‚ис Т”. 

2. 在 玻 色 超 流体 中 凝聚 体 波 函 数 有 涨 落 , 试 求 在 大 距离 上 此 涨 落 关 联 函 数 
的 极限 形式 . (Р. С. Hohenberg,P. С. Магіп, 1965) 中 

解 :在 长 波 极限 ,最 强 的 涨 落 属于 凝聚 体 的 波 通 数 四 ,因为 此 涨 落 只 含有 宏 
观 超 流 运 动 的 较 小 能 量 . 对 液体 (体积 VV 并 有 给 定 的 T 和 几 ) 总 热力 学 势 介 的 相 
应 贡献 为 





№, | (ӯ Ф) 24У. 


1 2 
= | 一 АУ = 
50 | ov: т 


ЖФ ЖЛЕ и Ж, 


我 们 得 出 
让 2 2 
50 = ——р У Е18Ф,1, 
me: х, р 


因此 , 均 方 涨 落 为 
(15Ф,Г) = Tm /Vi ph; (4) 
与 第 五 卷 8$146 的 计算 完全 类 似 . 此 涨 落 对 同时 关联 函数 
G(r) = (8 全 (0)83(r))» 
的 贡献 是 G(r) ~n (8GB(0)8B(r)) = Thom’ /Anhp,r. (5) 
因此 C(r) 在 大 距离 上 按 畦 的 规律 下 降 . 凝聚 体 密度 涨 落 mn 的 贡献 ,在 这 里 
按 指数 规律 减 小 .在 r~re 处 此 二 贡献 相差 无 几 . 在 距离 +r <<r. 温度 于 入 点 附 
近 , 它 们 共同 遵守 下 列 规律 : 
G{r) ccr @*0. (6) 
这 里 是 恰当 临界 指数 . 关联 半径 7, 可 以 定义 为 这 样 的 距离 ,在 其 上 能 够 用 (6) 
代替 渐 近 形 (5) ， 
ri cp, /no. 
借助 于 临界 指数 B 和 z[ 这 些 临界 指数 ,根据 (28.1) 和 (28.3) 描 述 n。 和 7r, 对 温 
度 的 依赖 关系 ] ,我 们 求 出 
р, (Т, – Т)", 





中 ”本 题 是 Pergamon1980 英文 版 增加 的 ,我 们 将 其 加 到 中 文 版 内 . 一 一 译 者 注 . 
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利用 临界 指数 a,B,v,t 间 见 知 的 关系 式 ( 见 第 五 卷 8$ 148，8$ 149 ) ,我们 容易 看 
出 ,此 结果 与 (28.4) 是 一 致 的 . 
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在 前 几 节 ,我 们 研究 了 在 任意 频率 w 和 任意 波 矢 天 时 液体 密度 的 涨 落 . 此 
时 ,在 一 般 情况 下 ,当然 不 能 求 出 关联 函数 的 具体 形式 . 然而 , 当 涨 落 波 长 大 于 向 
观 特征 线 度 (液体 中 原子 间距 离 ,气体 中 的 自由 程 ) 时 ,在 流体 动力 学 极限 下 就 
可 作 到 这 一 点 . 

在 项 止 液体 中 ,不 需要 特殊 研究 对 密度 .温度 .速度 等 涨 落 的 同时 关联 函数 
的 计算 :利用 适 于 任何 热平衡 介质 的 通常 热力 学 公式 来 描述 这 些 涨 落 (经 典 的 ， 
即 非 量子 极限 ). 在 空间 不 同 点 , 涨 落 的 同时 关联 在 原子 距离 数量 级 的 长 度 上 传 
播 (此 时 ,我 们 忽略 了 弱 的 远程 作用 的 范 德 瓦 尔 斯 力 ). 但 是 ,此 距离 在 流体 动力 
学 中 是 看 做 无 限 小 的 . 因此 ,在 流体 动力 学 极限 下 ,不 同 地 点 的 同时 涨 落 是 不 相 
关联 的 . 形式 上 ,这 个 论断 可 以 从 热力 学 量 一 一 实现 涨 落 所 需 的 最 小 功 Ri 的 可 
加 性 中 得 到 . 因为 涨 落 的 概率 正比 于 exp( - R/T) ,所 以 将 R,, 表 为 与 各 个 物 
理 无 限 小 体积 有 关 的 各 项 之 和 的 形式 ,我 们 便 发 现 , 这 些 体积 中 的 涨 落 概率 是 相 
互 独立 的 . 

根据 这 个 独立 性 ,可 以 立刻 将 热力 学 量 在 空间 给 定点 的 涨 落 均 方 值 的 著名 
公式 ( 见 第 五 卷 $112) ,改写 成 关联 函数 公式 的 形式 . 例如 ,根据 体积 也 中 温度 
涨 落 公式 

2 т? 
«(87)°) су 
(p 是 密度 ;c, 是 介质 单位 质量 的 热 容量 ) ,首先 写 出 
(8T(7,) 87(7,)) = Тв, 

此 处 涨 落 分 属 两 个 小 体积 V, 和 六 ,然后 当 体积 趋 于 零 时 ,我 们 得 到 中 


(srtr)ar(r)) = вби сл) (88.1) 
另外 的 热力 学 量 的 涨 落 ,用 类 似 的 方法 可 以 写 出 公式 、 


(8p(ri) sp(r,)) =от(26) 8(r -r,), (88.2) 





中 ”此 式 以 及 气体 情况 下 同时 关联 的 以 下 公式 ,对 于 波长 仅 大 于 分 子 间距 离 ,但 不 一 定 大 于 自由 程 
的 涨 落 是 正确 的 . 但 是 ,后 一 个 条 件 ,在 流体 动力 学 近似 中 对 于 不 同时 关联 函数 是 不 可 缺少 的 (因为 在 气 
体 中 微 扰 传播 的 微观 机 制 恰好 由 粒子 的 自由 程 所 决定 ) . 
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(8P(r,)8P(r,)) = =o7[ 2) вт =) = 
=рТи’5 (г, -г,), (88.3) 
(вт, dsm)) = 2807, =), (88.4) 


(P 是 压强 ;s ЛАЛЕ НИЙ); Е, НЕ, T 的 涨 落 是 相互 独立 的 (P， 
s 也 是 如 此 ). 还 可 以 写 出 液体 宏观 速度 v( 平 衡 时 等 于 零 ) 的 涨 落 公式 : 


(ви (тв (т, > 284809, л). (88. 5) 


涨 落 的 时 间 关 联 以 及 运动 液体 中 的 涨 落 是 流体 动力 学 中 独特 的 问题 . 这 些 
问题 的 解决 要 求 考虑 液体 中 的 耗 散 过 程 一 一 粘 河 性 和 热传导 . 

流体 动力 学 中 建立 涨 落 现象 的 普遍 理论 ,归结 为 构造 涨 落 量 的 “运动 方 
程 ”. 在 流体 动力 学 方程 中 ,用 引入 相应 的 附加 项 的 方法 , 便 可 以 做 到 这 一 点 (I. 
Д. ВОН ,E. М. #1957). 





写成 如 下 形式 的 流体 动力 学 方程 ， 
Ру. (рэ) =0, (88.6) 
до, 9%, _ ОР до' 
рр 0% Әх, Әх, + 9х,’ (88.7) 


Тру) (22+ = - у: 4. (88.8) 
对 于 应 力 张 量 o'; 和 热流 矢量 4 的 形式 ,没有 特定 的 要 求 ,这 些 方程 不 过 表示 质 

守恒 、\ 动 量 守恒 和 能 量 守恒 而 已 . 因此 ,此 形式 的 方程 对 任何 运动 ,其 中 包括 液 
体 状态 的 涨 东 变化 ,都 是 正确 的 此 时 p,P,s 应 理解 为 基本 运动 的 量 值 p,,P。 
vo，,… 与 其 涨 落 振 荡 5p ,8P,5v ,… 之 和 (当然 ,对 后 者 的 方程 总 可 以 线性 化 ). 

相应 地 将 应 力 张 量 和 热流 通常 的 表达 式 与 速度 梯度 及 温度 梯度 联系 起 来 . 
在 液体 的 涨 落 中 ,也 会 发 生 与 上 述 梯度 无 关 的 局 域 自 发 应 力 和 热流 ;用 ss 和 8 
表示 它们 并 称 之 为 “随机 ” 量 . 这 样 一 来 ,我 们 写 出 


с'а = 1 бр аа 38У ) Вау о +sa, (88.9) 


9 = -кКУТ+8 (88. 10) 

(п. Ак 是 导热 系数 ). 
现在 的 问题 是 在 定义 ss 和 8 的 关联 函数 时 确定 它们 的 性 质 . 为 简单 计 ,一 
切 讨论 都 是 对 流体 动力 学 非 量 子 涨 落 的 自然 情况 进行 的 ;这 意味 着 ,假设 涨 落 振 
荡 频 率 满足 条 件 ло << Т. 此 时 烙 滞 系数 和 导热 系数 将 不 认为 是 色散 的 , 亦 即 不 
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在 涨 落 的 普遍 理论 中 (第 五 卷 $ 119-- $ 122) ,是 研究 涨 落 量 x, ,x,,… 的 离 
散 序列 ,然而 在 此 我 们 处 理 的 是 连续 序列 (液体 每 一 点 的 p,P,…). 把 物体 体积 
划 成 小 而 有 限 的 区 域 AV, 并 在 每 一 个 区 域内 研究 量 的 若干 平均 值 ,我 们 就 能 避 
开 这 个 非 本 质 的 困难 ;在 最 后 公式 中 再 过 渡 到 无 限 小 体 元 . 
我 们 要 把 公式 (88. 9 一 88. 10) 作为 准 定 态 涨 落 普遍 理论 [ 见 第 五 关 
(122.20) ] 的 方程 
#.=- У yuX +7, (88. 11) 


来 研究 ,此 时 选取 每 一 区 域 AV 中 的 张 量 o' 和 矢量 g 的 分 量 值 Ея, РЯ, 
和 8 便 是 量 У: 
XI di 
(88. 12) 
У. 5, 8; 
НОЕ ЗЕЕ Х, ВО ХР ЛИ М 5 变化 速度 公式 的 方法 来 解释 . 借助 
于 方程 (88. 8 一 88. 10) ,用 普通 方法 (对 比 第 六 卷 $ 49) 我 们 得 到 








Ox/ ov Ov gvT 
8 = [т [ыы - > \ау (88.13) 
按 小 区 AT 求 和 来 代替 此 积分 ,然后 将 其 与 公式 
5=- У &,Х, 
比较 ,我 们 得 到 
1 (д0, дә, 1 ӘТ 
Хх, -7| 于 АУ, аи А" | (88.14) 
现在 容易 求 出 系数 y。, 根 据 公 式 
Yat) y(t) = (y+ ya) S(t 一 已 ) (88.15) 


[ 见 第 五 卷 (122. 21a] ) ,这 些 系 数 便 可 直接 确定 待 求 的 关联 . 

我 们 首先 注意 到 ,在 公式 (88. 9 一 88. 10) 中 没有 oz 必 与 温度 梯度 相 联系 的 
项 ,也 没有 9 与 速度 梯度 相 联系 的 项 . 这 就 意味 着 相应 的 系数 y,, =0, 因 而 根据 
(88.15) 有 

Csa(tisri)g(t,,r,)) =0, (88.16) 
即 ss 和 8 的 值 彼此 完全 不 关联 . 

其 次 ,如 这 些 量 取 自 不 同 的 小 区 AV, 那 么 联系 9, МИН ( АУ/Т?) . әТ/әх, 的 
系数 等 于 零 , 如 果 它 们 取 自 同一 小 区 ,那么 等 于 y= xk7?8/AV, 根 据 公式 
(88. 15) 用 这 些 yw 值 , 过 渡 到 ЛУО 的 极限 ,我 们 得 到 

(аби, вь(ь,г,)) =2кТ 8.8 (г, - м.) 5 (ить). (88. 17) 

用 类 似 的 方法 ,可 得 出 关于 随机 应 力 张 量 的 关联 函数 公式 


s(t Ti) sm (в г.) = 
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2 
=27[ (5,5, +88, ) + (5-3. вав, |а -ғ,) (4 -2,). (88.18) 


公式 (88. 16—88. 18) 原 则 上 解决 了 所 提出 的 在 任何 具体 情况 下 计算 流体 
动力 学 涨 落 的 问题. 解决 问题 的 过 程 是 这 样 :将 з И в 看 成 是 坐标 和 时 间 的 给 
定 函数 ,如 考虑 到 必要 的 流体 动力 学 边界 条 件 ,我们 便 形 式 地 对 于 量 3p ,30 ，… 
求解 已 线性 化 的 方程 (88. 6 一 88. 8). 结果 我 们 得 到 的 这 些 量 ,是 表达 成 sx 和 8 
的 某 些 线性 泛 丽 的 形式 . 相应 的 ,3p ,39 ,… 的 任何 平方 量 , 均 可 通过 su,8 的 平方 
泛 函 来 表征 , 然后 它们 的 平均 值 便 用 公式 (88. 16 一 88. 18) 来 计算 ,因而 在 解答 
中 不 再 出 现 辅助 量 *w ,8 
我 们 再 将 公式 (88. 16 一 88. 18) 写 出 对 频率 的 传 里 叶 分 量 式 ,并 可 立刻 将 此 
写成 量子 涨 落 情 况 的 推广 形式 . 根据 涨 落 - 耗 散 定理 的 一 般 规则 ,用 引入 附加 因 
Ясон ?2( 在 经 典 极限 io <<7 下 变 为 1) 的 方法 , 即 可 完成 此 推广 . ЖЕНЕ 
和 热传导 有 色散 的 情况 下 , 量 9,&,x 是 频率 的 复 函数 ;此 时 在 涨 落 的 公式 中 局 ， 
Сок 代 之 以 这 些 函 数 的 实 部 : 
(si 8:)). =0 (88. 19) 


(Е) = 8,50, _r,) hoTcoth Во - Кек(о), (88.20) 


(545) = fwd(r, г, ) со А x 


x [ (5,8. +25, -了 38ujRen(o) +8admRet(w)]. (88.21) 
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这 一 市 我 们 研究 静止 的 无 限 液体 中 的 流体 动力 学 涨 落 . 这 个 课题 当然 可 用 
上 节 讲 述 的 方法 解决 . 然而 ,我 们 在 此 用 另外 方法 做 此 问题 ,以 演示 求解 流体 动 
力学 涨 落 课题 可 以 任 选 一 种 方法 . 

这 个 方法 ,是 在 引入 戎 机 力 以 前 的 早期 阶段 ,便利 用 准 定 态 涨 落 的 一 般 理 
论 . 我 们 回忆 起 与 此 有 关 的 一 般 公式 ( 见 第 五 卷 $ 122). 

设 

Я. =- У Ли, (89.1) 

是 描述 系统 非 平衡 态 ( 于 平衡 态 全 部 x。=0) 的 一 组 量 x, (i) 的 宏观 “运动 方程 ”， 
如 果 量 x。 大 于 它们 的 平均 涨 落 ( 但 同时 又 是 足够 小 ,以 致 多 许 将 运动 方程 线性 
化 ) , 则 可 断定 , 涨 落 关联 函数 满足 (在 上 >0 时 ) 同 一 组 方程 


Чех. (р) «(0)) = - Ул, (щ (1), (0)),1>0. (89.2) 
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下 列 等 式 
[са (0) а,(0)) 1], ,so = (мя, (89.3) 

可 做 为 这 些 方程 的 起 始 条 件 ,此 处 (xx 假设 为 已 知 的 同时 关联 函数 . 关联 函数 
按 规 则 

(х.(#)х.(0)) = + hx -1)х.(0)) (89.4) 
延 拓 到 ;<0 的 区 域 , 式 中 上 面 的 符号 用 于 两 个 量 x。 和 х, 都 是 时 间 反 演 的 偶 函 
数 (或 都 是 奇 函 数 ) 的 情况 ,而 下 面 的 符号 用 于 两 量 中 一 个 是 偶 函 数 男 一 个 是 奇 
函数 的 情况 . 方程 (89.2) 的 带 附 加 条 件 (89.3) 的 解 , 可 用 一 侧 傅 里 叶 变 换 的 方 
法 求 出 :给 方程 乘 以 e” ,并 由 0 到 = 对 上 积分 (方程 左 侧 进行 分 部 积分 变换 ) 我 
们 得 方程 组 


(жд, = - У А (мьх,) ht) + (хох, ). (89.5) 
其 中 的 量 (频率 函数 ) 为 
(жа) = Г ex, (1)x,(0)) di. (89.6) 


关联 西数 通常 的 傅 里 叶 分 量 ,通过 量 (89.6) 可 根据 
(льды = | еба, (00а, 00) аг 


= (аа) ж [0(,,) 07] = 
= (х.х) + (vx) (89.7) 
表征 出 来 . 此 处 符号 + 对 应 于 (89.4) 中 的 符 导 . 
现在 转 到 所 提 的 静止 液体 的 涨 落 问 题 上 来 ,首先 将 (88. 9 一 88. 10) № о’, 
4( 略 去 最 后 项 ) 代 人 流体 动力 学 方程 (88. 6 一 88. 8 ) 并 使 之 线性 化 . 取 p =po + 
др,0 = 3o ,… 并 略 去 非 线性 项 ,我 们 得 到 


бр +рУ v=0 (89.8) 

рт = -УЗР+тА» + (5+3) УС»), (89.9) 
9. А 

9 55 = LAST .10) - 

js = ТА (89. 10) 


(线性 化 之 后 我 们 略 去 常量 po,… 的 下 标 0). 在 方程 (89. 8 一 89. 10) 中 ,最 好 根 
据 定 义 
Vy = 人 0 +009, (89.11) 
Vv =0, Vxv" =0, 
立刻 将 速度 分 为 有 势 的 (“纵向 的 ”) 和 有 旋 的 (“横向 的 ”) 两 部 分 wv 和 wv .在 
(89.8) 中 只 剩 下 纵向 速度 : 
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Зар+ру em =0, (89.12) 
而 (89.9) ,分 解 为 两 个 方程 
yo- 了 Ac (89.13) 
9: р 
ра‘ = -УЗР+ (+31) 9(9 50°). (89.14) 


横向 速度 的 方程 独立 于 其 余 的 方程 . 与 此 对 应 , 它 的 涨 落 关联 函数 有 一 个 
方程 
90009 (4,7)? (0,0)) -ьА (< (2,7) 5 (0,0). =0 (89.15) 
(此 处 v = т/р 是 运动 学 粘度 . 对 它 进 行 一 侧 健 里 叶 变 换 后 ,我 们 得 到 
= іо (017 (г)? (0)) Ss 7 -7A(Co (Cr)v (0) )5* = 
= (009 (г)? (0)) 
(公式 右边 是 同时 关联 函数 ) ,或 变 到 对 坐标 的 傅 里 叶 分 量 : 
(00909) Co 
io 
速度 涨 落 的 同时 关联 函数 ,由 公式 (88. 5) 给 出 ;对 它 取 傅 里 叶 分 量 ,并 分 出 横向 
部 分 后 ,我 们 有 











上 t Т Е.Е 
0), = а - za (89. 16) 
将 此 代入 前 式 , 最 后 得 到 中 
1 t а + 2Т Е.Е д? 
(и 9) а =2Ве(о0:707) 4) => ё. - 1: т: (89. 17) 


对 于 剩余 的 变量 ,我 们 有 互相 联系 的 方程 组 (89. 10) ,(89.12), (89. 14). Ж 
而 该 方程 组 ,在 大 频率 或 小 频率 的 极限 情况 下 可 以 简化 . 事实 是 ,纵向 速度 的 微 
扰 和 压强 的 微 扰 在 液体 中 以 声速 и НЕ, ПО ВО Е НЕ УВЕ. 后 


者 的 机 制 , 要 求 在 ~ 二 距离 上 传播 微 扰 的 时 间 为 -大 (х = ivpe, 是 介质 的 导 温 
系数 ). 因此 ,对 于 满足 条 件 


ХЕ << о ~ Еш (89. 18) 
的 频率 ( 波 矢 之 值 给 定时 ) , АИА 0, ЕЕ Ао “和 PP 在 涨 落 . 相反 ,在 
Xk ~ о << Еш (89.19) 





Ф 容易 看 出 ,将 公式 (89.17) 按 4/27 积分 ,理应 回 到 同时 关联 函数 . 
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ЕТЕ ЗЕ ЕВЕ. 
我 们 首先 研究 前 者 , 即 高 频 区 (89. 18) ,并 确定 ,例如 ,压强 的 涨 落 . 
改写 关联 函数 的 方程 (89. 14) 为 下 列 形式 


(о (20 ,г)5Р(0,0)) = -У(5Р(1,г)5Р(0,0)} + 


(ес te 人 (mmsP(0.0)))， 


而 s ”和 8P 的 同时 关联 为 零 ,可 以 作为 上 式 的 起 始 条 件 . 进行 对 时 间 的 一 侧 伟 
里 叶 变 换 和 对 坐标 的 全 变换 后 ,得 出 


= борбо ВР) = (РЁ) - (+) - о ФР) 


(89.20) 
其 次 ,在 方程 (89. 12) 中 我 们 写 出 


ёр = (2), зр (№). 5 = 8P - -7° (95) as， 


95 ӘР 
将 方程 (89. 10) 写成 下 列 形式 


д 
9:83 = ЭВ). Ai 


用 来 表达 38s/at( 根 据 条 件 xi << о, 5,8 比较 , 右 侧 的 Ais 项 可 以 忽略 ). 这 
就 导出 方程 





и? дї Т 
在 此 分 别 以 (8P(t,r)8P(0,0)) 和 《wv 7 (1,г)5Р( 0,0) ) Ж 8P 和 v нЕ 
得 到 与 关联 函数 相应 的 方程 . 而 它 的 起 始 条 件 是 (88.3). 储 里 叶 变 换 后 ,该 方程 
给 出 


2 
і аР (5) ДӘР +ру .oO =0. 


д Ё? 41) А 
е а сару цо арво БР -or (89.21) 


进行 一 些 变换 后 ,从 两 个 方程 (89. 20—89. 21) ,我 们 得 到 
РрТи* (1+2утш Ги?) 








(SP )w =2Re( ӘР?) =2Ке то ‚ (89.22) 
oO(w -ku +2iwuy) 
在 此 ， 
р 4 кирү ӘТ 





Ф ЖЗА? << hu 在 流体 动力 学 范围 总 是 满足 的 . 例如 ,在 气体 中 ~v; р ~ on 在 此 vr 是 粒子 
的 平均 热 速度 ,而 1 是 其 自由 程 , 因此 不 等 式 xk << и 等 价 于 条 件 如 << 1. 
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是 介质 中 声 的 吸收 系数 ( 见 第 六 卷 $79) ,而 yz 是 此 系数 中 与 热传导 有 关 的 
部 分 . 对 于 w = + hu 值 附近 (此 处 涨 落 特 别 大 ) 的 频率 区 域 ,我 们 写 出 最 终 
管 案 : 





Ти? 
8Р?) = ру 89. 24 
( ) (о + ки)? +и?у? ( ) 


Ж 10 Ки| = иуФ 情况 下 是 正确 的 . 
在 (89. 19) 的 低频 范围 内 ,已 经 讲 过 ,忽略 压强 涨 落 ,只 考察 涨 落 已 足够 
了 . 这 意味 着 在 方程 (89. 10) 中 可 取 


ФТ = (5, 65 = Ге, 
05} с, 


(ЖЕЕ с 是 单位 质量 的 ). 因此 ,对 于 待 求 的 关联 函数 有 与 (89. 15) 同型 的 方 
程 ,而 它 的 起 始 条 件 由 表达 式 (88.4) 给 出 . 结果 得 出 
220 xk 


55° 4, 89. 25 
( 5 ) к р о? + ( ) 


2] 题 


1. 求 自 弱 溶液 中 溶质 粒子 数 的 涨 落 关联 函数 ， 
解 :溶质 粒子 数 密度 n 满足 扩散 方程 
=DAn 
(D 是 扩散 系数 ). 在 弱 溶 液 中 ,密度 在 空间 不 同 点 的 同时 值 是 互 不 关联 的 (类 似 
于 理想 气体 中 不 存在 同时 关联 ) ;所 以 同时 关联 函数 为 
(Sn(r)dn(r,)) =nd(r, -r,). 
类 似 于 公式 (89. 25) ,我 们 得 到 
2 2п1?р 
Ире 
在 此 解 中 我 们 忽略 了 热 扩 散 , 因 此 nn 的 涨 落 可 以 认为 与 温度 涨 落 无 关 . 
2. 求 出 液体 的 压强 涨 落 关 联防 数 , 该 液体 具有 大 的 、 色 散 的 第 二 粘 滞 系数 
C(wm) БЖБ жЕ Ње). 
解 : 缓 慢 弛 豫 过 程 的 存在 ,导致 出 现下 列 形式 的 第 二 粘 滞 系数 
《(o) = 一 中 (и? -ш), 
1 - ют 


ЖА т уи 是 平衡 声速 度 ;ju。 是 在 弛 弥 参 数值 不 变 时 的 声速 ( 见 第 六 








由 ”我 们 记得 ( 见 第 六 卷 $79) ,流体 动力 学 的 声 吸 收 系数 在 气体 中 总 是 小 的 (可 自动 从 条 件 所 <<1 
中 得 出 不 等 式 у <<) ,并 且 在 无 明显 声色 散 的 液体 中 也 是 小 的 . 
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卷 8$81). 方 程 (89.20 一 89.21) ,以 及 (89.22) 在 有 色散 时 也 是 正确 的 . 取 z = 
С(о) 9 1 和 K 的 项 ,经 计算 得 到 

2Ттриь (us — и) 
(иш – о?) +? т? (и фа И?) 7 


$90 动 理学 系数 的 算 符 表 述 


可 以 给 予 $ 88 中 得 到 的 公式 (88.20 一 88, 21 ) 以 新 的 看 法 ,这 只 要 “从 右 向 
左 " 读 , 即 可 将 其 看 成 导热 系数 和 粘 灌 系数 的 表达 式 . 此 时 等 式 左边 的 关联 函 
数 , 根 据 它们 的 定义 ,可 以 通过 具有 微观 意义 的 一 些 量 的 算 符 来 表征 . 结果 ,通过 
这 些 算 符 可 表述 液体 的 动 理学 系数 . 

首先 需要 考虑 ,在 空间 不 同 地 点 ,能 量 和 动量 的 “随机 ” 流 涨 落 之 间 不 存在 
关联 , (公式 (88.20 一 88.21) 中 的 8 函数 8(r, -7r,)) 力 是 流体 动力 学 的 近似 结 
采 ; 这 种 近似 只 在 波 矢量 取 小 值 时 才 正 确 . 为 了 将 此 条 件 表 为 显 形式 ,我 们 将 公 
趟 按 空间 坐标 展 为 侍 里 叶 分 量 [ 这 归结 为 用 1 代替 8(r, -r,) 因 子 ] 并 过 渡 到 上 
—0 的 极限 . 例如 ,将 一 对 指标 г, 缩 并 后 的 公式 (88. 20) 


(#06) ), =38(m - г, ) fiw Tceoth 加 . Кек( о) 


(ФР?) а = 





写成 如 下 形式 


Кек( о) - 记 аль Отв") а. (90.1) 


容易 看 出 ,这样 描写 时 ,在 此 公式 中 可 以 用 О 表征 的 总 能 流 代替 “随机 " 热 
流 в. 从 流体 动力 学 知道 ,@ 由 对 流 迁 移 能 流 和 热流 g 所 构成 : 


2 
0=(F+w)os +9 = риот kVT+g (90.2) 


(w 是 液体 单位 质量 的 热 函 数 ;最 后 表达 式 中 忽略 了 速度 v 涨 落 的 高 次 寡 项 ). 但 
在 小 大 时 ,真实 物理 量 (* ,7,p 等 等 ) 的 涨 落 比 随机 流 涨 落 , 多 包含 k 的 适 次 , 因 
此 ,在 >0 的 极限 时 ,g 的 涨 落 与 2 的 涨 落 一 致 . 这 一 点 从 下 列 事实 中 立即 明 
了 , 即 在 流体 动力 学 涨 落 的 运动 方程 式 (88. 6 一 88.8) 中 , 流 g 及 s, 只 在 空间 微 
商 下 出 现 ,而 上 述 真 实物 理 量 也 以 对 时 间 微 商 的 形式 出 现 ; 因 此 , 变 成 侍 里 叶 
分 量 后 ， 导 空 间 微 商 的 健 里 叶 分 量 与 对 时 间 微 商 的 传 里 叶 分 量 之 比 的 数量 级 
为 Ех. 

与 8 不同 ,总 能 流 8 是 有 直接 力学 意义 的 量 ,因而 , 它 对 应 于 用 介质 粒子 的 


动力 学 变量 算 符 所 表征 的 、 确 定 的 量子 力学 算 符 O@(t,r). 回忆 以 相应 量 的 ( 海 森 
ВЕНЕ. 于 是 ,我 们 获得 下 列 公 式 


Rek(w) = Барта 2 x 
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хна" е9 (0(1,г)0(0,0) +0(0,0)О(е,г) ) did’x 


(90.3) 
(М. 5. Стееп,1954). 
然而 ,如 果 利用 相应 算 符 对 易 关 系 表 述 的 关联 函数 公式 ,就 能 为 函数 к(о) 
得 到 更 合适 的 表述 法 . 
如 果 х, (г) ,xs(r) 是 两 个 涨 落 量 ( 在 平衡 态 等 于 零 ,并 且 在 时 间 反 演 中 的 行 
为 相同 ) ,那么 它们 的 关联 函数 ,根据 (76.1) 和 (75. 11) ,可 以 表 为 如 下 形式 
(207000) = coth ее Г ее (14, (#,г,) ‚Я, (0,г,) | Уд, 


此 处 括号 人 表示 对 易 子 . 按 坐标 r=r, -г, НЕЕ 


© 


(ж, хь) = coth 0. Re [еее (ра (г) „4, (0,0) 1) ааа. (90.4) 
0 


将 此 式 应 用 到 关联 函数 (@ )w 并 代 和 人 (90. 1) 后 ,我 们 得 到 





Век(о) == лаве |. ио OC,r) ,0(0,0) | У аах. 


此 公式 的 左边 和 右边 在 Re 号 后 都 有 о 的 函数 . 此 函数 当 ооо 时 趋 于 零 ， 
并 且 在 复 变 量 о 的 上 半 平 面 无 奇 点 .在 w 的 实 轴 上 从 这 些 函 数 的 实 部 相等 中 得 
出 这 些 函 数 本 身 是 相等 的 ,因而 我 们 得 到 最 终 公 式 : 





K(w) = 


пи] е д (в,г) ,000,0) |) ааа. (90. 5) 


为 了 得 到 导 娄 系数 的 种 想 信 还 应 当 过 渡 到 w->0 的 极限 . 

用 类 似 的 方法 可 以 变换 公式 (88. 21) ,于 是 得 出 粘 沾 系数 的 算 符 表 达 式 . 

如 果 引 入 总 动量 流 ru = - P8% + o's[(88.9) 中 的 oi], 那么 在 k 一 0 的 极 
限时 , 除 si 外 的 一 切 项 的 涨 落 都 趋 于 零 , 所 以 在 此 极限 可 以 用 (oo0,) ,代替 关 
ЖО (заз, ) or: 结果 我 们 得 出 公式 


(0) (Budi + Bodh ~ Fdadin) +6(ы) вы, = 
= 1ш ее (00 (г), 6, (0,0) | уа. (90.6) 
此 处 54(1,7) 是 动量 流 密度 算 符 (H. Мон, 1958) ,将 此 等 式 按 两 对 指标 i,k 和 7， 
т 或 i,l 和 上 ,m 缩 并 ,我 们 分 别 得 到 相应 于 9 或 107 +3¢ 的 独立 表达 式 . 
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对 费 米 液体 不 能 应 用 7 =0 时 的 形状 因子 公式 (87. 4 一 87. 6) ,因为 推导 这 
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些 公式 时 假定 只 存在 元 激发 谱 的 声 子 支 (w 和 上 都 小 ). 对 费 米 液体 也 不 能 应 用 
$88, $89 建立 的 流体 动力 学 涨 落 理论 : 它 要 求 满足 的 条 件 Ы <<1(! 是 准 粒 子 
的 自由 程 ) ,显然 在 费 米 液体 中 已 被 损坏 . 因为 Ix 7 一 在 7 一 0 时 趋 于 无 限 . 因而 
计算 费 米 液体 的 形状 因子 应 当 使 用 动 理学 方程 . 
此 时 最 好 从 公式 (86. 17—86. 20) 人 手 , 这 些 公式 将 形状 因子 与 液体 受 某 一 场 U 
(i,r) 作 用 时 的 广义 感应 率 联系 起 来 . 定义 (86. 18) 也 可 写成 按 坐 标的 信里 叶 分 量 
ӧп(о,К) = -a(w,k)U,,, (91.1) 
我 们 限于 7 了 =0 的 情况 , 则 动力 学 形状 因子 根据 下 式 | 
по (о ,К) -人 К (91.2) 
通过 a(w,k) 来 表征 . 
密度 的 微 扰 55(w,k) 可 借助 于 动 理 学 方程 来 计算 ,此 时 式 中 可 以 忽略 碰撞 
积分 (在 7—0 时 ). 这 些 计算 与 $4 中 对 零 声 计 算 所 不 同 的 只 是 对 准 粒子 能 量 附 
加 了 一 项 
И(в,г) = 0ке". 
相应 的 ,在 微 商 3s/9r(4.3) 中 附加 一 项 3U/9r = 天壤, 而 在 动 理学 方程 (4. 8 ) Ш 
侧 附加 一 项 


. дп. 
40 р = 这 Ы v US(e -er). 


求 出 动 理学 方程 的 解 如 下 : 
Sn(P) =Snwe(P)e "7°, 





В (р) = -de ~ or) (н), n=-2. (91.3) 
这 是 准 粒 子 的 动量 分 布 微 扰 的 传 里 时 分 量 , 待 求 的 总 准 粒子 数 密度 (与 真实 粒 
子 数 密度 一 致 ) 的 变化 ,由 如 下 积分 给 出 
а _ 2dp 1 do . 
35i(ow ,大 ) = Гоо 55 = -元 Јо 0. 
(91.3) 中 定义 的 函数 xX(n) 与 (4.9) 中 定义 的 v(n) 不 同 之 处 在 于 归 一 化 系数 . 
在 此 选取 归 一 化 系数 ,可 使 公式 (91.2) 取 如 下 形式 : 
ino(w,k) = Im | x(n)42， о > 0. (91.4) 
函数 x(n) 本 身 由 下 列 方程 得 到 : 
(о-о nx(n) +vrk: в [ PC)x(n)9 = -^. о. (91.5) 


此 方程 的 右 侧 不 同 于 (4. 11) 式 . 
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方程 (91.5) 不 显 含 虚 量 . 因此 解 X(n) 中 出 现 的 虚 部 仅 和 求解 过 程 积分 的 
极点 绕 法 有 关 . 这 些 围 道 规则 要 求 从 := - о 开始 , 浸 渐 地 给 体系 施加 场 Ux 
e ;为 此 ,应 当 进 行 оо + 10 的 频率 代 换 . 

解 的 具体 形式 依赖 于 准 粒子 相互 作用 函数 的 形式 (9). 我 们 演示 求解 过 
程 ,并 以 最 简单 的 函数 = сопзі = Р, 为 例 说 明 解 的 性 质 . 

在 这 种 情况 下 ,方程 (91. 5) 的 解 具 有 下 列 形式 





vek п 
т = тато (91.6) 
在 此 С 是 常数 . 将 表达 式 (91.6) 代 回 (91.5) 以 确定 C, 于 是 给 出 
са +, =27 РЕ, (91.7) 
т й 
К-т до' 





这 里 T= Enw ою . 
- п, -@ - Ю 4т 
被 积 式 仅 依赖 于 闫 与 大 间 的 夹 角 ,进行 显然 的 代 换 后 ,我 们 得 到 


. т 
5, 5<[, 
"| 2 (91.8) 





1 fi хах $ 
($) => 26 1-5% 








ЖАБ 5 = о/о, 97У АВАГ (8. 11) 的 规则 分 离 出 来 ] . 
将 (91.6 一 91.8) 中 解 出 的 函数 x(n) 代 和 人 (91.4) ,我 们 得 到 动力 学 形状 
因子 
2т" р; 
а ое (91.9) 
(А.А. Абрикасов, И. М. Халатников, 1958). 根据 (91.8), 当 ss<1 即 所 有 的 
о <, 时 ,此 形状 因子 不 为 零 
如 果 F。> 0, 则 在 费 米 液体 中 可 能 有 以 速度 mw 传播 的 零 声 ,wu。 由 方程 
(4.15) ЖЖ 





по (о,Е) = 


1+Е,1(5,) =0, so = uo/ve. 
当 s 值 接近 5, 时 ,表达 式 (91.9) 取 
1 
5-5 
的 形式 ,并且 如 上 所 述 ,s = о/о, 应 当 理 解 为 *+i0. 这 意味 着 在 о (о, Е) 中 还 有 
形 如 const * 8(s -so) 的 8 函数 项 ,或 有 
“(ш,Ё) = сопя * #5 (@ - kuo) (91.10) 
这 项 是 费 米 液体 能 谱 零 声 分 支 对 形状 因子 必须 提供 的 贡献 ; 它 完 全 类 似 于 声 子 
对 玻 色 液体 的 形状 因子 所 做 的 贡献 (87.4). 
当然 ,这 一 项 的 存在 与 是 否 假定 Е = const 无 关 , 而 且 是 可 能 传播 零 声 的 费 


const • т 


. 360. 第 九 章 ”流体 动力 学 涨 落 





米 液 体 的 普遍 性 质 . 与 准 粒子 相互 作用 定律 有 关 的 只 是 (91. 10) 中 的 常 系数 值 . 
方程 (91.5) 右 侧 为 零 便 和 零 声 方程 一 致 ;因此 非 齐 次 方程 的 解 在 w/k =z 处 有 
极点 . 

从 方程 (91.5) 的 形式 看 出 , 它 的 解 仅 以 比值 «ИЕ 的 形式 依赖 于 w 和 上 .所 以 
动力 学 形状 因子 就 是 此 比值 的 函数 . 于 是 静 力 学 形状 因子 


Обь) = [| ook) 


将 有 如 下 形式 
o(k) =const • Ё (91.11) 
这 意味 着 在 费 米 液体 中 ,在 7 了 =0 时 ,密度 涨 落 的 同时 空间 关联 函数 遵守 v(7) 
cr ”规律 ( 玻 色 液体 中 也 是 如 此 )， 
最 后 ,我们 注意 到 ,用 Ff, 一 0 的 极限 过 渡 方 式 ,可 以 从 (91.9) 得 到 理想 费 米 
气体 的 动力 学 形状 因子 . 
ос(о,Е) Бреге 0 < <№,. 
此 时 静 力 学 形状 因子 
об = осон) Р 


2т (211)? 
(与 第 五 卷 $117 中 习题 1 的 结果 一 致 ). 
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